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			Εισαγωγή

			Ο χώρος των τηλεπικοινωνιών και ιδιαίτερα των ασύρματων επικοινωνιών έχει γνωρίσει μεγάλη άνθιση της τελευταίες δύο δεκαετίες. Η ψηφιακή μετάδοση χρησιμοποιείται για την υλοποίηση σημαντικών εφαρμογών που έχουν καλυτερεύσει τη ζωή των ανθρώπων. Η ασύρματη πρόσβαση σε πηγές πληροφορίας μπορεί πλέον να γίνει ανά πάσα χρονική στιγμή και ανεξάρτητα από την τοποθεσία ενός χρήστη. Όσο όμως ο ρυθμός μετάδοσης της πληροφορίας  μεγαλώνει τόσο είναι σημαντικό να γνωρίζουμε την επίδοση των διαφόρων τρόπων μετάδοσης σε ασύρματα κανάλια επικοινωνίας.

			Η εύρεση της επίδοσης των συστημάτων ψηφιακών επικοινωνιών αποτελεί πρωταρχικό μέλημα των σχεδιαστών αυτών των συστημάτων. Η προσομοίωση αποτελεί ένα σημαντικό τρόπο να υπολογίσουμε την επίδοση σε πιθανότητα σφάλματος μίας ψηφιακής μετάδοσης σε ένα κανάλι επικοινωνίας. Η προσομοίωση έχει σκοπό την υλοποίηση σε λογισμικό ενός πραγματικού συστήματος μετάδοσης, το οποίο αποτελείται από τον πομπό, το κανάλι, και το δέκτη. Μία προσομοίωση Monte Carlo βασίζεται στη στατιστική μοντελοποίηση του διαύλου μετάδοσης και συγκρίνει τα δεδομένα εκπομπής και λήψης ώστε να υπολογίσει την πιθανότητα λανθασμένης εκτίμησης των συμβόλων εκπομπής σε μία συγκεκριμένη μετάδοση. Η σημαντικότερη παράμετρος συναρτήσει της οποίας μελετάμε την επίδοση ενός δέκτη είναι ο σηματο-θορυβικός λόγος (Signal-To-Noise Ratio/SNR).  Ο θόρυβος που λαμβάνεται μαζί με το σήμα εκπομπής οφείλεται σε τυχαία κίνηση ηλεκτρονίων στη γραμμή μεταφοράς ή σε θερμικό θόρυβο στην είσοδο της κεραίας λήψης. Σε μία προσομοίωση, τα δείγματα θορύβου ακολουθούν την Γκαουσιανή κατανομή, οπότε το SNR ορίζεται ως ο λόγος της ισχύος του σήματος λήψης προς τη διακύμανση του θορύβου. Επιπλέον, για ασύρματα κανάλια επικοινωνίας, το λαμβανόμενο σήμα υπολογίζεται από τη γραμμική συνέλιξη του σήματος εκπομπής με την κρουστική απόκριση του καναλιού. Για συστήματα στενής ζώνης φάσματος, θεωρούμε ότι υπάρχει ένας μόνο συντελεστής καναλιού, ο οποίος προκύπτει από την άθροιση πολλαπλών διαδρομών λήψης, με τυχαία πλάτη, που φτάνουν σχεδόν ταυτόχρονα στο δέκτη. Για το λόγο αυτό, ο συντελεστής του καναλιού ακολουθεί την κατανομή Rayleigh και το SNR την εκθετική κατανομή. Επομένως, μία προσομοίωση Monte Carlo απαιτεί την παραγωγή τυχαίων αριθμών με διαφορετικές κατανομές, ώστε το σύστημα προσομοίωσης να δώσει μία μοντελοποίηση όσο γίνεται πιο κοντά στο πραγματικό τηλεπικοινωνιακό σύστημα.

			Στο παρόν βιβλίο, χρησιμοποείται το λογισμικό Matlab, για να υπολογίσουμε με προσομοίωση Monte Carlo την επίδοση διαφόρων συστημάτων μετάδοσης που χρησιμοποιούν ψηφιακές διαμορφώσεις και, ενδεχομένως, κωδικοποίηση καναλιού. Όπου είναι εφικτό, τα αποτελέσματα της προσομοίωσης συγκρίνονται με αναλυτικές μεθόδους  εύρεσης της επίδοσης, με σκοπό να επαληθεύσουμε  την ορθότητα της μοντελοποίησης της ψηφιακής μετάδοσης και της προσομοίωσης.

			Στο Κεφάλαιο 1 παρουσιάζεται η στοχαστική μοντελοποίηση τηλεπικοινωνιακών συστημάτων  παρουσία αθροιστικού θορύβου και διάλειψης. Η παραγωγή τυχαίων αριθμών με συγκεκριμένες κατανομές αποτελεί σημαντικό κομμάτι μίας προσομοίωσης Monte Carlo . Για το λόγο αυτό επιβεβαιώνουμε τη συνάρτηση πυκνότητα πιθανότητας που παράγεται χρησιμοποιώντας συναρτήσεις Matlab για παραγωγή τυχαίων μεταβλητών. Στο Κεφάλαιο 2 παρουσιάζουμε κάποιες από τις μεθόδους κωδικοποίησης γραμμής και υπολογίζουμε στο Matlab τη φασματική πυκνότητα ισχύος για κάποιους από αυτούς. Επίσης, παρουσιάζουμε τους παλμούς εκπομπής υψωμένου συνιμητόνου που δίνουν ελεγχόμενη διασυμβολική παρεμβολή στο δέκτη.

			Στο Κεφάλαιο 3 παρουσιάζουμε δύο τρόπους μετάδοσης και λήψης πληροφορίας με φασματικό περιεχόμενο στη βασική ζώνη: την ορθογώνια σηματοδοσία και τη διαμόρφωση πλάτους παλμού με Μ επίπεδα.  Η επίδοση των συστημάτων αυτών παρουσία θορύβου υπολογίζεται με αναλυτικό τρόπο και με προσομοίωση Monte Carlo. Στο Κεφάλαιο 4 παρουσιάζουμε τη μετάδοση στη διέλευση ζώνης για διαμορφώσεις μεταλλαγής φάσης και ορθογώνιας διαμόρφωσης πλάτους. Δίνουμε το τρόπο δημιουργίας ψηφιακών διαμορφώσεων διέλευσης ζώνης αλλά και το ισοδύναμο σύστημα στη βασική ζώνη, το οποίο χρησιμοποιείται στον υπολογισμό της πιθανότητας σφάλματος συμβόλου εκπομπής σε αθροιστικό λευκό Γκαουσιανό θόρυβο. 

			Στο Κεφάλαιο 5 παρουσιάζουμε την αντιστοίχιση κατά Gray των bit πληροφορίας σε σύμβολα εκπομπής και υπολογίζουμε τη λογαριθμική πιθανοφάνεια για κάθε bit από το σήμα λήψης. Με βάση το κριτήριο μέγιστης πιθανοφάνειας, κάνουμε εκτίμηση των λαμβανομένων bits και υπολογίζουμε τη πιθανότητα σφάλματος bit για διαμορφώσεις μεταλλαγής φάσης και ορθογώνιας διαμόρφωσης πλάτους με κωδικοποίηση Gray. Τέλος, παρουσιάζουμε τη προσομοίωση του συστήματος με χρήση φίλτρων τετραγωνικής ρίζας υψωμένου συνημιτόνου στον πομπό και στο δέκτη και τη συγκρίνουμε με τα αποτελέσματα της προσομοίωσης  που χρησιμοποιεί ένα δείγμα ανά σύμβολο εκπομπής. 

			Στο Κεφάλαιο 6, εισάγουμε την κωδικοποίηση καναλιού για την προστασία των bit πληροφορίας που μεταδίδονται στο κανάλι και τη δυνατότητα διόρθωσης κωδικοποιημένων bit για τα οποία γίνεται αρχικά λάθος εκτίμηση στο δέκτη. Μελετάμε τη κωδικοποίηση καναλιού με συνελικτικό κώδικα και την αποκωδικοποίηση με τον αλγόριθμο Viterbi.  Η επιλογή της κωδικής λέξης με την μεγαλύτερη πιθανοφάνεια υπολογίζεται χρησιμοποίωντας διαφορετικές μετρικές στην εφαρμογή του αλγορίθμου Viterbi. Τα αποτελέσματα της επίδοσης ενός συνελικτικού κώδικα υπολογίζονται με προσομοίωση Monte Carlo.

			Στο Κεφάλαιο 7,  μελετάμε την επίδοση τηλεπικοινωνιακών συστημάτων  σε ασύρματα κινητά κανάλια επικοινωνίας παρουσία διάλειψης στα σύμβολα λήψης. Υπολογίζουμε τη πιθανότητα σφάλματος συμβόλου για διαφορετικές διαμορφώσεις με αναλυτική μέθοδο και με προσομοίωση Monte Carlo. Επίσης, υπολογίζουμε με προσομοίωση Monte Carlo τη βελτίωση της επίδοσης των ψηφιακών διαμορφώσεων σε κανάλι με διάλειψη με τη χρήση διαφορικής λήψης μεγίστου SNR, επιλογής μεγίστου SNR, και χρήση αναμεταδοτών .

			Τα Κεφάλαια 8 και 9 παρουσιάζουν την επίδοση δύο διαφορετικών τηλεπικοινωνιακών συστημάτων ευρείας ζώνης: το πρώτο βασίζεται στη μετάδοση με πολλαπλά φέροντα ενώ το δεύτερο στη μετάδοση με διασπορά φάσματος με χρήση ψευδοτυχαίας ακολουθίας. Χρησιμοποιούμε το λογισμικό Matlab για να δείξουμε τα χαρακτηριστικά του κάθε συστήματος μετάδοσης και προσομοίωση Monte Carlo για να υπολογίσουμε την επίδοση του πρώτου συστήματος σε ένα πολυδιαδρομικό κανάλι και του δεύτερου συστήματος παρουσία πολλαπλών χρηστών.

			Ο συγγραφέας,

			Γ. Ευθύμογλου

		

	
		
			Κεφάλαιο 1

			Προσομοίωση τυχαίων μεταβλητών

			Σύνοψη

			Στο κεφάλαιο αυτό παρουσιάζονται οι τρόποι παραγωγής τυχαίων μεταβλητών για την προσομοίωση τηλεπικοινωνιακών συστημάτων στο λογισμικό Matlab. Με τη βοήθεια ιστογράμματος επιβεβαιώνουμε ότι τυχαίες μεταβλητές που παράγονται στο λογισμικό Matlab ακολουθούν τις αναμενόμενες συναρτήσεις πυκνότητας πιθανότητας. Με αυτό τον τρόπο μπορούμε να προχωρήσουμε στη μοντελοποίηση των στατιστικών χαρακτηριστικών τηλεπικοινωνιακών συστημάτων.

			Προαπαιτούμενη γνώση

			Ο αναγνώστης απαιτείται να έχει βασικές γνώσεις στατιστικής και Matlab.

			1.1 Τυχαίες μεταβλητές σε τηλεπικοινωνιακά συστήματα

			Το λαμβανόμενο σήμα r(t) στο δέκτη ενός τηλεπικοινωνιακού συστήματος δίνεται από τον πολλαπλασιασμό του σήματος εκπομπής s(t) με ένα συντελεστή του καναλιού (μιγαδικό αριθμό) h(t) και την άθροιση θορύβου (επίσης μιγαδικός αριθμός) n(t):

			r(t) = h(t)∙s(t) + n(t)

			Εξίσωση 1.1

			Στη συνέχεια, εξετάζονται οι κατανομές των τυχαίων μεταβλητών (random variables) n και h τις οποίες συναντάμε συχνά σταε τηλεπικοινωνιακά συστήματα.

			1.2 Παραγωγή και στατιστικός χαρακτηρισμός δειγμάτων θορύβου

			Το σήμα λήψης στην είσοδο ενός δέκτη είναι παραμορφωμένο από αθροιστικό θόρυβο, όπως φαίνεται στο Σχήμα 1.1. Θεωρώντας αρχικά ότι h(t) = 1 το σήμα λήψης δίνεται από τη σχέση:

			[image: C:\Users\Chrysa\Desktop\Equations\1.2.wmf]

			Εξίσωση 1.2

			όπου n(t) είναι δείγματα θορύβου, τα οπποία προστίθενται στο σύμβολο εκπομπής.

			[image: ]

			Σχήμα 1.1: Αθροιστικός θόρυβος.

			Συνήθως υποθέτουμε ότι ο θόρυβος ακολουθεί Γκαουσιανή κατανομή, με μέση τιμή 0 και διακύμανση (variance) σn2, δηλαδή:

			[image: C:\Users\Chrysa\Desktop\Equations\1.3.wmf]

			Εξίσωση 1.3

			Η Γκαουσιανή κατανομή δίνεται στο Σχήμα 1.2.

			[image: ]

			Σχήμα 1.2: Γκαουσιανή κατανομή

			Η συνάρτηση randn του λογισμικού Matlab παράγει δείγματα θορύβου με Γκαουσιανή κατανομή.

			Παράδειγμα 1.1

			1) Δημιουργήστε στο λογισμικό Matlab τυχαία δείγματα θορύβου με Γκαουσιανή κατανομή και σχεδιάστε τα πρώτα 100 δείγματα.

			2) Επιβεβαιώστε ότι οι τιμές της τυχαίας μεταβλητής ακολουθούν την Γκαουσιανή κατανομή με τη δημιουργία του ιστογράμματος (histogram) της τυχαίας μεταβλητής και τη σύγκρισή του με τη μαθηματική σχέση της Γκαουσιανής κατανομής με μέση τιμή 0 και διακύμανση 1.

			Απάντηση

			1) Tο σήμα θορύβου με Ν δείγματα παράγεται με την εντολή του Matlab: rv = randn(1,N). Επομένως:

			>> N=50000;

			>> rv=randn(1,N);

			>> plot(rv(1:100))

			[image: ]

			Σχήμα 1.3: Δείγματα θορύβου που παράγονται με τη συνάρτηση randn.

			2) Στο Matlab, η κανονική κατανομή για τιμές από -3 μέχρι 3 και βήμα 0.1 προκύπτει με την εντολή:

			y = pdf(‘Normal’,-3:0.1:3, 0, 1);

			όπου 0 είναι η μέση τιμή της Γκαουσιανής κατανομής και 1 είναι η διακύμανση. Στο πρόγραμμα που ακολουθεί σχεδιάζουμε στο ίδιο διάγραμμα το ιστόγραμμα της rv = randn(1, N) και τις τιμές του y.

			clear;

			N = 50000;

			bins = 200;

			rv = randn(1, N); % white Gaussian noise

			[n xout] = hist (rv,bins);

			val_max = max(abs(xout)); %find max in order to determine bin width

			bar(xout, (n/N)*(bins/(2*val_max))) % determine the actual bin width

			axis ([-3 3 0 0.5] )

			xlabel(‘amplitude’)

			ylabel(‘probability density function’)

			h = findobj (gca, ‘Type’ , ‘patch’ ) ;

			set (h, ‘FaceColor’, ‘r’ , ‘LineStyle’, ‘:’ , ‘EdgeColor’, ‘w’ )

			hold on

			y = pdf(‘Normal’,-3:0.1:3,0,1);%matlab function for the Gaussian pdf 

			x = -3:0.1:3;

			plot (x, y, ‘*’ )

			Λαμβάνουμε τα αποτελέσματα:

			[image: ]

			Σχήμα 1.4: Κατανομή δειγμάτων θορύβου που παράγονται με τη συνάρτηση randn.

			Παρατηρούμε ταύτιση των τιμών y και του ιστογράμματος των τιμών της τυχαίας μςταβλητής rv. Επομένως μπορούμε να χρησιμοποιήσουμε τη συνάρτηση randn για την μοντελοποίηση θορύβου με Γκαουσιανή κατανομή.

			Στο πεδίο συχνοτήτων, η φασματική πυκνότητα ισχύος (Power Spectral Density/PSD) του θορύβου n(t) είναι σταθερή σε όλες τις συχνότητες (Σχήμα 1.5). Πρόκειται, δηλαδή, για λευκό θόρυβο (white noise).

			.[image: ]

			Σχήμα 1.5: Φασματική πυκνότητα ισχύος του λευκού θορύβου.

			Για τους παραπάνω λόγους, αυτός ο τύπος θορύβου ονομάζεται Αθροιστικός Λευκός Γκαουσιανός θόρυβος (Additive White Gaussian Noise/AWGN) με PSD που είναι ίση με:

			[image: C:\Users\Chrysa\Desktop\Equations\1.4.wmf]

			Εξίσωση 1.4

			όπου N0 είναι η ισχύς του θορύβου ανά μονάδα φάσματος. Για θερμοκρασία δωματίου Τ0 = 290ο Κ, η PSD του AWGN είναι  N0 = k•T0 = -204 dBW/Hz, όπου k = 1.38 1023 J/K = -228.6 dBW/Hz είναι η σταθερά Boltzmann. 

			Μπορούμε να υπολογίσουμε τη συνάρτηση αυτοσυσχέτισης των δειγμάτων του AWGN ως τον αντίστροφο μετασχηματισμό Fourier της PSD (Κωττής, 2005)

			[image: C:\Users\Chrysa\Desktop\Equations\1.5.wmf]

			Εξίσωση 1.5

			Η συνάρτηση αυτοσυσχέτισης των δειγμάτων θορύβου δίνεται από τη συνάρτηση Dirac (Σχήμα 1.6). Αυτό σημαίνει ότι δύο διαφορετικά δείγματα θορύβου n(t), όσο κοντά και αν είναι στο χρόνο, έχουν μηδενική συσχέτιση.

			[image: ]

			Σχήμα 1.6: Συνάρτηση αυτοσυσχέτισης για δείγματα θορύβου AWGN.

			H συνάρτηση αυτοσυσχέτισης των δειγμάτων θορύβου υπολογίζεται με χρήση προσομοίωσης από την εξίσωση (Proakis & Salehi, 1998):

			[image: C:\Users\Chrysa\Desktop\Equations\1.6.wmf]

			Εξίσωση 1.6

			όπου X(n), n = 1, …, N είναι Ν τυχαία δείγματα θορύβου και m δηλώνει τον αριθμό δειγμάτων της μετατόπισης των δύο σημάτων. Η τελευταία σχέση υλοποιείται στο λογισμικό Matlab με τη συνάρτηση Rx_est, η οποία έχει ως παραμέτρους εισόδου: το μονοδιάστατο πίνακα (vector) Χ με τα δείγματα θορύβου και Μ τη μέγιστη μετατόπιση σε αριθμό δειγμάτων μεταξύ των δύο αντιγράφων του σήματος Χ που συσχετίζονται. Η Rx_est επιστρέφει τις τιμές της συνάρτησης αυτοσυσχέτισης για χρονικές μετατοπίσεις που ισοδυναμούν με m = 0, …, M δείγματα.

			function [Rx] = Rx_est(X, M)

			N = length(X);

			Rx = zeros(1,M+1); % create vector Rx with M+1 zeros

			for m=0:M

			for n=1:N-m

			Rx(m+1)=Rx(m+1)+X(n)*X(n+m); % shift m=0 is saved at Rx(1)

			end

			Rx(m+1)=Rx(m+1)/(N-m);

			End

			Επειδή η συνάρτηση αυτοσυσχέτισης των δειγμάτων θορύβου δίνεται από τη συνάρτηση Dirac, συμπεραίνουμε ότι δείγματα με μηδενική συσχέτιση (uncorrelated samples) προέρχονται από PSD, η οποία είναι σταθερή στο φάσμα προσομοίωσης (simulation bandwidth): | f | ≤ Fs/2, όπου Fs είναι η συχνότητα δειγματοληψίας των σημάτων της προσομοίωσης. H διακύμανση των δειγμάτων του θορύβου δίνεται εξ ορισμού από το εμβαδό της PSD Gn (f) στο φάσμα της προσομoίωσης (Σχήμα 1.7).

			[image: ]

			Σχήμα 1.7: PSD για ανεξάρτητα (independent) δείγματα.

			Παράδειγμα 1.2

			Επιβεβαιώστε με τη χρήση του Matlab ότι η φασματική πυκνότητα ισχύος του θορύβου που παράγεται με τη συνάρτηση randn είναι σταθερή στο φάσμα της προσομοίωσης.

			Απάντηση

			Για να δείξουμε ότι η PSD των δειγμάτων θορύβου είναι σταθερή στο φάσμα της προσομοίωσης θα υπολογίσουμε αρχικά τη συνάρτηση αυτοσυσχέτισης Rx_av των δειγμάτων θορύβου που παράγονται με την εντολή X = randn(1,N) και στη συνέχεια θα υπολογίσουμε το μετασχηματισμό Fourier αυτής της συνάρτησης, Sx_av. Στο πρόγραμμα που ακολουθεί υπολογίζουμε τη μέση τιμή από 10 επαναλήψεις της εκτίμησης των συναρτήσεων αυτοσυσχέτισης (vector Rx_av) και PSD (vector Sx_av), ώστε να έχουμε μία αξιόπιστη εκτίμηση των τελικών αποτελεσμάτων.

			clear;

			N = 5000; % length of random sequence

			M = 50; % maximum time shift in samples

			Rx_av = zeros(1,M+1);

			Sx_av = zeros(1,M+1);

			for jj=1:10

			X = randn(1,N); % randn function creates Gaussian noise samples

			Rx = Rx_est(X,M);

			Sx = abs(fft(Rx)); % abs computes the magnitude

			Rx_av = Rx_av + Rx;

			Sx_av = Sx_av + Sx;

			end

			Rx_av = Rx_av/10;

			Sx_av = Sx_av/10;

			figure(1)

			plot(Rx_av)

			xlabel(‘time shift m’)

			ylabel(‘Rx(m)’)

			figure(2)

			f = [-0.5:1/50:0.5]; % 0.5 corresponds to Ffs/2, assuming Ffs=1

			plot(f,Sx_av)

			xlabel(‘frequency f’)

			ylabel(‘Sx(f)’)

			axis([-0.5 0.5 0 2])

			Λαμβάνουμε τα αποτελέσματα:

			[image: ]

			Σχήμα 1.8: Συνάρτηση αυτοσυσχέτισης των δειγμάτων AWGN με προσομοίωση.

			[image: ]

			Σχήμα 1.9: PSD των δειγμάτων AWGN με προσομοίωση.

			Από το Σχήμα 1.8 παρατηρούμε ότι Rx(0) = σn2 = 1, όπου σn2 είναι η διακύμανση θορύβου ή ισοδύναμα η μέση ισχύς των Ν δειγμάτων που δημιουργεί η συνάρτηση randn(1,N).

			Από το Σχήμα 1.9 παρατηρούμε ότι η Sx (f) είναι σταθερή σε όλες τις συχνότητες στο φάσμα προσομοίωσης [-1/2, 1/2] (Fs = 1), με τιμή Sx (f) = 1.

			Η ισχύς του θορύβου θα υπολογίζεται είτε στο χρονικό πεδίο ως η διακύμανση των δειγμάτων θορύβου είτε στο φασματικό πεδίο ως το εμβαδό της PSD στο φάσμα εκπομπής (Σχήμα 1.7). Λόγω της ισοδυναμίας του υπολογισμού της ισχύος στα δύο πεδία χρόνου και συχνότητας, η διακύμανση του θορύβου (noise variance) συνδέεται με την PSD με τη σχέση (Proakis & Salehi, 1998):

			[image: C:\Users\Chrysa\Desktop\Equations\1.7.wmf]

			Εξίσωση 1.7

			και άρα:

			[image: C:\Users\Chrysa\Desktop\Equations\1.8.wmf]

			Εξίσωση 1.8

			όπου Fs είναι η συχνότητα δειγματοληψίας του διακριτού συστήματος προσομoίωσης. 

			Στις ψηφιακές επικοινωνίες, ορίζουμε το σηματοθορυβικό λόγο (Signal to Noise Ratio/SNR) για το λαμβανόμενο σήμα σε κανάλι με AWGN ως Es/N0, όπου Es είναι η μέση ενέργεια ανά σύμβολο εκπομπής. Επομένως:

			[image: C:\Users\Chrysa\Desktop\Equations\1.9.wmf]

			Εξίσωση 1.9

			Η τυπική απόκλιση (standard deviation) του θορύβου που πρέπει να εισαγάγουμε στην προσομοίωση για μία συγκεκριμένη τιμή του SNR ανά σύμβολο δίνεται από την εξίσωση:

			[image: C:\Users\Chrysa\Desktop\Equations\1.10.wmf]

			Εξίσωση 1.10

			Η τελευταία σχέση εμφανίζεται συνήθως απλοποιημένη στη προσομοίωση τηλεπικοινωνιακών συστημάτων για τη συνηθισμένη περίπτωση με Fs = 1 (1 δείγμα ανά σύμβολο) και Εs = 1 (μέση ενέργεια συμβόλων εκπομπής ισούται με 1), οπότε έχουμε (σε κώδικα):

			sigma = sqrt(0.5/SNR);

			Τέλος, παρατηρούμε ότι η τιμή της τυπικής απόκλισης στην Εξίσωση 1.9 ισχύει για πραγματικά σήματα με συμμετρικό φάσμα, οπότε η τιμή του σn2 εκφράζει τη διακύμανση του θορύβου ανά διάσταση (Ι & Q συνιστώσες) του σήματος λήψης.

			1.3 Παραγωγή δειγμάτων θορύβου για συγκεκριμένο SNR στο δέκτη

			Η λαμβανόμενη ισχύς Pr(d) του επιθυμητού σήματος σε απόσταση d από τον πομπό, με βάση την απόσβεση ελεύθερου χώρου (free space path-loss), είναι (Proakis & Salehi, 2002):

			[image: C:\Users\Chrysa\Desktop\Equations\1.11.wmf]

			Εξίσωση 1.11

			όπου λ είναι το μήκος κύματος του φέροντος και Pt η ισχύς του σήματος εκπομπής. Επίσης, για το απλοποιημένο μοντέλο απόσβεσης χώρου, έχουμε:

			[image: C:\Users\Chrysa\Desktop\Equations\1.12.wmf]

			Εξίσωση 1.12

			με εκθέτη 2 ≤ η ≤ 6 ανάλογα με το περιβάλλον διάδοσης και d0 μία απόσταση αναφοράς από την οποία ισχύει η απόσβεση ελευθέρου χώρου. Σε κάθε περίπτωση, το κλάσμα της λαμβανόμενης ισχύος του σήματος προς την ισχύ του θορύβου δίνει το μέσο λαμβανόμενο SNR σε απόσταση d από τον πομπό:

			[image: C:\Users\Yannis\Downloads\Κάλλιπος Ευθύμογλου_tosync\Equations\1.13.png]

			Εξίσωση 1.13

			όπου Ts είναι η χρονική διάρκεια κάθε συμβόλου και η ισχύς θορύβου Ν υπολογίζεται στο φασματικό πεδίο πολλαπλασιάζοντας την ισχύ ανά μονάδα φάσματος N0 επί το φάσμα εκπομπής του σήματος, το οποίο συνήθως προσεγγίζεται από τη σχέση:

			[image: C:\Users\Chrysa\Desktop\Equations\1.14.wmf]

			Εξίσωση 1.14

			λόγω του γεγονότος ότι το πλάτος του σήματος αλλάζει κάθε Ts, οπότε το φάσμα εκπομπής προσεγγίζεται ικανοποιητικά από τη σχέση Fs = 1 / Ts. Η Εξίσωση 1.13 προκύπτει εκφράζοντας τη μέση λαμβανόμενη ισχύ του σήματος ως το γινόμενο της ενέργειας του σήματος Es επί τη διάρκεια Ts, Pr(d) = Es Ts, και την ισχύ του θορύβου ως N = N0 Fs.

			Επομένως, έχουμε:

			[image: C:\Users\Chrysa\Desktop\Equations\1.15.wmf]

			Εξίσωση 1.15

			Κατά την προσομοίωση συστημάτων μετάδοσης, υποθέτουμε ότι τα σύμβολα εκπομπής στέλνονται με μέση ενέργεια εκπομπής Εs = 1. Επομένως, για να προσομοιώσουμε κάποιο λαμβανόμενο SNR, πρέπει να θέσουμε θόρυβο με ισχύ N0 = 1 / SNR. Ο θόρυβος με ισχύ N٠ παράγεται δημιουργώντας μιγαδικά δείγματα θορύβου με μοναδιαία ισχύ (٠.٥ στο πραγματικό μέρος και ٠.٥ στο φανταστικό μέρος), τα οποία στη συνέχεια πολλαπλασιάζουμε με τον παράγοντα N0 = 1 / SNR ώστε τα τελικά πλάτη του σήματος του θορύβου να αποκτήσουν ισχύ N0, οπότε έχουμε (σε κώδικα):

			% AWGN samples with variance 1.

			n = (1/sqrt(2))*[randn(1,N) + j*randn(1,N)];

			Για να κανονικοποιήσουμε την ισχύ των μιγαδικών δειγμάτων θορύβου, διαιρούμε τα δείγματα (πλάτη) του n με την τετραγωνική ρίζα της μέσης ισχύος του όρου [randn(١,N) + j*randn(١,N)], η οποία είναι:

			[image: C:\Users\Chrysa\Desktop\Equations\1.16.wmf]

			Εξίσωση 1.16

			Για Εs = 1 και SNR σε dB, το οποίο δίνεται από τη μεταβλητή Es_N0_dB, τα δείγματα του θορύβου που θα αντιστοιχούν στο συγκεκριμένο SNR δίνονται από τη σχέση (Jeruchim et al., 2000):

			[image: C:\Users\Chrysa\Desktop\Equations\1.17.wmf]

			Εξίσωση 1.17

			Δηλαδή, αλλάζουμε την ισχύ των δειγμάτων θορύβου (noise samples) με ισχύ (διακύμανση) ١ σε ισχύ N٠. Στο λογισμικό Matlab αυτό επιτυγχάνεται πολύ απλά με τον πολλαπλασιασμό (σε κώδικα):

			n1 = 10^(-Es_N0_dB(ii)/20)*n;

			1.4 Παραγωγή τυχαίων μεταβλητών με κατανομές Rayleigh και εκθετική

			Η κατανομή Rayleigh χρησιμοποιείται για τη μοντελοποίηση διάλειψης μικρής κλίμακας (short term fading) για πολυδιαδρομική μετάδοση (multipath propagation) χωρίς απευθείας διαδρομή (non line of sight/NLOS). Σε αυτή την περίπτωση, το πλάτος του καναλιού διάλειψης R = |h| είναι μία τυχαία μεταβλητή με συνάρτηση πυκνότητας πιθανότητας (Probability Density Function/PDF):

			[image: C:\Users\Chrysa\Desktop\Equations\1.18.wmf]

			Εξίσωση 1.18

			όπου το Ω = Ε [R2] = 2σ2 δηλώνει τη μέση ισχύ της διαδρομής λήψης, δηλαδή το άθροισμα όλων των ανακλώμενων διαδρομών που φτάνουν στο δέκτη με την ίδια καθυστέρηση. Τυπικά, η κατανομή Rayleigh συμφωνεί πολύ καλά με πειραματικές μετρήσεις του φαινομένου της διάλειψης (fading) σε κινητά κανάλια επικοινωνίας με NLOS ανάμεσα στην εκπέμπουσα και τη λαμβάνουσα κεραία.

			Παράδειγμα 1.3

			Δείξτε με προσομοίωση ότι το πλάτος του σήματος (signal envelope):

			[image: C:\Users\Chrysa\Desktop\Equations\1.19.wmf]

			Εξίσωση 1.19

			όπου Xc, Xs είναι Γκαουσιανές ανεξάρτητες τυχαίες μεταβλητές, έχει κατανομή Rayleigh.

			Απάντηση

			Στο πρόγραμμα που ακολουθεί σχεδιάζουμε στο ίδιο διάγραμμα το ιστόγραμμα της:

			rv = (1/sqrt(2))*abs(randn(1,N) + j*randn(1,N));

			όπου η συνάρτηση abs του Matlab υπολογίζει το μέτρο του μιγαδικού αριθμού, και τις τιμές της Eξίσωσης 1.18 για τη Rayleigh PDF.

			clear;

			N=1000000;

			bins=100;

			% we want normalized power Ω = 1, but randn gives variance 1 in

			% real and imaginary components (total 2), so we divide rv with     

			% sqrt(2)

			rv=(1/sqrt(2))*abs(randn(1,N)+i*randn(1,N));

			[n xout]=hist (rv,bins);

			bar(xout, (n/N)*(bins/(2*val_max)) ) % specify the bin width Δx

			axis ([0 4 0 1] )

			hold on

			x=0 : 0.1 : 4 ;

			omega = 1;

			p = (2.*x./omega).*exp(-x.^2./omega); % pdf given by (1.18)

			plot (x, p, ‘ro’ )

			legend(‘simulation’, ‘theory’)

			Λαμβάνουμε τα αποτελέσματα:
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			Σχήμα 1.10: PDF τυχαίας μεταβλητής με κατανομή Rayleigh.

			Για την περίπτωση που το λαμβανόμενο σήμα δίνεται από την Εξίσωση 1.1, το στιγμιαίο SNR ανά σύμβολο εκπομπής είναι:
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			Εξίσωση 1.20

			όπου R = |h| είναι το στιγμιαίο πλάτος καναλιού, Es είναι η ενέργεια του συμβόλου εκπομπής και N0 η φασματική πυκνότητα ισχύος του θορύβου. Για διάλειψη Rayleigh, η τυχαία μεταβλητή γs έχει εκθετική PDF, που δίνεται από την εξίσωση:
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			Εξίσωση 1.21

			όπου:
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			είναι το μέσο (average) SNR ανά σύμβολο στο κανάλι.

			Παράδειγμα 1.4

			Επιβεβαιώστε με προσομοίωση την εκθετική PDF του στιγμιαίου SNR ανά σύμβολο εκπομπής για διάλειψη Rayleigh. Θεωρήστε Ω=1 και

			[image: C:\Users\Chrysa\Desktop\Equations\1.23.wmf]

			Απάντηση

			Στο πρόγραμμα που ακολουθεί σχεδιάζουμε στο ίδιο διάγραμμα το ιστόγραμμα της γs = R 2∙Es/N0 όπου R έχει κατανομή Rayleigh, και τις τιμές της Εξίσωσης 1.21 για την εκθετική PDF.

			clear;

			N=1000000;

			bins=100;

			esn0 = 5;

			% we want normalized power Ω = 1, but randn gives variance 1 in

			% real and imaginary parts (total 2), so we divide rv with sqrt(2)

			rv=(1/sqrt(2))*abs(randn(1,N)+i*randn(1,N));

			gama_s = esn0.*rv.^2;

			[n xout]=hist (gama_s, bins);

			bar(xout, (n/N)*(bins/(max(xout)))) 

			axis ([0 15 0 0.3] )

			hold on

			x=0 : 0.2 : 15;

			y = (1/esn0).*exp(-x./esn0); % pdf given by (1.21)

			plot (x, y, ‘ro’ )

			legend(‘simulation’, ‘theory’)

			Λαμβάνουμε τα αποτελέσματα:
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			Σχήμα 1.11: PDF τυχαίας μεταβλητής με εκθετική κατανομή.

			1.5 Παραγωγή τυχαίων μεταβλητών με κατανομές Nakagami και Gamma

			Σε γενικευμένα περιβάλλοντα ασύρματης διάδοσης, το πλάτος του συντελεστή καναλιού h στην Εξίσωση 1.1 ακολουθεί συνήθως κατανομή Nakagami-m, η οποία δίνεται από τη μαθηματική σχέση:
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			Εξίσωση 1.22

			όπου m είναι η παράμετρος Nakagami, Ω είναι η μέση ισχύς της h, και Γ(∙) είναι η συνάρτηση Gamma. Η παραπάνω κατανομή μπορεί να μοντελοποιεί διάδοση με απευθείας διαδρομή (line of sight/LOS) για τιμές της παραμέτρου m > 1. Το στιγμιαίο λαμβανόμενο SNR δίνεται από τη σχέση:
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			Εξίσωση 1.23

			Ακολουθεί κατανομή Gamma:
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			Εξίσωση 1.24

			όπου:
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			είναι το μέσο SNR. Στο λογισμικό Matlab, η κατανομή Gamma προσδιορίζεται από τις παραμέτρους α και b, ως εξής:
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			Εξίσωση 1.25

			Από τις προηγούμενες μαθηματικές εκφράσεις, προκύπτουν τα εξής:

			
					Συγκρίνοντας τις Σχέσεις 1.24 και 1.25 για την κατανομή Gamma, έχουμε: α = m και b = <γ> / m.

					Στο λογισμικό Matlab, N τυχαίες μεταβλητές του SNR με κατανομή Gamma με παράμετρο m και μέση τιμή SNR = hh μπορεί να παραχθούν με την εντολή (σε κώδικα):

			

			gamrnd(m, hh/m, 1, N);

			
					Μια ειδική περίπτωση της Nakagami-m στην Εξίσωση 1.22 είναι η Rayleigh PDF για m = 1:

			

			[image: C:\Users\Chrysa\Desktop\Equations\1.31.wmf]

			Εξίσωση 1.26

			
					Για διάλειψη Rayleigh, το στιγμιαίο λαμβανόμενο SNR ακολουθεί την εκθετική κατανομή, η οποία προκύπτει θέτοντας m = 1 στην Gamma PDF:
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			Εξίσωση 1.27

			
					Στο Matlab, Ν τυχαίες μεταβλητές με εκθετική PDF μπορεί να παραχθούν χρησιμοποιώντας την εντολή (σε κώδικα):

			

			gamrnd(1, hh, 1, N);

			Παράδειγμα 1.5

			Σχεδιάστε την PDF του γ = R 2∙Es/N0 για διάλειψη Nakagami-m με διάφορες τιμές της παραμέτρου m και μέση τιμή του SNR ίση με 1.

			Απάντηση

			Στο λογισμικό Matlab, για διάφορες τιμές του m, εκτελούμε την εντολή:

			y = gampdf([0:0.1:10], m, 1/m); % average SNR equal to 1

			και με τη χρήση της  plot(y) απεικονίζουμε τα αποτελέσματα στο ίδιο διάγραμμα (Σχήμα 1.12).

			Σημειώνουμε ότι όσο η τιμή της παραμέτρου m αυξάνεται, τόσο η πιθανότητα να υπάρχουν τιμές του y κοντά στο 0 μειώνεται. Αυτό σημαίνει λιγότερο ποσό διάλειψης (amount of fading), δηλαδή καλύτερο κανάλι.
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			Σχήμα 1.12: PDF του SNR με Gamma κατανομή για διάφορες τιμές της παραμέτρου m.

			1.6 Παραγωγή τυχαίων αριθμών: Συνάρτηση πυκνότητας πιθανότητας για επιλογή (selection) μεταξύ L ανεξάρτητων τυχαίων μεταβλητών.

			Για τη μεταβλητή y = max[ x1, x2, …, xL ] μεταξύ L ανεξάρτητων τυχαίων μεταβλητών xi, για i = 1, …, L, με πυκνότητα πιθανότητας f(x) η καθεμία, ισχύει ότι (Jeruchim et al., 2000; Proakis & Salehi, 2002):
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			Εξίσωση 1.28

			όπου F(x) είναι η αθροιστική κατανομή πιθανότητας (cumulative distribution function/CDF) της τυχαίας μεταβλητής x. Θεωρώντας ανεξάρτητες τυχαίες μεταβλητές xi, για i = 1, …, L, με κατανομή Rayleigh, έχουμε:
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			Εξίσωση 1.29

			και
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			Εξίσωση 1.30

			Η Εξίσωση 1.28 δίνει:
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			Εξίσωση 1.31

			Παράδειγμα 1.6

			Επιβεβαιώστε με προσομοίωση τη Σχέση 1.31 για L=3 με τη δημιουργία του ιστογράμματος της τυχαίας μεταβλητής y = max[x1, x2, x3], με xi, i = 1, 2, 3, να ακολουθούν κατανομή Rayleigh με μέση ισχύ 1.

			Απάντηση

			Στο πρόγραμμα που ακολουθεί εκτελούνται τα εξής βήματα:

			
					Δημιουργία τριών ανεξάρτητων τυχαίων μεταβλητών Rayleigh και αποθήκευση της μεγαλύτερης τιμής τους ως μία νέα τυχαία μεταβλητή, y.

					Επανάληψη του προηγούμενου βήματος για τη συλλογή Ν τιμών της y.

					Δημιουργία ιστογράμματος των τιμών της y και σύγκριση με τη PDF της Εξίσωσης 1.31.

			

			clear;

			N=100000;

			bins=100;

			% we want normalized power Ω = 1, but randn gives variance 1 in

			% real and imaginary parts (total 2), so we divide rv with sqrt(2)

			L=3;

			rv1=(1/sqrt(2))*abs(randn(1,N)+i*randn(1,N));

			rv2=(1/sqrt(2))*abs(randn(1,N)+i*randn(1,N));

			rv3=(1/sqrt(2))*abs(randn(1,N)+i*randn(1,N));

			for j=1:N

			y(j) = max([rv1(j), rv2(j), rv3(j)]);

			end

			[n xout]=hist (y, bins);

			bar(xout, (n/N)*(bins/max(xout) ) ) 

			axis ([0 4 0 1] )

			hold on

			x=0 : 0.1 : 5 ;

			omega = 1;

			L=3;

			% pdf given by (1.31)

			p = L.*(1-exp(-x.^2/omega)).^(L-1).*(2.*x./omega).*exp(-.^2./omega);

			plot (x, p, ‘ro’ )

			legend(‘simulation’, ‘theory’)

			title(‘y = max(x1, x2, x3)’)

			ylabel(‘PDF of y’)

			xlabel(‘values of y’)

			Λαμβάνουμε τα αποτελέσματα:

			[image: ]

			Σχήμα 1.13: PDF της μέγιστης τιμής 3 τυχαίων μεταβλητών με κατανομή Rayleigh.

			1.7 Γκαουσιανή Q - συνάρτηση

			Η επίδοση ψηφιακών τηλεπικοινωνιακών συστημάτων στο φυσικό επίπεδο (physical layer) συνήθως επικεντρώνεται στην πιθανότητα σφάλματος συμβόλου ή πιθανότητα σφάλματος bit. Για κανάλι AWGN με μηδενική μέση τιμή θορύβου και διακύμανση σn2 = N0BW, όπου N0 είναι η PSD του θορύβου και ΒW το εύρος φάσματος (bandwidth) του σήματος εκπομπής, το λαμβανόμενο SNR καθορίζεται, όπως είδαμε στην Εξίσωση 1.13, από τη σχέση:

			[image: C:\Users\Yannis\Downloads\Κάλλιπος Ευθύμογλου_tosync\Equations\1.37.png]

			Εξίσωση 1.32

			Όπως θα δούμε σε επόμενα κεφάλαια, η πιθανότητα σφάλματος συμβόλου (Symbol Error Probability/SEP),  Ps, σε κανάλι AWGN δίνεται σε γενική μορφή από τη σχέση (Simon & Alouini, 2000):

			[image: C:\Users\Chrysa\Desktop\Equations\1.38.wmf]

			Εξίσωση 1.33

			όπου τα και εξαρτώνται από τον τύπο της ψηφιακής διαμόρφωσης που χρησιμοποιείται. Επομένως, χρειάζεται να υπολογίσουμε την Γκαουσιανή συνάρτηση Q(x), η οποία ορίζεται ως εξής:

			[image: C:\Users\Yannis\Downloads\Κάλλιπος Ευθύμογλου_tosync\Equations\1.39.png]

			Εξίσωση 1.349

			Η τιμή της συνάρτησης Q(x) αντιστοιχεί στο εμβαδόν της Γκαουσιανής καμπύλης από x → ∞, όπως φαίνεται στο διάγραμμα του Σχήματος 1.14.

			[image: \\server-pc\Storage_Volume\_ΥΛΙΚΟ ΔΟΥΛΕΙΑΣ\Κάλλιπος Ευθύμογλου\Images - Resized\1.14.png]

			Σχήμα 1.14: Γεωμετρική αναπαράσταση της Q(x).

			Μια εναλλακτική έκφραση της Q-συνάρτησης, η οποία χρησιμοποιείται για τον υπολογισμό της επίδοσης ψηφιακών διαμορφώσεων σε ασύρματα κανάλια, είναι (Simon & Alouini, 2000):

			[image: C:\Users\Chrysa\Desktop\Equations\1.40.wmf]

			Εξίσωση 1.35

			Στο Matlab 7 και μετά υπάρχει έτοιμη η συνάρτηση qfunc(x) η οποία υπολογίζει την τιμή της Q(x). Πριν από την έκδοση 7, υπήρχε μια άλλη μορφή της Q-συνάρτησης, η συμπληρωματική συνάρτηση λάθους (complementary error function), η οποία ορίζεται ως εξής:

			[image: C:\Users\Chrysa\Desktop\Equations\1.41.wmf]

			Εξίσωση 1.36

			Η σχέση που συνδέει τις δύο συναρτήσεις είναι:

			[image: C:\Users\Chrysa\Desktop\Equations\1.42.wmf]

			Εξίσωση 1.37

			και:

			[image: C:\Users\Chrysa\Desktop\Equations\1.43.wmf]

			Εξίσωση 1.38

			Πριν από την έκδοση 7, στο Matlab έπρεπε να δημιουργήσουμε μία συνάρτηση η οποία να υπολογίζει την Q(x) από την erfc(x), ως εξής: (αρχείο Qfunction.m).

			function y=Qfunction(x)

			y = (erfc(x/sqrt(2))/2;

			Κριτήριο αξιολόγησης

			Κριτήριο

			Δημιουργήστε τρεις τυχαίες μεταβλητές με εκθετική κατανομή και βρείτε την κατανομή της τυχαίας μεταβλητής που δίνεται κάθε φορά από τη μέγιστη τιμή τους. Το πρόβλημα αυτό έχει εφαρμογή σε συστήματα πολλαπλών κεραιών λήψης σε διαύλους με διάλειψη Rayleigh, όπου κάθε φορά γίνεται επιλογή του σήματος λήψης με το μεγαλύτερο SNR.

			Απάντηση

			Ορίζουμε τη τυχαία μεταβλητή

			[image: C:\Users\Chrysa\Desktop\Equations\1.44.wmf]

			ως την επιλογή του καλύτερου SNR μεταξύ L διαφορετικών SNR, το καθένα από τα οποία έχει PDF

			[image: C:\Users\Chrysa\Desktop\Equations\1.45.wmf]

			και CDF:

			[image: C:\Users\Chrysa\Desktop\Equations\1.46.wmf]

			Από τη Σχέση 1.28, η PDF της μέγιστης τυχαίας μεταβλητής δίνεται από τη μαθηματική σχέση:

			[image: C:\Users\Chrysa\Desktop\Equations\1.47.wmf]

			Εξίσωση 1.397

			Ο κώδικας Matlab που επιβεβαιώνει την PDF της γmax είναι παρόμοιος με αυτόν του Παραδείγματος 1.6, με τη διαφορά ότι λόγω της επιλογής του καλύτερου (μεγαλύτερου) SNR, υπολογίζουμε το τετράγωνο της κάθε τυχαίας μεταβλητής Rayleigh.

			clear;

			N=10^5;

			bins=100;

			% we want normalized power Ω = 1, but randn gives variance 1 in

			% real and imaginary parts (total 2), so we divide rv with sqrt(2)

			L=3;

			rv1=(1/sqrt(2))*abs(randn(1,N)+i*randn(1,N));

			rv2=(1/sqrt(2))*abs(randn(1,N)+i*randn(1,N));

			rv3=(1/sqrt(2))*abs(randn(1,N)+i*randn(1,N));

			gama_s1 = rv1.^2;

			gama_s2 = rv2.^2;

			gama_s3 = rv3.^2;

			for j=1:N

			y(j) = max([gama_s1(j), gama_s2(j), gama_s3(j)]);

			end

			[n xout]=hist (y, bins);

			bar(xout, (n/N)*(bins/(max(xout))))  % ! 

			axis ([0 6 0 0.5] )

			hold on

			x=0 : 0.1 : 6 ;

			omega = 1;

			L=3;

			% pdf given by (1.39)

			p = L.*(1-exp(-x./omega)).^(L-1).*(1/omega).*exp(-x./omega);

			plot (x, p, ‘ro’ )

			legend(‘simulation’, ‘theory’)

			title(‘y = max(x1, x2, x3)’)

			ylabel(‘PDF of y’)

			xlabel(‘values of y’)

			Λαμβάνουμε τα αποτελέσματα:

			[image: ]

			Σχήμα 1.15: PDF της μέγιστης τιμής 3 τυχαίων μεταβλητών με εκθετική κατανομή.
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			Κεφάλαιο 2

			Κωδικοποίηση γραμμής

			Σύνοψη

			Στο κεφάλαιο αυτό παρουσιάζονται οι διάφοροι τρόποι κωδικοποίησης γραμμής για μετάδοση στη βασική ζώνη των ψηφιακών δεδομένων. Η κωδικοποίηση γραμμής εξετάζεται ως προς τον καθορισμό των πλατών μετάδοσης και του παλμού μετάδοσης για τα σύμβολα εκπομπής με παλμοκωδική διαμόρφωση (Pulse Coded Modulation/PCM). Επίσης, προσδιορίζεται το φασματικό περιεχόμενο του σήματος εκπομπής και παρουσιάζουμε κάποιαΦ παραδείγματα στο Matlab όπου φαίνεται η επίδραση των διαφορετικών επιλογών για κωδικοποίηση γραμμής στο εκπεμπόμενο φάσμα. Τέλος, παρουσιάζουμε παλμούς μετάδοσης που δημιουργούνται με φίλτρα Nyquist τα οποία δίνουν μηδενική παρεμβολή στα γειτονικά σύμβολα.

			Προαπαιτούμενη γνώση

			Ο αναγνώστης απαιτείται να έχει γνώσεις μετασχηματισμού Fourier και θεωρίας φίλτρων.

			2.1 Δημιουργία ψηφιακού σήματος

			Μια πηγή πληροφορίας μπορεί να δίνει σήματα συνεχή ή διακριτά. Στην πρώτη κατηγορία ανήκουν τα σήματα ήχου και εικόνας, ενώ στη δεύτερη κατηγορία τα σύμβολα από ένα πληκτρολόγιο. Και στις δύο περιπτώσεις, η ψηφιακή μετάδοση του συνεχούς ή του διακριτού σήματος προϋποθέτει τη μετατροπή του σε ψηφιακά δεδομένα (bits). Για πηγές πληροφορίας που παράγουν διακριτά σήματα, αυτό επιτυγχάνεται με κάποια κωδικοποίηση, όπως είναι ο κώδικας ASCII, ο οποίος αντιστοιχεί κάθε σύμβολο του πληκτρολογίου σε οκτώ bits. Για συνεχή σήματα, η παραγωγή των bits επιτυγχάνεται με τη διαδοχική χρήση ενός δειγματολήπτη (sampler) και ενός κβαντιστή (quantizer), όπως φαίνεται στο Σχήμα 2.1. Ο δειγματολήπτης μετατρέπει το σήμα συνεχούς χρόνου xa[t] σε σήμα διακριτού χρόνου x[n], παίρνοντας δείγματα του xa[t] σε ακέραια πολλαπλάσια του χρόνου δειγματοληψίας Ts. Ο κβαντιστής αντιστοιχεί τις τιμές x[n] σε καθορισμένα πλάτη (στάθμες κβαντιστή), xq[n], και στη συνέχεια κωδικοποιεί κάθε στάθμη με κάποιον αριθμό bits. Η σχέση του αριθμού των πλατών του κβαντιστή, Q, και του αριθμού των bits, L, είναι: Q= 2L.

			[image: \\server-pc\Storage_Volume\_ΥΛΙΚΟ ΔΟΥΛΕΙΑΣ\Κάλλιπος Ευθύμογλου\Images - Resized\2.1.png]

			Σχήμα 2.1: Μπλοκ διάγραμμα δημιουργίας ψηφιακών δεδομένων από αναλογικό σήμα.

			Η έξοδος του κβαντιστή xq[n] είναι μία από τις Q δυνατές τιμές του σήματος. Κωδικοποίηση γραμμής (line coding) είναι η διαδικασία απεικόνισης καθεμιάς από τις Q εξόδους του κβαντιστή σε μια κωδική λέξη των L bits. Η παλμοκωδική διαμόρφωση (Pulse Coded Modulation/PCM) αναφέρεται στο ψηφιακό σήμα βασικής ζώνης (digital baseband signal), το οποίο δημιουργείται απευθείας στην έξοδο ενός αναλογικού σε ψηφιακό μετατροπέα (Α/D converter) (Κωττής, 2005).

			Ένα παράδειγμα με 3 bit κβάντιση εμφανίζεται στον Πίνακα 2.1:

			Για το παράδειγμα της κβάντισης με Q= 8 στάθμες, παρατηρούμε τα εξής:

			
					Στην κωδικοποίηση με κώδικα Gray, γειτονικές στάθμες διαφέρουν μόνο σε μία θέση bit.

					Κάθε λέξη PCM μπορεί να έχει ένα ψηφίο ισοτιμίας (parity bit), για ανίχνευση ενός λάθους.	Το ψηφίο ισοτιμίας διαλέγεται τέτοιο ώστε ο αριθμός των bit 1 στην κωδική λέξη να είναι ζυγός ή μονός αριθμός.
	Αν ο αριθμός των bit 1 που λαμβάνονται δεν είναι ζυγός (μονός), τότε υπάρχει σφάλμα.



			

			[image: ]

			Πίνακας 2.1: Παράδειγμα με 3 bit κβάντιση.

			Επομένως, η μετατροπή του συνεχούς σήματος σε ψηφιακά δεδομένα αποτελείται από την εξής διαδοχική επεξεργασία: δειγματοληψία → κβάντιση → αντιστοίχιση πλάτους κβαντιστή σε δυαδικά ψηφία (bits).

			2.2 Kωδικοποίηση γραμμής

			Η έξοδος ενός μετατροπέα A/D είναι μια σειρά από δυαδικά ψηφία, τα οποία είναι μια γενική έννοια, χωρίς φυσικό ορισμό. Για το λόγο αυτό, πρέπει να χρησιμοποιήσουμε παλμούς (pulses), προκειμένου να αναπαραστήσουμε το bit πληροφορίας, όπως για παράδειγμα φαίνεται στο Σχήμα 2.2.
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			Σχήμα 2.2: Αντιστοίχιση ψηφιακών δεδομένων σε παλμούς εκπομπής.

			Για εκπομπή σε ένα φυσικό κανάλι, τα bits πρέπει να μετασχηματιστούν σε μια φυσική κυματομορφή (physical waveform). Ένας κωδικοποιητής γραμμής (line coder) ή διαμορφωτής βασικής ζώνης (baseband modulator) μετασχηματίζει μια σειρά από bits σε μία σειρά από παλμούς με κατάλληλα χαρακτηριστικά, για μεταφορά των δεδομένων μέσα στο κανάλι. Τα συστήματα βασικής ζώνης καθορίζονται με βάση δύο επιλογές:

			
					Τον τρόπο αντιστοίχισης των ψηφιακών δεδομένων σε κάποιο χαρακτηριστικό της κυματομορφής εκπομπής, και

					την επιλογή του σχήματος των κυματομορφών εκπομπής.

			

			Ως προς την πρώτη επιλογή, η πλεον διαδεδομένη διαμόρφωση βασικής ζώνης είναι η διαμόρφωση πλάτους παλμού (Pulse Amplitude Modulation/PAM) στην οποία η πληροφορία βρίσκεται στο πλάτος του παλμού. Οι κατηγορίες κωδικοποιητών γραμμής ως προς τα πλάτη εκπομπής είναι οι εξής (Sklar, 2011):

			
					Πολική (Polar): Στέλνει θετικό παλμό ή αρνητικό παλμό.

					Μονοπολική (Unipolar): Στέλνει παλμό ή 0.

					Διπολική (Bipolar): Στέλνει τρεις στάθμες πλάτους, μηδενική για το 0 και εναλλακτικά μία θετική και μία αρνητική για το 1.

					Πολυεπίπεδη δυαδική (Multilevel binary): κωδικοποιεί δυαδικά δεδομένα χρησιμοποιώντας τρία πλάτη εκπομπής αντί για δύο.

			

			Ως προς τη δεύτερη επιλογή, οι κατηγορίες κωδικοποιητών γραμμής ως προς το σχήμα του παλμού (pulse shape) είναι οι εξής (Sklar, 2011):

			
					Χωρίς επιστροφή στο μηδέν (NonReturn-to-Zero/NRZ): Ο παλμός διαρκεί ολόκληρη την περίοδο του bit.

					Με επιστροφή στο μηδέν (Return-to-Zero/RZ): Ο παλμός διαρκεί τη μισή περίοδο του bit.

					Διαχωρισμένης Φάσης (Split-Phase), όπως για παράδειγμα η δίδυμη δυαδική η οποία στέλνει ένα δι-φασικό (2-φ) παλμό: για bit 1 μετάβαση high → low και για bit 0 μετάβαση low → high.

			

			Ο συνδυασμός του πλάτους μετάδοσης και παλμού σηματοδοσίας δίνει τις εξής περιπτώσεις κωδικοποιητών γραμμής:

			
					Δυαδικό Πολικό NRZ/RZ: Οι δυαδικοί κωδικοποιητές γραμμής χρησιμοποιούν την εξής αντίθετη (antipodal) απεικόνιση:[image: ]
Εξίσωση 2.1
	Πολικό NRZ: χρησιμοποιεί παλμοσειρά NRZ, όπως φαίνεται στο Σχήμα 2.3.
	Πολικό RZ: χρησιμοποιεί παλμοσειρά RZ, όπως φαίνεται στο Σχήμα 2.3.
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			Σχήμα 2.3: Κωδικοποίηση γραμμής με δυαδικό NRZ και RZ.

			
					Μονοπολικό NRZ: Ορίζεται με την εξής μονοπολική απεικόνιση:[image: ]
Εξίσωση 2.2
Δηλαδή θεωρούμε ότι ο παλμός είναι ON για 1 και OFF για 0, όπως φαίνεται στο Σχήμα 2.4. Χρησιμοποιείται κυρίως σε συστήματα με ασύμφωνη (noncoherent) επικοινωνία, όπου ο δέκτης δεν μπορεί να διακρίνει το πρόσημο του παλμού. Αυτή η απεικόνιση χρησιμοποιείται συχνά στις οπτικές επικοινωνίες.
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Σχήμα 2.4: Κωδικοποίηση γραμμής με μονοπολικό NRZ.


					Μονοπολικό RZ: H σηματοδοσία RZ παρουσιάζει ένα ανερχόμενο (rising) και ένα κατερχόμενο (falling) τμήμα (edge) του παλμού, το οποίο χρησιμοποιείται για την ανάκτηση χρονισμού (timing) και συγχρονισμού (synchronization) στο δέκτη.

					Διπολικό RZ/NRZ: Το bit 0 αντιστοιχεί σε στάθμη 0 και το bit 1 απεικονίζεται εναλλακτικά με πλάτη +A και -Α:[image: ]
Εξίσωση 2.3
Η συγκεκριμένη επιλογή κωδικοποιητή γραμμής είναι επίσης γνωστή ως εναλλαγή πλάτους με αντιστροφή (alternate mark inversion/AMI). Μπορεί να χρησιμοποιηθεί  σχήμα παλμού RZ ή NRZ. Στο Σχήμα 2.5 δίνεται ένα παράδειγμα κωδικοποίησης γραμμής με διπολικό RZ, όπου παρουσιάζεται εναλλαγή μεταξύ θετικού και αρνητικού παλμού, για αποστολή bit 1. Αυτό έχει ως αποτέλεσμα να μηδενίζεται η συνιστώσα DC. Για αυτό το λόγο η συγκεκριμένη κωδικοποίηση γραμμής προτιμάται σε κανάλια επικοινωνίες που έχουν μεγάλη απόσβεση σε χαμηλές συχνότητες.
[image: \\server-pc\Storage_Volume\_ΥΛΙΚΟ ΔΟΥΛΕΙΑΣ\Κάλλιπος Ευθύμογλου\Images - Resized\2.5.png]
Σχήμα 2.5: Κωδικοποίηση γραμμής με διπολικό RZ.


					Κωδικοποίηση Manchester: Χρησιμοποιεί αντίθετη απεικόνιση (antipodal mapping) ως προς τα δύο πλάτη εκπομπής και σχήμα παλμού με δύο φάσεις. Έστω Π(t) ένας τετραγωνικός παλμός με διάρκεια Τb. Ο τετραγωνικός παλμός με δύο φάσεις δίνεται στο Σχήμα 2.6 και εκφράζεται μαθηματικά από τη σχέση:

			

			[image: C:\Users\Chrysa\Desktop\Equations\2.4.wmf]

			Εξίσωση 2.4
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			Σχήμα 2.6: Τετραγωνικός παλμός με δύο φάσεις.

			[image: \\server-pc\Storage_Volume\_ΥΛΙΚΟ ΔΟΥΛΕΙΑΣ\Κάλλιπος Ευθύμογλου\Images - Resized\2.7.png]

			Σχήμα 2.7: Κωδικοποιητής γραμμής Manchester.

			Ένα παράδειγμα εκπομπής με κωδικοποίηση Manchester δίνεται στο Σχήμα 2.7.

			2.3 Φάσμα εκπομπής με κωδικοποίηση γραμμής

			Με βάση την παραπάνω θεωρία, η απεικόνιση των bits (που δημιουργεί μια πηγή πληροφορίας) σε παλμούς προς μετάδοση αποτελείται από τα εξής δύο στάδια:

			
					Απεικόνιση του bit bn → αn πλάτος σήματος σύμφωνα με κάποια μέθοδο κωδικοποίησης πλάτους,

					απεικόνιση κάθε πλάτους με συγκεκριμένη κυματομορφή παλμού p(t) για χρονική διάρκεια ενός συμβόλου, Ts.

			

			Το σήμα εξόδου από ένα κωδικοποιητή γραμμής, όπως φαίνεται στο Σχήμα 2.9, εκφράζεται μαθηματικά από την εξίσωση (Ingle & Proakis, 1997):
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			Εξίσωση 2.5

			όπου

			Ts : διάρκεια συμβόλου (Ts= Tb για δυαδικά, Ts= kTb για μιαδικά συστήματα).

			p(t) : η συνάρτηση του παλμού, και

			an : μεταβλητές που αντιπροσωπεύουν τα πλάτη εκπομπής.
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			Σχήμα 2.8: Σήμα εισόδου και εξόδου ενός κωδικοποιητή γραμμής.

			Η ακολουθία των bits {bn} μετατρέπεται σε μία ακολουθία πλατών {αn}, η οποία διαμορφώνει κατά πλάτος την παλμοσειρά p(t-nTs). Στην παρούσα ενότητα, θα εξετάσουμε την επίδραση που έχουν οι διαφορετικοί τρόποι κωδικοποίησης γραμμής στo φάσμα του μεταδιδόμενου σήματος. Γενικά, το φάσμα του σήματος που μεταδίδουμε σε ένα σύστημα διακριτού PAM εξαρτάται από:

			
					την κυματομορφή παλμών σηματοδοσίας p(t),

					τις στατιστικές ιδιότητες των ακολουθιών ψηφίων που μεταδίδουμε, δηλαδή τον τρόπο απεικόνισης μεταξύ {bn} και {αn}.

			

			Η φασματική πυκνότητα ισχύος ενός κωδικοποιητή γραμμής δίνεται από τη σχέση (Shanmugam, 1979):
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			Εξίσωση 2.6

			όπου Ptr(f) είναι ο μετασχηματισμός Fourier του p(t), R(k) = E[αnαn+k] είναι η συνάρτηση αυτοσυσχέτισης της τυχαίας διαδικασίας που δίνει τα πλάτη an, ενώ ο τελεστής Ε[∙] σημαίνει στατιστική μέση τιμή. Η συνάρτηση αυτοσυσχέτισης R(k) υπολογίζεται από τη σχέση (Ingle & Proakis, 1997):
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			Εξίσωση 2.7

			όπου  pi είναι η πιθανότητα να έχουμε (αn αn+k)i και Μ είναι όλες οι δυνατές τιμές (αn αn+k). O δεύτερος όρος στην Εξίσωση 2.6 εκφράζει την επίδραση των στατιστικών χαρακτηριστικών της ακολουθίας {αn} στο φάσμα εκπομπής, η οποία προκύπτει με βάση την απεικόνιση bn → αn που επιλέγουμε.

			Αν θεωρήσουμε, για απλότητα, τετραγωνικό παλμό για τη συνάρτηση p(t), τότε ο πρώτος όρος του PSD Gx(f) στην Εξίσωση 2.6 είναι:
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			Εξίσωση 2.8

			Ο δεύτερος όρος στην Εξίσωση 2.6 εξαρτάται από το είδος κωδικοποίησης που επιλέγουμε. Στη συνέχεια θα εξετάσουμε την PSD για τις περιπτώσεις της πολικής, μονοπολικής και διπολικής κωδικοποίησης με σχήμα παλμού NRZ.

			Παράδειγμα 2.1

			Υπολογίστε τη PSD του σήματος εκπομπής x(t) για κωδικοποιητή γραμμής πολικό NRZ, όπως φαίνεται στο Σχήμα 2.10.
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			Σχήμα 2.9: Παράδειγμα κωδικοποιητή γραμμής NRZ-L.

			Απάντηση

			Οι διαφορετικοί συνδυασμοί εκπομπής bits και των αντίστοιχων πλατών για δυαδικό NRZ δίνονται στον Πίνακα 2.2, όπου k είναι η απόσταση σε αριθμό bits:
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			Πίνακας 2.2: Διαφορετικοί συνδυασμοί εκπομπής bits και των αντίστοιχων πλατών για πολικό NRZ.

			Με βάση τον Πίνακα 2.2, η συνάρτηση αυτοσυσχέτισης για k = 0 υπολογίζεται ως εξής:
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			Για k ≠ 0, έχουμε:
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			Επομένως, έχουμε
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			Εξίσωση 2.9

			Οπότε, η Εξίσωση 2.6 μας δίνει (για τετραγωνικούς παλμούς):
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			Εξίσωση 2.10

			Η γραφική παράσταση της PSD στο Matlab υπολογίζεται ως εξής (θεωρώντας τη σταθερά Α2Τb = 1):

			x = 0:0.01:2;

			g = (sinc(x)).^2;

			plot(x,g)

			axis([0 2 0 1])

			xlabel(‘f*T_b’)

			ylabel(‘G_x(f)’)

			Λαμβάνουμε τα αποτελέσματα:
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			Σχήμα 2.10: Φασματική πυκνότητα ισχύος για κωδικοποιητή γραμμής πολικό NRZ.

			Στο τελευταίο κώδικα, ο τελεστής τελεία (.) σημαίνει ότι η έκφραση 2.10 θα υπολογιστεί για κάθε στοιχείο του πίνακα x και το αποτέλεσμα θα αποθηκευτεί στο αντίστοιχο στοιχείο του πίνακα g. Επίσης στον οριζόντιο άξονα θέτουμε τις τιμές του x = f * Tb. Παρατηρούμε ότι το πρώτο μηδενικό (null) της φασματικής πυκνότητας ισχύος εμφανίζεται στην τιμή  f * Tb =1 το οποίο αντιστοιχεί στη συχνότητα f = 1/Tb. Επομένως, όσο μικρότερη είναι η διάρκεια συμβόλου Tb, τόσο μεγαλύτερη θα είναι η συχνότητα f στην οποία θα εμφανίζεται το πρώτο μηδενικό της PSD του σήματος εκπομπής, δηλαδή τόσο μεγαλύτερο φάσμα εκπομπής θα έχουμε.

			Παράδειγμα 2.2

			Υπολογίστε τη PSD του σήματος εκπομπής x(t) για κωδικοποιητή γραμμής μονοπολικό NRZ, όπως φαίνεται στο Σχήμα 2.11.
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			Σχήμα 2.11: Παράδειγμα κωδικοποιητή γραμμής μονοπολικό NRZ.

			Απάντηση

			Οι διαφορετικοί συνδυασμοί εκπομπής bits και των αντίστοιχων πλατών για μονοπολικό NRZ δίνονται στον Πίνακα 2.2, όπου k είναι η απόσταση σε αριθμό bits:
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			Πίνακας 2.3: Διαφορετικοί συνδυασμοί εκπομπής bits και των αντίστοιχων πλατών για πολικό NRZ.

			Με βάση τον Πίνακα 2.3, η συνάρτηση αυτοσυσχέτισης για k = 0 υπολογίζεται ως εξής:
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			Για k ≠ 0, έχουμε:
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			Επομένως, έχουμε
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			Εξίσωση 2.11

			Εφαρμόζοντας την Εξίσωση 2.6 μας δίνει (για τετραγωνικούς παλμούς):
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			Εξίσωση 2.12

			Χρησιμοποιώντας το αποτέλεσμα των σειρών Fourier:
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			η Εξίσωση 2.12 γίνεται:
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			Εξίσωση 2.13

			Όμως ισχύει ότι
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			οπότε η τελική εξίσωση που δίνει τη PSD για μονοπολικό NRZ είναι:
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			Εξίσωση 2.14

			Η γραφική της παράσταση στο Matlab υπολογίζεται ως εξής (θεωρώντας τη σταθερά Α2Τb = 1):

			x = 0:0.01:2;

			g = (1/4).*(sinc(x)).^2.*(1+(x==0));

			plot(x,g)

			axis([-0.01 2 0 0.5])

			xlabel(‘f*T_b’)

			ylabel(‘G_x(f)’)

			Λαμβάνουμε τα αποτελέσματα:
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			Σχήμα 2.12: Φασματική πυκνότητα ισχύος για κωδικοποιητή γραμμής μονοπολικό NRZ.

			Από τη γραφική παράσταση της Gx(f) στο Σχήμα 2.13 παρατηρούμε ότι η διπολική κωδικοποίηση μπορεί να χρησιμοποιηθεί για σηματοδοσία σε βασική ζώνη χωρίς συνιστώσες DC ή κοντά στο DC. Το γεγονός αυτό την καθιστά ιδανική για κανάλια με φτωχή απόκριση σε χαμηλές συχνότητες. Παρατηρούμε επίσης ότι η μέση ισχύς είναι μειωμένη σε σχέση με τη δυαδική NRZ, αφού οι μισοί παλμοί έχουν μηδενικό πλάτος. Όμως οι παλμοί που λείπουν κάνουν δύσκολη την ανάκτηση του ρολογιού.

			Παράδειγμα 2.4

			Υπολογίστε τη PSD του σήματος εκπομπής x(t) για κωδικοποιητή γραμμής διπολικό NRZ, όπως φαίνεται στο Σχήμα 2.13.
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			Σχήμα 2.13: Παράδειγμα κωδικοποιητή γραμμής διπολικό NRZ.

			Απάντηση

			Οι διαφορετικοί συνδυασμοί εκπομπής bits και των αντίστοιχων πλατών για διπολικό NRZ δίνονται στον Πίνακα 2.4, μαζί με τη συνδυασμένη πιθανότητα για ύπαρξη του [αn αn+1 αn+2]:
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			Πίνακας 2.4: Δεχόμαστε ότι το τελευταίο 1 κωδικοποιήθηκε ως προς πλάτος -Α.

			Με βάση τον Πίνακα 2.4, η συνάρτηση αυτοσυσχέτισης για k=0 υπολογίζεται ως εξής:
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			Με βάση τον Πίνακα 2.4, μπορούμε να βρούμε τη συνδυασμένη πιθανότητα των [αn αn+1], όπως δίνεται στον Πίνακα 2.5.
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			Πίνακας 2.5: Δεχόμαστε ότι το τελευταίο 1 κωδικοποιήθηκε ως προς πλάτος -Α.

			Με βάση τον Πίνακα 2.5, η συνάρτηση αυτοσυσχέτισης για k=1 υπολογίζεται ως εξής:
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			Με βάση τον Πίνακα 2.4, μπορούμε να βρούμε τη συνδυασμένη πιθανότητα των [αn αn+2], όπως δίνεται στον Πίνακα 2.6.
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			Πίνακας 2.6: Δεχόμαστε ότι το τελευταίο 1 κωδικοποιήθηκε με πλάτος -Α.

			Με βάση τον Πίνακα 2.6, η συνάρτηση αυτοσυσχέτισης για k = 2 υπολογίζεται ως εξής:
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			Με την ίδια μεθοδολογία, εύκολα αποδεικνύεται ότι R(k) = E{αn αn+k} = 0, για k > 2... Επομένως, έχουμε

			[image: ]

			Εξίσωση 2.15

			Επομένως, η Εξίσωση 2.16 μας δίνει τη PSD για διπολικό NRZ (για τετραγωνικούς παλμούς):
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			Εξίσωση 2.16

			Η γραφική της παράσταση στο Matlab υπολογίζεται ως εξής (θεωρώντας ότι Α2Τb = 1):

			x = 0:0.01:2;

			g = 0.5.*((sinc(x)).^2).*(1 - cos(2*pi.*x));

			plot(x,g)

			axis([-0.01 2 0 0.5])

			xlabel(‘f*T_b’)

			ylabel(‘G_x(f)’)

			Λαμβάνουμε τα αποτελέσματα:
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			Σχήμα 2.14: Φασματική πυκνότητα ισχύος για κωδικοποιητή γραμμής διπολικό NRZ.

			Από τη γραφική παράσταση της Gx(f) στο Σχήμα 2.14 παρατηρούμε ότι η διπολική κωδικοποίηση μπορεί να χρησιμοποιηθεί για σηματοδοσία σε βασική ζώνη χωρίς συνιστώσες DC ή κοντά στο DC. Το γεγονός αυτό την καθιστά ιδανική για κανάλια με φτωχή απόκριση σε χαμηλές συχνότητες. Παρατηρούμε επίσης ότι η μέση ισχύς είναι μειωμένη σε σχέση με τη δυαδική NRZ, αφού οι μισοί παλμοί έχουν μηδενικό πλάτος. Όμως οι παλμοί που λείπουν κάνουν δύσκολο το συγχρονισμό στο δέκτη. 

			2.4 Τηλεπικοινωνιακά ψηφιακά φίλτρα

			Στις προηγούμενες ενότητες χρησιμοποιήσαμε τετραγωνικό παλμό εκπομπής. Το σχήμα του παλμού που επιλέγεται στη μορφοποίηση των δεδομένων εκπομπής έχει επίδραση στο εκπεμπόμενο φάσμα του σήματος σύμφωνα με την Εξίσωση 2.6. Γενικά, τα ψηφιακά δεδομένα (σύμβολα) εκπομπής αn εκπέμπονται με χρονική διάρκεια Τs ανά σύμβολο. Στα πραγματικά συστήματα τηλεπικοινωνιών δεν χρησιμοποιούνται τετραγωνικοί παλμοί σηματοδοσίας, διότι το φασματικό τους περιεχόμενο επεκτείνεται πολύ περισσότερο από τη θεμελιώδη συχνότητα 1/Τs, με πλευρικούς λοβούς (sidelobes) που μειώνονται με το ρυθμό της συνάρτησης sinc, όπως φαίνεται στο Σχήμα 2.15.
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			Σχήμα 2.15: Φάσμα σήματος εκπομπής με μορφοποίηση με τετραγωνικό παλμό.

			Για το λόγο αυτό απαιτείται φιλτράρισμα των συμβόλων εκπομπής, ώστε το εκπεμπόμενο φάσμα να είναι φασματικά περιορισμένο (band-limited), όπως φαίνεται στο Σχήμα 2.16. Αυτό όμως οδηγεί στο φαινόμενο της διασυμβολικής παρεμβολής (InterSymbol Interference/ISI), διότι ο τελικός παλμός κάθε συμβόλου δεν περιορίζεται πλέον χρονικά σε Τs sec (αφού το φάσμα του δεν θα δίνεται πλέον από τη συνάρτηση sinc), αλλά έχει μη μηδενικές τιμές για μεγαλύτερη χρονική διάρκεια, με αποτέλεσμα να προκαλεί παρεμβολή στα γειτονικά σύμβολα. Ιδιαίτερα αρνητική επίδραση κατά την ανίχνευση έχει η συνεισφορά των γειτονικών συμβόλων τη χρονική στιγμή της δειγματοληψίας ενός συμβόλου. Επομένως, το φαινόμενο ISI παρατηρείται στις χρονικές στιγμές δειγματοληψίας (sampling instants), επειδή ο παλμός απλώνεται εκτός του καθορισμένου χρονοδιαστήματος του σύμβόλου εκπομπής, με αποτέλεσμα να παρεμβάλλεται με τους γειτονικούς παλμούς τη χρονική στιγμή της δειγματοληψίας/ανίχνευσης του συμβόλου.
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			Σχήμα 2.16: Φάσμα σήματος εκπομπής με κατωδιαβατό φίλτρο στη μορφοποίηση παλμού.

			2.4.1 Φίλτρο Nyquist για αποφυγή ISI

			Συνήθως, για να «δούμε» την ποσότητα της ISI στην ανίχνευση τοποθετούμε μία σειρά συμβόλων (symbol stream) ανά 3 διαδοχικά σύμβολα και κάθε φορά τοποθετούμε από επάνω τα επόμενα 3 σύμβολα. Σε αυτό το διάγραμμα δίνονται όλες οι μεταβάσεις (transitions) μεταξύ των διαφορετικών πλατών των συμβόλων και το κομμάτι στο μέσον μοιάζει με μάτι, από όπου προέρχεται και ο όρος «eye diagram» (Σχήμα 2.17). Είναι φανερό ότι, χωρίς κανένα φίλτρο (τετραγωνικός παλμός), έχουμε ιδανικές μεταβάσεις από ένα πλάτος συμβόλου σε κάποιο άλλο πλάτος συμβόλου.
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			Σχήμα 2.17: Eye diagram για Μ = 4 πλάτη συμβόλων και διάφορα φίλτρα εκπομπής.

			Ο Nyquist υποστήριξε το 1940 ότι, με προσεκτική επεξεργασία των χαρακτηριστικών του φιλτραρίσματος στον πομπό (Tx) και στο δέκτη (Rx), μπορούμε να ελέγξουμε το φαινόμενο ISI. Η απόκριση συχνότητας του φίλτρου (filter frequency response) που πρότεινε ο Nyquist δίνεται στο Σχήμα 2.18.
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			Σχήμα 2.18: Απόκριση συχνότητας φίλτρου Nyquist σε βασική ζώνη.

			Παρατηρούμε ότι η απόκριση συχνότητας του φίλτρου Nyquist έχει περιοχή μετάβασης (transition region) που είναι συμμετρική γύρω από συχνότητα ίση με 0.5×1/Ts. Το εύρος της περιοχής μετάβασης καθορίζεται από μία παράμετρο η οποία είναι γνωστή ως συντελεστής roll-off. Τα φίλτρα αυτά είναι γνωστά ως φίλτρα υψωμένου συνημιτόνου (Raised Cosine/RC) και ορίζονται χρησιμοποιώντας την απόκριση συχνότητας (Proakis & Salehi, 2002):

			[image: C:\Users\Chrysa\Desktop\Equations\2.15.wmf]

			Εξίσωση 2.17

			Στην Εξίσωση 2.17, η παράμετρος α είναι ο συντελεστής roll-off του φίλτρου RC, ενώ Ts είναι η χρονική διάρκεια ενός συμβόλου. Ο συντελεστής roll-off είναι μία πολύ σημαντική παράμετρος, η οποία καθορίζει το εύρος φάσματος (bandwidth) του παλμού στο πεδίο συχνοτήτων (Σχήμα 2.19) αλλά και τα πλάτη των πλευρικών λοβών (time-sidelobe levels) σε γειτονικά σύμβολα στο χρονικό πεδίο (Σχήμα 2.20).

			Ένα φίλτρο το οποίο καθορίζεται χρησιμοποιώντας την παραπάνω απόκριση συχνότητας παράγει μηδενική-ISI τις χρονικές στιγμές της δειγματοληψίας συμβόλων (ακέραια πολλαπλάσια του Ts). Επομένως, τα φίλτρα RC μειώνουν τους πλαϊνούς φασματικούς λοβούς (spectral side lobes) του εκπεμπομένου σήματος, ενώ εισάγουν ελεγχόμενη ISI. Η παρεμβολή ελέγχεται, υπό την έννοια ότι υπάρχει μόνο σε χρονικές στιγμές διαφορετικές από τις στιγμές ανίχνευσης των συμβόλων. Επομένως, επιτρέπεται οι παλμοί να αλληλοπαρεμβάλλονται, αρκεί τα πλάτη των γειτονικών συμβόλων να είναι μηδέν τη στιγμή της ανίχνευσης κάποιου συμβόλου.
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			Σχήμα 2.19: Απόκριση συχνότητας RC filter για 3 συμελεστές roll-off.

			Στο Matlab μπορούμε να χρησιμοποιήσουμε τις συναρτήσεις rcosine και rcosflt, για να υπολογίσουμε κάποιο φίλτρο RC και να φιλτράρουμε τα σύμβολα εκπομπής, αντίστοιχα. H συνάρτηση του Matlab rcosine υπολογίζει τους συντελεστές του φίλτρου RC με την εντολή:

			[num,den] = rcosine(Fd, Fs, type_flag, r, delay);

			Η συνάρτηση rcosine επιστρέφει τους συντελεστές της συνάρτησης μεταφοράς του φίλτρου. Οι συντελεστές του πολυωνύμου του αριθμητή αποθηκεύονται στη μεταβλητή num και του παρονομαστή στη μεταβλητή den.

			Στην πιο γενική της μορφή, η συνάρτηση rcosine έχει τις εξής παραμέτρους εισόδου:

			
					Fd: Ρυθμός δειγματοληψίας (sampling rate) του σήματος εισόδου, το οποίο συνήθως ορίζεται στην κανονικοποιημένη τιμή 1.

					Fs: Ρυθμός δειγματοληψίας με το οποίο λειτουργεί το φίλτρο. Ο λόγος του Fs προς το Fd πρέπει να είναι ακέραιος αριθμός.

					type_flag: Δυνατές τιμές, οι οποίες είναι:«fir»: σχεδίαση φίλτρου RC πεπερασμένης κρουστικής απόκρισης (Finite Impulse Response/FIR) (εξ ορισμού),
«iir»: σχεδίαση προσεγγιστικού φίλτρου RC άπειρης κρουστικής απόκρισης (Infinite Impulse response/IIR),
«normal»: σχεδιασμός του τυπικού φίλτρου RC (εξ ορισμού),
«sqrt»: σχεδίαση φίλτρου τετραγωνικής ρίζας (square root) RC (square root raised cosine/SRRC),
«default»: εξ ορισμού τιμές (fir, normal RC).


					r: προσδιορίζει το συντελεστή roll-off, o οποίος είναι ένας πραγματικός αριθμός στο διάστημα [0, 1]. Για παράδειγμα, r = 0.5 σημαίνει ότι το εύρος φάσματος του φίλτρου είναι (1+r)×Fd = 1.5×Fd. Επίσης, η ζώνη μετάβασης του φίλτρου εκτείνεται από (1-r)×Fd=0.5×Fd μέχρι (1+r)×Fd=1.5×Fd.

					delay: προσδιορίζει την καθυστέρηση του φίλτρου (filter delay), το οποίο πρέπει να είναι θετικός ακέραιος αριθμός. Η σχέση delay/Fd δίνει την καθυστέρηση του φίλτρου σε δευτερόλεπτα. Η τιμή του delay είναι ο αριθμός των δειγμάτων (στο ρυθμό δειγματοληψίας Fd) από την αρχή της κρουστικής απόκρισης μέχρι τη μέγιστη τιμή της κρουστικής απόκρισης του φίλτρου. Επίσης, η παράμετρος delay προσδιορίζει το μήκος της κρουστικής απόκρισης του φίλτρου με βάση την εξίσωση: (Fs/Fd)×(2×delay)+1. Αν το delay δεν προσδιορίζεται, τότε η αντίστοιχη μέθοδος των rcosine και rcosflt δημιουργεί φίλτρα FIR με εξ ορισμού delay = 3 δείγματα (στο ρυθμό δειγματοληψίας Fd). Για φίλτρα FIR, το μήκος της κρουστικής απόκρισης του φίλτρου δίνεται από τη σχέση (Fs/Fd)×(2×delay) + 1. Επομένως, το εξ ορισμού φίλτρο FIR RC έχει μήκος (Fs/Fd)×6 + 1. Για παράδειγμα, με 8 δείγματα ανά σύμβολο, (Fs/Fd) = 8, το εξ ορισμού φίλτρο FIR RC έχει μήκος 8×6+1=49 δείγματα.

			

			Παράδειγμα 2.3

			Να σχεδιαστεί ένα φίλτρο FIR RC με μήκος 49 δείγματα για τρείς τιμές του συντελεστή roll-off: a=[1, 0.5, 0.25] και να συγκριθούν οι κρουστικές αποκρίσεις.

			Απάντηση

			Όταν η μέθοδος σχεδίασης του φίλτρου είναι η FIR, η έξοδος den είναι 1, αφού η συνάρτηση μεταφοράς των φίλτρων FIR έχει μόνο πολυώνυμο αριθμητή. Παρατηρούμε ότι το πλάτος της κρουστικής απόκρισης μηδενίζεται για ακέραιες τιμές του χρόνου Τs, που ισοδυναμεί με 8 δείγματα. Επομένως, τα δείγματα 8×k, k = -3, -2, -1, 1, 2, 3, έχουν τιμή 0. Αυτό οδηγεί σε μηδενική τιμή της ISI τις χρονικές στιγμές δειγματοληψίας του πλάτους των γειτονικών συμβόλων κατά τις χρονικές στιγμές kΤs, k = -3, -2, -1, 1, 2, 3. Επίσης παρατηρούμε ότι όσο η τιμή του συντελεστή roll-off a μεγαλώνει τόσο μειώνονται τα πλάτη των πλαϊνών λοβών του παλμού εκπομπής, γεγονός που οδηγεί σε μειωμένη ISI με τους γειτονικούς παλμούς τις υπόλοιπες χρονικές στιγμές. Όμως, όσο μεγαλώνει η τιμή του του συντελεστή roll-off τόσο μεγαλώνει και το φάσμα εκπομπής, όπως φαίνεται στο Σχήμα 2.20.

			a = 0.5;

			num = rcosine(1, 8, ‘fir’, a)

			plot([-24:24],num)

			Για τιμές του a = 1, 0.5, 0.25, λαμβάνουμε τα αποτελέσματα:

			[image: ]

			Σχήμα 2.20: Κρουστική απόκριση FIR RC filter για 3 συντελεστές roll-off.

			Το φιλτράρισμα με φίλτρο RC γίνεται στο Matlab με την εντολή rcosflt, η οποία έχει πολλαπλές υλοποιήσεις:

			
					y = rcosflt(x, Fd, Fs): δημιουργεί το φίλτρο FIR RC και στη συνέχεια φιλτράρει το σήμα εισόδου, το οποίο δίνεται από τον μονοδιάστατο πίνακα (vector) x, με αυτό το φίλτρο. Η συχνότητα δειγματοληψίας του σήματος εισόδου είναι Fd, ενώ η συχνότητα δειγματοληψίας για το σήμα εξόδου y είναι Fs. Ο λόγος Fs/Fd πρέπει να είναι ακέραιος αριθμός. Κατά τη διαδικασία του φιλτραρίσματος, η συνάρτηση rcosflt αυξάνει το ρυθμό δειγματοληψίας των δεδομένων από Fd σε Fs (κατά τον παράγοντα Fs/Fd), εισάγοντας (Fs-1) μηδενικά (zeros) ανάμεσα στα δείγματα του x. Αν x είναι ο μονοδιάστατος πίνακας των συμβόλων εκπομπής, τότε τα μήκη των x και y συνδέονται με τη σχέση length(y) = (length(x) + 2×delay)×(Fs/Fd), λόγω της αύξησης του ρυθμού δειγματοληψίας και της συνέλιξης του x με την κρουστική απόκριση του φίλτρου.

					y = rcosflt(x, Fd, Fs, «filter_type», r, delay, tol): υπολογίζει ένα RC φίλτρο FIR ή IIR και στη συνέχεια φιλτράρει το σήμα εισόδου x με αυτό. Η παράμετρος r είναι ο συντελεστής roll-off για το φίλτρο, ο οποίος λαμβάνει τιμή στο διάστημα [0, 1]. Η παράμετρος delay μετριέται σε δείγματα του σήματος εισόδου (με ρυθμό δειγματοληψίας Fd). Η παράμετρος tol δίνει την προσέγγιση ακρίβειας (tolerance) για σχεδίαση φίλτρου IIR. Τα FIR φίλτρα δεν χρησιμοποιoύν την παράμετρο tol. Τέλος, η παράμετρος ‘filter_type’ είναι μία μεταβλητή τύπου «string» που προσδιορίζει το είδος του φίλτρου που το rcosflt θα σχεδιάσει. Υπάρχουν οι εξής επιλογές:i) FIR RC φίλτρο: ‘fir’ ή ‘fir/normal’,
ii) IIR RC φίλτρο: ‘iir’ ή ‘iir/normal’,
iii) FIR SRRC φίλτρο: ‘fir/sqrt’,
iv) IIR SRRC φίλτρο: ‘iir/sqrt’.


					y = rcosflt(x, Fd, Fs, «filter_type/Fs», r, delay, tol): ω έχει την ίδια μορφή με την προηγούμενη υλοποίηση, μόνο που θεωρεί ότι το x έχει ρυθμό δειγματοληψίας Fs. Επομένως, δεν αυξάνει το ρυθμό δειγματοληψίας (upsample) του x. Η μορφή αυτή χρησιμοποιείται για φιλτράρισμα του σήματος λήψης στο δέκτη, αφού το σήμα λήψης έχει ρυθμό δειγματοληψίας Fs.

					y = rcosflt(x, Fd, Fs, «filter_type/filter», num, den): φιλτράρει το το σήμα εισόδου x, χρησιμοποιώντας ένα φίλτρο με συνάρτηση μεταφοράς της οποίας οι συντελεστές του πολυωνύμου του αριθμητή και του παρονομαστή δίνονται με τις παραμέτρους num και den, αντίστοιχα. Αν η παράμετρος filter_type περιέχει το string «fir», τότε το den παραλείπεται.

					y = rcosflt(x, Fd, Fs, «filter_type/filter», num, den, delay): χρησιμοποιεί την παράμετρο delay όπως και η rcosine.

					[y,t] = rcosflt(...): δίνει ως έξοδο t ένα μονοδιάστατο πίνακα που περιέχει τις χρονικές στιγμές δειγματοληψίας του y. Επομένως t = [0, 1/Fs, 2/Fs,…].*Fd.

			

			Κριτήρια αξιολόγησης

			Κριτήριο 1

			Έστω ένας κβαντιστής των 8-bit (θεωρώντας ότι η κατανομή του σφάλματος κβάντισης είναι ομοιόμορφη), με εύρος ±1 Volts:

			[image: \\server-pc\Storage_Volume\_ΥΛΙΚΟ ΔΟΥΛΕΙΑΣ\Κάλλιπος Ευθύμογλου\Images - Resized\2.20.png]

			Σχήμα 2.20: Ένας κβαντιστής 8-bit με εύρος ±1 Volts.

			
					Υπολογίστε το βήμα κβάντισης (step size), q.

					Υπολογίστε το μέσο τετραγωνικό σφάλμα (root mean square/rms) του θορύβου λόγω κβάντισης, σ2.

					Ποιο είναι το SNR λόγω κβάντισης, αν το σήμα εισόδου είναι ένα ημιτονοειδές σήμα πλήρους κλίμακας, με πλάτος Α (Α = 1). (Υπολογίστε την τιμή rms του ημιτονοειδούς σήματος).

			

			Λύση

			
					Το βήμα κβάντισης αντιστοιχεί στην απόσταση μεταξύ των σταθμών του κβαντιστή. Για ομοιόμορφη κβάντιση με συνολικό πλάτος κβαντιστή Vpp = 2 Volts και αριθμό σταθμών κβάντισης L = 28, το βήμα κβάντισης είναι:[image: C:\Users\Chrysa\Desktop\Equations\2.16.wmf]
Εξίσωση 2.17
Για την πιο απλή περίπτωση, όταν το σφάλμα κβάντισης (quantization error) έχει ομοιόμορφη κατανομή, p(e) = 1/q, οπότε η μέση τετραγωνική τιμή του θορύβου λόγω σφάλματος κβάντισης είναι:
[image: C:\Users\Chrysa\Desktop\Equations\2.17.wmf]
Εξίσωση 2.18


					Η διαδικασία της κβάντισης ισοδυναμεί με την προσθήκη θορύβου (τιμή ίση με το σφάλμα κβαντισμού) στο επιθυμητό (δειγματοληπτημένο) σήμα:

			

			Quantized sample = sample value + error.

			Το πηλίκο του σήματος προς το θόρυβο δίνεται γενικά από τη σχέση:

			[image: C:\Users\Chrysa\Desktop\Equations\2.18.wmf]

			όπου ο τελεστής Ε[∙] σημαίνει μέση τιμή. Για ημιτονοειδές σήμα εισόδου η μέση ισχύς δίνεται ως:

			[image: C:\Users\Chrysa\Desktop\Equations\2.19.wmf]

			Εξίσωση 2.19

			Επομένως το SNR για ημιτονοειδές σήμα εισόδου και κβαντιστή των 8-bit υπολογίζεται από τη σχέση:

			[image: C:\Users\Chrysa\Desktop\Equations\2.20.wmf]

			Εξίσωση 2.20

			Κριτήριο 2

			Δώστε τις μαθηματικές εκφράσεις της PSD για τη μονοπολική κωδικοποίηση με σχήμα παλμού RZ.

			Σχεδιάστε τη PSD με τη χρήση του Matlab.

			Λύση

			Η PSD για μονοπολική RZ κωδικοποίηση δίνεται από αυτή της μονοπολικής NRZ (Εξίσωση 2.13), αν σντικαταστήσουμε τη διάρκεια του παλμού από Tb σε  Tb/2. Επομένως έχουμε:

			[image: ]

			Εξίσωση 2.21

			και

			[image: ]

			Εξίσωση 2.22

			Ο κώδικας Matlab που υπολογίζει την προηγούμενη εξίσώση είναι:

			clear;

			x = 0:0.01:2;

			g_un = (1/16).*(sinc(x./2)).^2.*(1+((x==0)|(x==1)|(x==2)));

			plot(x,g_un)

			axis([-0.01 2 0 0.2])

			xlabel(‘f*T_b’)

			ylabel(‘G_x(f)’)

			Λαμβάνουμε τα αποτελέσματα:

			[image: ]

			Σχήμα 2.21: PSD για μονοπολικό RZ.

			Κριτήριο 3

			Δημιουργήστε ένα SRRC φίλτρο FIR με παραμέτρους Fd = 1, Fs = 4, rolloff = 0.25, και μήκος κρουστικής απόκρισης φίλτρου Ν = 41. Φιλτράρετε ένα σήμα πολικό NRZ με το φίλτρο αυτό και σχεδιάστε το σήμα εκπομπής.

			Λύση

			Για FIR φίλτρα, το μήκος της κρουστικής απόκρισης του φίλτρου δίνεται από τη σχέση Ν = (Fs/Fd)×(2×delay) + 1. Επομένως, το ζητούμενο φίλτρο RC θα έχει delay = (N-1)/(2*Fs).

			Fs=4; % Oversampling rate

			rolloff=0.25; % Roll-off factor of SRRC filter

			N=41; % Polynomial order of FIR transfer function = N-1

			filtorder = N-1;

			delay = filtorder/(2*Fs); % Group delay (# of input samples)

			% create SRRC filter

			rrcfilter = rcosine(1, Fs, ‘fir/sqrt’, rolloff, delay); 

			stem(rrcfilter)

			Λαμβάνουμε τα αποτελέσματα:

			[image: ]

			Σχήμα 2.22: 1η γραφική παράσταση: κρουστική απόκριση φίλτρου.

			bit = randint(1,50) % create 50 random bits

			x = 2*bit-1 % Antipodal mapping

			tx = rcosflt(x,1,Fs,’filter’,rrcfilter);

			plot(real(tx(1:200)))	

			[image: ]

			Σχήμα 2.23: 2η γραφική παράσταση: σήμα εκπομπής.
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			Κεφάλαιο 3

			Μετάδοση σε βασική ζώνη

			Σύνοψη

			Στο κεφάλαιο αυτό εξετάζεται η μετάδοση στη βασική ζώνη για σήματα ορθογώνια και σήματα διαμόρφωσης πλάτους καθώς και η χρήση του προσαρμοσμένου φίλτρου και του ισοδύναμου δέκτη συσχέτισης για την αποδιαμόρφωση των συμβόλων εκπομπής. Επίσης, αναλύεται η ανίχνευση (detection) των συμβόλων εκπομπής χρησιμοποιώντας το κριτήριο μέγιστης πιθανοφάνειας. Η επίδοση της πιθανότητας σφάλματος συμβόλων αυτών των συστημάτων σε κανάλι AWGN υπολογίζεται με αναλυτική μέθοδο και με προσομοίωση Monte Carlo.

			Προαπαιτούμενη γνώση

			Ο αναγνώστης απαιτείται να έχει γνώσεις θεωρίας για σήματα και συστήματα.

			3.1 Δέκτης με συσχετιστή ή προσαρμοσμένο φίλτρο

			Η μετάδοση στη βασική ζώνη δεν χρησιμοποιεί υψηλή συχνότητα φέροντος. Το σήμα εκπομπής δημιουργείται επιλέγοντας για κάθε σύμβολο εκπομπής το πλάτος και το σχήμα του παλμού εκπομπής. Θα εξετάσουμε δύο μεθόδους μετάδοσης στη βασική ζώνη (Bateman, 2000; Proakis & Salehi, 2002):

			
					τα ορθογώνια σήματα εκπομπής που χρησιμοποιούν διαφορετικούς (ορθογώνιους) παλμούς εκπομπής και

					τα σήματα εκπομπής με διαφορετικά πλάτη του ίδιου παλμού εκπομπής. Η συγκεκριμένη ψηφιακή διαμόρφωση βασικής ζώνης ονομάζεται Μ-αδική διαμόρφωση πλάτους (Μ-ary Pulse Amplitude Modulation/Μ-PAM), όπου Μ είναι ο αριθμός των διαφορετικών πλατών ενός παλμού εκπομπής.

			

			Ο πρώτος τρόπος μετάδοσης βασίζεται στην επιλογή Μ ορθογώνιων μεταξύ τους σημάτων εκπομπής (συμβόλων της ψηφιακής διαμόρφωσης) στη χρονική διάρκεια εκπομπής κάθε συμβόλου Τ. Η ορθογωνιότητα των συμβόλων εκπομπής

			[image: C:\Users\Chrysa\Desktop\Equations\3.1.wmf]

			για χρονική διάρκεια Τ εκφράζεται από τη μαθηματική σχέση:

			[image: C:\Users\Chrysa\Desktop\Equations\3.2.wmf]

			Εξίσωση 3.1

			Με βάση τη φυσική διάσταση της σχέσης αυτής, η συσχέτιση δύο διαφορετικών σημάτων είναι 0, δηλαδή  δ(i-j) = 0 για i≠j.

			Επιπλέον, αν τα σύμβολα εκπομπής έχουν μοναδιαία ενέργεια:

			[image: C:\Users\Chrysa\Desktop\Equations\3.4.wmf]

			Εξίσωση 3.2

			τότε αναφερόμαστε σε ένα ορθοκανονικό σύστημα μετάδοσης. Ο δέκτης συσχέτισης (correlation receiver) για αυτή την μετάδοση δίνεται στο Σχήμα 3.1. Το λαμβανόμενο σήμα συσχετίζεται με καθένα από τα Μ σήματα εκπομπής (παράλληλη συσχέτιση), ενώ επιλέγεται το σύμβολο που δίνει τη μεγαλύτερη τιμή συσχέτισης.

			Ισοδύναμα, το λαμβανόμενο σήμα μπορεί να περάσει από μια παράλληλη συνδεσμολογία προσαρμοσμένων φίλτρων (matched filters), το καθένα προσαρμοσμένο σε μια κυματομορφή εκπομπής, και ο ανιχνευτής μπορεί να επιλέξει την κυματομορφή που έχει τον μεγαλύτερο βαθμό συσχέτισης με το λαμβανόμενο σήμα, δηλαδή εκείνη που έχει τη μεγαλύτερη έξοδο του προσαρμοσμένου φίλτρου.

			[image: C:\Users\Yannis\Downloads\Κάλλιπος Ευθύμογλου_tosync\Images\3.1.png]

			Σχήμα 3.1: Δέκτης συσχέτισης για Μ ορθογώνια σήματα εκπομπής.

			[image: C:\Users\Yannis\Downloads\Κάλλιπος Ευθύμογλου_tosync\Images\3.2.png]

			Σχήμα 3.2: Δέκτης προσαρμοσμένου φίλτρου για Μ ορθογώνια σήματα εκπομπής.

			Στο δεύτερο τρόπο μετάδοσης, ο παλμός εκπομπής είναι ίδιος για όλα τα σήματα εκπομπής, αλλά τα σύμβολα διαφέρουν στο πλάτος εκπομπής. Για ψηφιακή διαμόρφωση PAM με Μ επίπεδα, ο δέκτης αποτελείται μόνο από ένα συσχετιστή ή προσαρμοσμένο φίλτρο στον παλμό εκπομπής και, ανάλογα με το πλάτος του σήματος στην έξοδο, μπορούμε εύκολα να καθορίσουμε το πλάτος (επομένως, και να εκτιμήσουμε το σύμβολο) που είχε αποσταλεί χρησιμοποιώντας ένα ανιχνευτή κατωφλίου (threshold detector). Οι δύο ισοδύναμες υλοποιήσεις για αποδιαμόρφωση της Μ-PAM απεικονίζονται στα Σχήματα 3.3α και 3.3β.

			[image: \\server-pc\Storage_Volume\_ΥΛΙΚΟ ΔΟΥΛΕΙΑΣ\Κάλλιπος Ευθύμογλου\Images - Resized\3.3a.png]

			Σχήμα 3.3α: Δέκτης συσχέτισης για διαμόρφωση Μ-PAM.

			[image: \\server-pc\Storage_Volume\_ΥΛΙΚΟ ΔΟΥΛΕΙΑΣ\Κάλλιπος Ευθύμογλου\Images - Resized\3.3b.png]

			Σχήμα 3.3β: Δέκτης προσαρμοσμένου φίλτρου για διαμόρφωση Μ-PAM.

			Στους δέκτες των Σχημάτων 3.3α και 3.3β θα εξετάσουμε δύο ισοδύναμες περιπτώσεις για την κυματομορφή συσχέτισης s(t) ή προσαρμοσμένου φίλτρου στην κυματομορφή s(t):

			
					Η κυματομορφή s(t) έχει μοναδιαία ενέργεια.

					Η κυματομορφή s(t) είναι το σήμα εκπομπής με το μικρότερο θετικό πλάτος.

			

			Παράδειγμα 3.1

			Για ένα σύστημα 2-PAM, στέλνουμε δύο σύμβολα (Σχήμα 3.4):

			[image: ]

			Εξίσωση 3.3

			[image: \\server-pc\Storage_Volume\_ΥΛΙΚΟ ΔΟΥΛΕΙΑΣ\Κάλλιπος Ευθύμογλου\Images - Resized\3.4.png]

			Σχήμα 3.4: Διάγραμμα αστερισμού για διαμόρφωση 2-PAM.

			Υπολογίστε το κατώφλι του ανιχνευτή απόφασης για κάθε περίπτωση της κυματομορφής συσχέτισης (με μοναδιαία ενέργεια ή με το μικρότερο θετικό πλάτος).

			Απάντηση

			Η ενέργεια εκπομπής του κάθε συμβόλου εκπομπής είναι:

			[image: C:\Users\Chrysa\Desktop\Equations\3.6.wmf]

			Εξίσωση 3.4

			Στο δέκτη με την πρώτη επιλογή θέτουμε:

			[image: C:\Users\Chrysa\Desktop\Equations\3.7.wmf]

			Εξίσωση 3.5

			ενώ με τη δεύτερη θέτουμε:

			[image: C:\Users\Chrysa\Desktop\Equations\3.8.wmf]

			Εξίσωση 3.6

			Το δείγμα z(T) στην έξοδο του δειγματολήπτη και, επομένως, στην είσοδο του ανιχνευτή κατωφλίου, για κάθε μία από τις δύο περιπτώσεις θα είναι:

			
					[image: C:\Users\Chrysa\Desktop\Equations\3.9.wmf]
Εξίσωση 3.7
αν το εκπεμπόμενο σύμβολο είναι το so(t) και
[image: C:\Users\Chrysa\Desktop\Equations\3.10.wmf]
Εξίσωση 3.8
αν το εκπεμπόμενο σύμβολο είναι το s1(t).


			

			[image: C:\Users\Chrysa\Desktop\Equations\3.11.wmf]

			Εξίσωση 3.9

			αν το εκπεμπόμενο σύμβολο είναι το so(t) και

			[image: C:\Users\Chrysa\Desktop\Equations\3.12.wmf]

			Εξίσωση 3.10

			αν το εκπεμπόμενο σύμβολο είναι το s1(t). Βέβαια και στις δύο περιπτώσεις, ο ανιχνευτής κατωφλιού θα είναι στο γ0 = 0, το οποίο βρίσκεται ακριβώς ανάμεσα στις δύο πιθανές τιμές του z(T).
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			Σχήμα 3.5: Ανίχνευση για διαμόρφωση 2-PAM με ανιχνευτή κατωφλιού.

			Παράδειγμα 3.2

			Έστω ότι στέλνουμε τη διαμόρφωση 4-PAM, με γεωμετρική απεικόνιση που δίνεται στο Σχήμα 3.6.

			[image: \\server-pc\Storage_Volume\_ΥΛΙΚΟ ΔΟΥΛΕΙΑΣ\Κάλλιπος Ευθύμογλου\Images - Resized\3.6.png]

			Σχήμα 3.6: Διάγραμμα αστερισμού για 4-PAM.

			Για απλότητα θεωρήστε την κανονικοποιημένη περίπτωση με Α = 1. Επομένως, στέλνεται κάθε φορά (για χρονική διάρκεια Τ) κάποιο από τα σύμβολα της 4-PAM:

			[image: C:\Users\Chrysa\Desktop\Equations\3.13.wmf]

			Υπολογίστε τις περιοχές ανίχνευσης του ανιχνευτή απόφασης για κάθε επιλογή της κυματομορφής συσχέτισης (με μοναδιαία ενέργεια ή με το μικρότερο θετικό πλάτος).

			Απάντηση

			Αν θεωρήσουμε ότι δεν έχουμε θόρυβο, τότε, για συσχετιστή με μοναδιαία ενέργεια (και θεωρώντας Τ = 1), θα έχουμε:

			
					z(T) = -3: όταν στέλνουμε το so(t).

					z(T) = -1: όταν στέλνουμε το s1(t).

					z(T) = +1: όταν στέλνουμε το s2(t).

					z(T) = +3: όταν στέλνουμε το s3(t).

			

			Εύκολα μπορούμε να συμπεράνουμε ότι, παρουσία θορύβου, η παραπάνω ανίχνευση γίνεται, με βάση τις παρακάτω περιοχές ανίχνευσης, οι οποίες καθορίζονται με κατώφλια ακριβώς ανάμεσα στα δυνατά πλάτη λήψης (χωρίς θόρυβο) z(T):

			
					Αν z (T) ≥ -2: τότε επιλέγουμε το so(t).

					Αν -2 < z (T) ≤ 0: τότε επιλέγουμε το s1(t).

					Αν 0 ≤ z (T) < +2: τότε επιλέγουμε το s2(t).

					Αν z (T) ≥ + 2: τότε επιλέγουμε το s3(t).

			

			Παρόμοια αποτελέσματα για τη σηματοδοσία 4-PAM θα έχουμε αν θέσουμε ως σήμα στο συσχετιστή το:

			[image: C:\Users\Chrysa\Desktop\Equations\3.14.wmf]

			Επειδή τυχαίνει για Α = 1 και Τ = 1 η ενέργεια του s2(t), να είναι:

			[image: C:\Users\Chrysa\Desktop\Equations\3.15.wmf]

			Εξίσωση 3.15

			θα έχουμε τις ίδιες περιοχές ανίχνευσης με την προηγούμενη περίπτωση.

			Παράδειγμα 3.3

			Δείξτε την ισοδυναμία συσχετιστή και προσαρμοσμένου φίλτρου στη στατιστική ανίχνευσης z(Τ) των Σχημάτων 3.3α και 3.3β.

			Απάντηση

			Για το δέκτη συσχετιστή, έχουμε:
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			Εξίσωση 3.11

			Τη χρονική στιγμή δειγματοληψίας, το δείγμα που εισέρχεται στον ανιχνευτή είναι:
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			Εξίσωση 3.12

			Για το δέκτη με προσαρμοσμένο φίλτρο, έχουμε:
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			Εξίσωση 3.13

			Αλλά:
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			Εξίσωση 3.14

			οπότε η Εξίσωση 3.13 γίνεται:

			[image: C:\Users\Chrysa\Desktop\Equations\3.20.wmf]

			Εξίσωση 3.15

			και τη στιγμή της δειγματοληψίας, t = T, το δείγμα που εισέρχεται στον ανιχνευτή είναι:

			[image: C:\Users\Chrysa\Desktop\Equations\3.21.wmf]

			Εξίσωση 3.16

			Το αποτέλεσμα στην Εξίσωση 3.16 είναι ακριβώς το ίδιο με αυτό της εξόδου του συσχετιστή τη χρονική στιγμή t = T στην Εξίσωση 3.12.

			3.2 Ανίχνευση σηματοδοσίας δύο ορθογώνιων σημάτων σε βασική ζώνη

			Έστω ότι ένα δυαδικό ορθογώνιο σύστημα σηματοδοσίας χρησιμοποιεί δύο κυματομορφές, για τις οποίες ισχύει η συνθήκη ορθογωνιότητας:

			[image: C:\Users\Chrysa\Desktop\Equations\3.22.wmf]

			Εξίσωση 3.17

			Ένα παράδειγμα ορθογώνιων κυματομορφών δίνεται στο Σχήμα 3.7.

			[image: ]

			Σχήμα 3.7: Δύο ορθογώνια σήματα για χρονική διάρκεια Τb.

			Επειδή θεωρούμε δυαδικό σύστημα μετάδοσης, ο χρόνος κάθε συμβόλου θα ισούται με το χρόνο του κάθε bit. Ο δέκτης προσαρμοσμένου φίλτρου για την μετάδοση με δύο ορθογώνιες κυματομορφές δίνεται στο Σχήμα 3.8.
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			Σχήμα 3.8: Δέκτης δύο προσαρμοσμένων φίλτρων για δυαδική ορθογώνια σηματοδοσία.

			Οι κρουστικές αποκρίσεις των δύο προσαρμοσμένων φίλτρων είναι (Καραγιαννίδης, 2009):

			[image: ]

			Εξίσωση 3.18

			Η γεωμετρική τους απεικόνιση δίνεται στο Σχήμα 3.9.

			[image: ]

			Σχήμα 3.9: Κρουστικές αποκρίσεις των δύο προσαρμοσμένων φίλτρων.

			Πρέπει να σημειωθεί ότι κάθε κρουστική απόκριση αποκτάται μέσα από την εξής διαδικασία:

			
					αναδίπλωση του σήματος s (t) , για να πάρουμε το σήμα s (-t),

					μετατόπιση του s (-t) στην κατεύθυνση του θετικού χρόνου κατά Tb, για να βρούμε  το s (Tb - t) (αιτιατή κρουστική απόκριση).

			

			Ένα χαρακτηριστικό παράδειγμα αυτής της διαδικασίας δίνεται στο Σχήμα 3.10.

			[image: \\server-pc\Storage_Volume\_ΥΛΙΚΟ ΔΟΥΛΕΙΑΣ\Κάλλιπος Ευθύμογλου\Images - Resized\3.10.png]

			Σχήμα 3.10: Δημιουργία κρουστικής απόκρισης h(t) = s(Tb - t).

			Το σήμα εξόδου του προσαρμοσμένου φίλτρου με κρουστική απόκριση h0(t) στο σήμα λήψης s0(t) υπολογίζεται από τη γραμμική συνέλιξη:

			[image: C:\Users\Chrysa\Desktop\Equations\3.24.wmf]

			Εξίσωση 3.19

			και φαίνεται στο Σχήμα 3.11.

			[image: ]

			Σχήμα 3.11: Έξοδος y0(t), για είσοδο s0(t).

			Η τιμή A2Tb αντιστοιχεί στην ενέργεια του σήματος so(t) και είναι η τιμή του σήματος εξόδου τη χρονική στιγμή t = Tb , όπως προκύπτει θέτοντας t = Tb στην Εξίσωση 3.10:
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			Εξίσωση 3.20

			Το ίδιο βέβαια αποτέλεσμα προκύπτει αν πάρουμε τον τύπο:
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			Εξίσωση 3.21

			οπότε, πάλι ενδεικτικά, για t = Tb (χρονική στιγμή στην οποία παίρνουμε ένα δείγμα του σήματος εξόδου του φίλτρου, το οποίο στη συνέχεια εισέρχεται στον ανιχνευτή), θα έχουμε:
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			Εξίσωση 3.22

			Επίσης, η απόκριση του φίλτρου με κρουστική απόκριση h1(t) στο σήμα λήψης so(t) δίνεται στο Σχήμα 3.12.
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			Σχήμα 3.12: Έξοδος y1(t), για είσοδο so(t).

			Ως εκ τούτου, τη στιγμή της δειγματοληψίας t = Tb , οι έξοδοι των δύο προσαρμοσμένων φίλτρων με κρουστική απόκριση h0(t) και h1(t) θα είναι:
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			Εξίσωση 3.28

			όπου Ε είναι η ενέργεια του κάθε σήματος. Οι τιμές εξόδου της Εξίσωσης 3.23 είναι αυτές που απαιτούνται για τη σωστή εκτίμηση του συμβόλου λήψης, δηλαδή η μία τιμή ισούται με την ενέργεια του συμβόλου και η άλλη είναι μηδέν. Παρόμοια συμπεράσματα προκύπτουν αν θεωρήσουμε ως σήμα λήψης το s1(t).

			Επίσης, από τα Σχήματα 3.11 και 3.12, φαίνεται ότι τη χρονική στιγμή t = 2Tb , όπου περιμένουμε να πάρουμε το δείγμα του σήματος εξόδου που αντιστοιχεί στο επόμενο σύμβολο λήψης (s0(t) ή s1(t)), και οι δύο τιμές εξόδου των προσαρμοσμένων φίλτρων που προέρχονται από το προηγούμενο σύμβολο είναι μηδέν. Αυτό είναι επίσης επιθυμητό διότι δεν θέλουμε να υπάρχει παρεμβολή μεταξύ γειτονικών συμβόλων τη στιγμή της δειγματοληψίας των σημάτων εξόδου των δύο προσαρμοσμένων φίλτρων.

			Εκτός από το δέκτη προσαρμοσμένου φίλτρου του Σχήματος 3.8, μπορεί να χρησιμοποιηθεί το διάγραμμα του δέκτη συσχετιστή το οποίο δίνεται στο Σχήμα 3.13. Οι έξοδοι για το δέκτη προσαρμοσμένου φίλτρου θα είναι ίδιες με εκείνες του δέκτη συσχέτισης, όπως αποδείξαμε νωρίτερα. Συμπεραίνουμε λοιπόν ότι το προσαρμοσμένο φίλτρο και ο δέκτης συσχετιστή είναι απλώς δύο διαφορετικές τεχνικές υλοποίησης του ίδιου δέκτη.
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			Σχήμα 3.13: Δέκτης συσχετιστή για δυαδική ορθογώνια σηματοδοσία.

			3.3 Προσομοίωση μετάδοσης στη βασική ζώνη

			Όπως αναφέρθηκε στην αρχή του κεφαλαίου αυτού, η μετάδοση σε βασική ζώνη δεν χρησιμοποιεί φέρον (fc=0). Το σήμα εκπομπής δημιουργείται από το συνδυασμό του πλάτους και του σχήματος ενός ή περισσοτέρων παλμών, και στέλνεται στη γραμμή μεταφοράς. Αν όλα τα σήματα εκπομπής έχουν τον ίδιο παλμό εκπομπής, αλλά διαφέρουν στο πλάτος εκπομπής, τότε έχουμε ψηφιακή διαμόρφωση Μ-PAM, όπου Μ είναι ο αριθμός των διαφορετικών πλατών μετάδοσης.

			Για διαμόρφωση 2-PAM, θα έχουμε:
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			Εξίσωση 3.24

			Στο παρακάτω διάγραμμα αστερισμού δίνεται η γεωμετρική απεικόνιση της διαμόρφωσης πλάτους 2-PAM, ως εξής:
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			Σχήμα 3.14: Διάγραμμα αστερισμού για διαμόρφωση 2-PAM.

			όπου:
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			Εξίσωση 3.25

			και το  ±√Ε αντιστοιχεί στο πλάτος εκπομπής (θεωρώντας κάποιο παλμό εκπομπής για 0 ≤ t ≤ T).

			Παράδειγμα 3.4

			Δημιουργήστε μία προσομοίωση για τη μετάδοση των δεδομένων (bits) x = [1 0 0 1 1 0 1] χρησιμοποιώντας ένα σύστημα μετάδοσης 2-PAM, το οποίο στέλνει ±s1(t), όπου το s1(t) δίνεται στο Σχήμα 3.15.
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			Σχήμα 3.15: Παλμός εκπομπής για διάρκεια Τb

			Σχεδιάστε στο λογισμικό Matlab την έξοδο z(t) του δέκτη που απεικονίζεται στο Σχήμα 3.16 και προσδιορίστε τις τιμές των στατιστικών ανίχνευσης z(T) που θα εισέλθουν στον ανιχνευτή κατωφλίου, θεωρώντας ότι n(t) = 0.
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			Σχήμα 3.16: Δέκτης προσαρμοσμένου φίλτρου.

			Απάντηση

			Θεωρώντας ότι το χρονικό διάστημα Τb αντιστοιχεί σε 8 δείγματα (Τsampling = Tb/8 ή fsampling=8∙Rb), η κυματομορφή του Σχήματος 3.15 μοντελοποιείται από τον μονοδιάστατο πίνακα:
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			Το σήμα εκπομπής υπολογίζεται ως εξής:

			clear

			s1 = [1 1 1 1 -1 -1 -1 -1];

			x = [1 0 0 1 1 0 1];

			x = 2.*x -1; % transform from bits to 2-PAM signal

			y = upsample(x, length(s1)); %make space for waveform with 8 samples

			stem(y)

			Επίσης, αντί για τη συνάρτηση filter, μπορούμε να χρησιμοποιήσουμε την εντολή conv: r = conv(s1, x), η οποία όμως θα επιστρέψει στο τέλος λίγο μεγαλύτερο αριθμό δειγμάτων: length(r) = length(y) + length(s1) - 1, ενώ με τη filter, θα έχουμε: length(r) = length(y).

			Το σήμα y φαίνεται στο Σχήμα 3.17.
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			Σχήμα 3.17: Πλάτη εκπομπής με συχνότητα δειγματοληψίας 8 φορές το ρυθμό δεδομένων.

			Το σήμα εκπομπής r στην έξοδο του φίλτρου με κρουστική απόκριση s1 = [1 1 1 1 -1 -1 -1 -1] δίνεται με την εντολή:

			r = filter(s1, 1, y);

			stem(r)

			[image: ]

			Σχήμα 3.18: Σήμα εκπομπής 2-PAM με 8 δείγματα ανά σύμβολο και παλμό εκπομπής του Σχήματος 3.15.

			Λόγω απουσίας θορύβου το τελευταίο σήμα ισούται με το σήμα λήψης. Το σήμα z(t) στην έξοδο του προσαρμοσμένου φίλτρου του Σχήματος 3.16 προκύπτει ως εξής:

			h = [-1 -1 -1 -1 1 1 1 1]; % Matched Filter: h(t) = s1(Tb-t)

			z = conv(r, h); % we can use filter here as well

			stem(z),

			Το σήμα z(n) στο Matlab (δίνει τα δείγματα του z(t)) φαίνεται στο Σχήμα 3.19.
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			Σχήμα 3.19: Σήμα λήψης στην έξοδο του προσαρμοσμένου φίλτρου.

			Στη συνέχεια, η λειτουργία του δειγματολήπτη στο Σχήμα 3.16 είναι να επιλέγει ένα δείγμα κάθε οκτώ δείγματα (χρονική διάρκεια συμβόλου). Στο Matlab αυτό επιτυγχάνεται με το να μειώσουμε το ρυθμό των δειγμάτων (downsample) του z(t), για να βρούμε τα δείγματα z(T) που θα εισέλθουν στον ανιχνευτή κατωφλίου. Επομένως, από το ρυθμό δειγματοληψίας του z(t) (= 8) πάμε πίσω στο ρυθμό δειγματοληψίας του x (= 1). Όμως, το 1ο χρήσιμο δείγμα εμφανίζεται με καθυστέρηση λόγω του φιλτραρίσματος, που πρέπει να την υπολογίσουμε, και από εκεί και πέρα να παίρνουμε 1 δείγμα κάθε 8 (διαδικασία δειγματολήπτη). Από το z(n) του Σχήματος 3.19 φαίνεται ότι το 1ο δείγμα που αντιστοιχεί στο εκπεμπόμενο x(1) = 1 είναι στο z(8). Επομένως, το delay = 7:

			>> delay=7;

			>> z = z(delay+1:end-delay);

			>> zT = downsample(z, 8);

			>> zT

			zT =

			  8 -8 -8  8  8 -8  8

			Από τις τιμές του zT [z(T) στο Σχήμα 3.16] μπορούμε να ανακτήσουμε το x = [1 0 0 1 1 0 1], βάζοντας έναν ανιχνευτή κατωφλίου με κατώφλι ίσο με 0 (μεταξύ του +8 και -8), ως εξής:

			>> shat = real(zT)>0 % threshold detector with threshold = 0;

			shat

			1  0  1  1  0  1  0  1

			3.4 Στατιστική ανίχνευσης για 2-PAM  σε AWGN

			Έστω ένα σήμα βασικής ζώνης 2-PAM ή, ισοδύναμα, ένα δυαδικό NRZ, όπως δίνεται στο Σχήμα 3.20. Θα θεωρήσουμε ότι s0(t) = -s(t) και s1(t) = s(t), με s(t) τετραγωνικό παλμό χρονικής διάρκειας Τs και πλάτους Α. Τότε, το σήμα λήψης σε κανάλι AWGN δίνεται από τη σχέση: r(t) = ±s(t) + n(t)..
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			Σχήμα 3.20: Σήμα πολικό NRZ.

			Η εκπεμπόμενη ενέργεια είναι ίδια και για τα δύο σήματα εκπομπής, και δίνεται από τη σχέση:
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			Εξίσωση 3.26

			Η ανάκτηση του σήματος στο δέκτη αποτελείται από δύο μέρη. Το πρώτο υλοποιείται είτε ως συσχετιστής (correlator):
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			Σχήμα 3.21: Δέκτης για δυαδικό NRZ (2-PAM).

			ή ως προσαρμοσμένο φίλτρο:
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			Σχήμα 3.22: Δέκτης για πολικό NRZ (2-PAM).

			Έστω ότι στέλνεται το s0(t). Τότε, έχουμε:
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			Εξίσωση 3.27

			Επειδή η τυχαία διαδικασία του θορύβου n(t) έχει Γκαουσιανή κατανομή, με μέση τιμή μηδέν, προκύπτει ότι Ε[n(Ts)] = 0. H διακύμανση της συνιστώσας του θορύβου στη στατιστική z(Ts) είναι (Proakis &Salehi, 1998):
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			Εξίσωση 3.28

			Επομένως, η στατιστική z(Τs) θα έχει Γκαουσιανή κατανομή (λόγω της συνιστώσας του θορύβου), με μέση τιμή Es., όταν εκπέμπεται το s1(t), και διακύμανση (N0/2) Es.

			Αν έχει σταλεί το s1(t) η υπό συνθήκη πυκνότητα πιθανότητας θα είναι:
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			Εξίσωση 3.29

			ενώ, αν έχει σταλεί το s0(t), θα είναι:
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			Εξίσωση 3.30

			Το δεύτερο μέρος του δέκτη αποτελείται από τον ανιχνευτή (detector) ή κύκλωμα απόφασης (decision circuit), το οποίο συγκρίνει το z (Ts) με κάποιο κατώφλι (threshold) g0. Για διαμόρφωση 2-PAM, το κατώφλι είναι το 0 (ανάμεσα στο -Es και το Es). Η γεωμετρική αναπαράσταση των κατανομών που δίνονται στις Εξισώσεις 3.29 και 3.30 δίνεται στο Σχήμα 3.23, όπου φαίνεται ότι το κατώφλι είναι στο μηδέν..
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			Σχήμα 3.23: Περιοχές ανίχνευσης για τα δύο σύμβολα εκπομπής της πολικής NRZ.

			3.4.1 Κριτήριο μέγιστης πιθανοφάνειας και ανιχνευτής κατωφλίου για 2-PAM

			Ας θεωρήσουμε πάλι τον αποδιαμορφωτή για σήμα 2-PAM και z = z(Τs) την έξοδο του δειγματολήπτη. Η στατιστική z για κανάλι AWGN έχει τις υπό συνθήκη πιθανότητες που δίνονται από τις Εξισώσεις 3.29 και 3.30. Ο ανιχνευτής αποφασίζει για το ποιο σύμβολο είχε σταλεί, με βάση το κριτήριο του λόγου μέγιστης πιθανοφάνειας (Maximum Likelihood Ratio Test/MLRT) (Καραγιαννίδης, 2009):
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			Εξίσωση 3.31

			Αν L(z) > 1, αποφασίζουμε (ανιχνεύουμε) ότι εστάλει το s1 αφού p(z | s1) > p(z | s0), ενώ, αν L(z) < 1, αποφασίζουμε ότι εστάλει το s0. Ο ανιχνευτής που υλοποιεί του κριτήριο της Σχέσης 3.31 ονομάζεται ανιχνευτής μέγιστης πιθανοφάνειας (Maximum Likelihood Detector/MLD).

			Εισάγοντας τις μαθηματικές εκφράσεις των υπό συνθήκη πιθανοτήτων (conditional probabilities) των Εξισώσεων 3.29 και 3.30 στην Εξίσωση 3.31, θα έχουμε:
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			Εξίσωση 3.32

			Στη συνέχεια, αποδεικνύουμε ότι ο MLD είναι ισοδύναμος με τον κανόνα απόφασης με βάση τη μικρότερη Ευκλείδεια απόσταση. Παίρνοντας το λογάριθμο στην Εξίσωση 3.32, έχουμε:
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			Εξίσωση 3.33

			Η τελευταία σχέση της Εξίσωσης 3.33 σημαίνει ότι αν η Ευκλείδεια απόσταση του δείγματος z από το Eb (αντιστοιχεί στο s1) είναι μικρότερη από την Ευκλείδεια απόσταση του z από το -Eb (αντιστοιχεί στο s0), δηλαδή

			|z - Eb| < |z + Eb| τότε L(z) > 1,

			και επιλέγουμε να έχει αποσταλεί το s1 ως το πιο πιθανό σύμβολο εκπομπής. Διαφορετικά, αν:

			|z - Eb| > |z + Eb| τότε L(z) < 1,

			επιλέγουμε το s0 ως το πιο πιθανό σύμβολο εκπομπής. Ο MLD είναι επίσης ισοδύναμος με έναν ανιχνευτή κατωφλίου, το οποίο αποδεικνύεται ως εξής:
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			Εξίσωση 3.34

			Επομένως, ο ανιχνευτής μέγιστης πιθανοφάνειας είναι ισοδύναμος και με τον ανιχνευτή κατωφλίου, ο οποίος για 2-PAM έχει το κατώφλι ανάμεσα στο -Eb και το Eb, δηλαδή το 0.

			3.4.2 Πιθανότητα σφάλματος συμβόλου 2-PAM σε κανάλι AWGN

			Η συνιστώσα θορύβου n(Ts) της Σχέσης 3.27, που προέρχεται από την τυχαία διεργασία του AWGN n(t), παραμορφώνει το σήμα λήψης, προκαλώντας λάθη στον ανιχνευτή. Η πιθανότητα σφάλματος για αποδιαμόρφωση 2-PAM υπολογίζεται ως εξής (Sklar, 2011): έστω ότι εκπέμπεται το σύμβολο s1(t) = s(t). Τότε, η πιθανότητα σφάλματος ισούται με τη πιθανότητα ότι z(Ts) < 0:
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			Εξίσωση 3.35

			Με παρόμοιο τρόπο, μπορούμε να αποδείξουμε ότι:
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			Εξίσωση 3.36

			όπου Q(x) είναι η Q-συνάρτηση:
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			Εξίσωση 3.37

			Άρα, η μέση πιθανότητα σφάλματος συμβόλων (εδώ bits), θεωρώντας ισοπίθανα και ανεξάρτητα σύμβολα μετάδοσης, για διαμόρφωση 2-PAM, ισούται με:

			[image: C:\Users\Chrysa\Desktop\Equations\3.46.wmf]

			Εξίσωση 3.38

			Παράδειγμα 3.5

			Παράδειγμα 3.5

			Υπολογίστε τη πιθανότητα σφάλματος συμβόλου για διαμόρφωση 2-PAM με προσομοίωση Monte Carlo και με τη Σχέση 3.38.

			Απάντηση

			clear

			N = 10^6; % number of bits or symbols

			ip = rand(1,N)>0.5; % generating 0,1 with equal probability

			s = 2*ip-1; % 2-PAM modulation 0 -> -1; 1 -> 1

			Es_N0_dB = [0:1:10]; % multiple Eb/N0 values

			for ii = 1:length(Es_N0_dB)

			% AWGN with variance (power) 1

			n = 1/sqrt(2)*[randn(1,N) + j*randn(1,N)];

			y = s + 10^(-Es_N0_dB(ii)/20)*n; % add AWGN with scaled variance

			% receiver - hard decision decoding

			ipHat = real(y)>0;

			nErr(ii) = size(find([ip- ipHat]), 2); % counting the errors

			end

			simBer = nErr/N; % simulated ber

			figure(1)

			semilogy(Es_N0_dB,simBer,’mx’,’LineWidth’,6);

			axis([0 10 10^-5 0.5])

			xlabel(‘Es/N0 (dB)’)

			ylabel(‘Symbol error rate’)

			hold on

			theoryBer2PAMAWGN = qfunc(sqrt(2*10.^(Es_N0_dB/10)));

			semilogy(Es_N0_dB,theoryBer2PAMAWGN,’k-’,’LineWidth’,2);

			legend(‘AWGN-Simulation’,’AWGN-Theory’);

			[image: ]

			Σχήμα 3.24: Πιθανότητα σφάλματος συμβόλου για 2-PAM συναρτήσει του SNR στο κανάλι.

			3.5 Μετάδοση με διαμόρφωση Μ-PAM

			Έστω ότι χρησιμοποιούμε κυματομορφές της μορφής:
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			όπου Αm είναι το πλάτος της m-οστής κυματομορφής και gT(t) είναι ο τετραγωνικός παλμός:
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			Εξίσωση 3.39

			Τότε η ενέργεια του παλμού είναι:
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			Ας εξετάσουμε την περίπτωση στην οποία το σήμα εκπομπής παίρνει μία από τέσσερις δυνατές τιμές:
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			ή ισοδύναμα:

			[image: C:\Users\Chrysa\Desktop\Equations\3.51.wmf]

			και 2d είναι η Ευκλείδεια απόσταση μεταξύ δύο γειτονικών πλατών, όπως φαίνεται στο Σχήμα 3.25.
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			Σχήμα 3.25: Διάγραμμα αστερισμού για διαμόρφωση 4-PAM.

			Για το σήμα 4-PAM, μπορούμε να κάνουμε την εξής αντιστοίχιση μεταξύ των συμβόλων εκπομπής και ενός ζεύγους bit:

			
					00 → s0(t) (= -3d),

					01 → s1(t) (= -d),

					10 → s2(t) (= d),

					11 → s3(t) (= 3d).

			

			Κάθε ζεύγος από bit πληροφορίας {00 01 10 11} ονομάζεται (επίσης) σύμβολο (symbol). Αν ο χρόνος εκπομπής κάθε συμβόλου είναι Τs, τότε ο ρυθμός συμβόλων (symbol rate) θα είναι 1/Τs και ο αντίστοιχος ρυθμός bit θα είναι 2/Τs. (Θεωρούμε ότι ο χρόνος bit είναι Τb = Τs/2, αφού έχουμε 2 bits/symbol).

			Για την παραπάνω σηματοδοσία, η ενέργεια εκπομπής δεν είναι η ίδια για όλα τα σύμβολα. Η μέση ενέργεια εκμπομπής είναι:
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			Εξίσωση 3.40

			Σύμφωνα με την ανάλυση στην Ενότητα 3.1 ο βέλτιστος ανιχνευτής συγκρίνει για κάθε χρονική στιγμή kΤs, k=1,2,…, το δείγμα του δειγματολήπτη, έστω r, στην έξοδο του ενός (και μόνο) συσχετιστή, με καθένα από τα πιθανά πλάτη και επιλέγει αυτό το οποίο έχει τη μικρότερη Ευκλείδεια απόσταση από το δείγμα r. Ισοδύναμα, ο ανιχνευτής αυτός υλοποιείται ως ανιχνευτής κατωφλίου όπως δίνεται στο Σχήμα 3.26, με κατώφλια ανάμεσα στις δυνατές τιμές εξόδου (χωρίς θόρυβο) του συσχετιστή.
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			Σχήμα 3.26: Περιοχές ανίχνευσης για διαμόρφωση 4-PAM.

			Ακολουθώντας παρόμοια ανάλυση με εκείνη της μετάδοσης με δύο αντίθετα πλάτη, προκύπτει ότι η PDF της εξόδου r του συσχετιστή τη στιγμή της δειγματοληψίας, είναι:
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			Εξίσωση 3.41

			όπου Αm είναι το πλάτος που αντιστοιχεί στο σύμβολο sm. Επομένως, η πιθανότητα σφάλματος συμβόλου για 4-PAM δίνεται από τη σχέση (Proakis & Salehi, 1998):
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			Εξίσωση 3.42

			Παρατηρώντας από το Σχήμα 3.25 ότι το τετράγωνο της Ευκλείδειας απόστασης μεταξύ δύο γειτονικών πλατών είναι (2d)2 = 4d2 =δ2, το προηγούμενο αποτέλεσμα μπορεί να γραφεί:
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			Εξίσωση 3.43

			Επίσης, αν λάβουμε υπόψη μας την έκφραση για τη μέση ενέργεια εκπομπής, <E> = 5∙d2 => d2 = <E>/5, τότε το αποτέλεσμα της πιθανότητας σφάλματος για διαμόρφωση 4-PAM μπορεί να γραφεί ως εξής:
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			Εξίσωση 3.56

			Γενικότερα, για διαμορφώσεις Μ-PAM, με M πλάτη εκπομπής Am = (2m - M + 1)d, m = 0, 1, …….., M-1, η πιθανότητα σφάλματος συμβόλου του MLD δίνεται από τη σχέση:

			[image: C:\Users\Chrysa\Desktop\Equations\3.57.wmf]

			Εξίσωση 3.45

			όπου <E> είναι η μέση ενέργεια εκπομπής των Μ συμβόλων. Επίσης, αν ορίσουμε ως μέση ενέργεια ανά bit: < Eb > = < E > / log2(M), τότε θα έχουμε:
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			Εξίσωση 3.46

			Παράδειγμα 3.6

			Δημιουργήστε μία προσομοίωση Monte Carlo με βάση τον MLD και επιβεβαιώστε τα αναλυτικά αποτελέσματα της πιθανότητας σφάλματος συμβόλου για διαμόρφωση 4-PAM σε κανάλι AWGN.

			Απάντηση

			clear

			N = 10^6; % number of symbols

			ipHat = zeros(1,N);

			alpha4pam = [-3 -1 1 3]; % 4-PAM symbols

			ip = randsrc(1,N,alpha4pam);

			s = (1/sqrt(5))*ip; % normalization of energy Es=1

			Es_N0_dB = [0:1:20]; % multiple Es/N0 values in dB

			for ii = 1:length(Es_N0_dB)

			n = 1/sqrt(2)*[randn(1,N) + j*randn(1,N)]; % AWGN with variance 1

			y = s + 10^(-Es_N0_dB(ii)/20)*n;

			% MLD receiver implemented as a threshold detector

			  ipHat(find(y< -2/sqrt(5)))  = -3;

			  ipHat(find(y > 2/sqrt(5)))  = 3;

			  ipHat(find(y>-2/sqrt(5) & y<=0)) = -1;

			  ipHat(find(y>0 & y<=2/sqrt(5))) = 1;

			  nErr(ii) = size(find([ip- ipHat]), 2); % counting the errors

			end

			simSer = nErr/N; % simulated SER

			figure(1)

			semilogy(Es_N0_dB,simSer,’mx’,’LineWidth’,6);

			axis([0 20 10^-4 0.5])

			xlabel(‘Es/N0 (dB)’)

			ylabel(‘Symbol error rate’)

			hold on

			theorySer4PAMAWGN = (3/2)*qfunc(sqrt(2*10.^(Es_N0_dB/10)/5));

			semilogy(Es_N0_dB,theorySer4PAMAWGN,’k-’,’LineWidth’,2);

			legend(‘AWGN-Simulation’,’AWGN-Theory’);

			title(‘Symbol Error Rate for 4-PAM’)
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			Σχήμα 3.27: Πιθανότητα σφάλματος συμβόλου για 4-PAM συναρτήσει του SNR ανά σύμβολο.
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			Κριτήριο αξιολόγησης

			Κριτήριο

			Έστω ένα σύστημα μετάδοσης 4-PAM, το οποίο στέλνει ένα τετραγωνικό παλμό με τέσσερα δυνατά πλάτη εκπομπής: [-3,-1, +1,+3]∙√(Es/5), για χρονική διάρκεια Ts το καθένα, σε κανάλι με AWGN, με ισχύ θορύβου N0 (= 2σ2).

			
					Σχεδιάστε το διάγραμμα αστερισμού των συμβόλων εκπομπής.

					Σχεδιάστε το δέκτη προσαρμοσμένου φίλτρου (matched filter), δηλαδή καθορίστε την κρουστική απόκριση του φίλτρου, και τον ισοδύναμο δέκτη συσχέτισης (correlator receiver).

					Καθορίστε τις τιμές εισόδου στον ανιχνευτή κατωφλίου r (έξοδος δειγματολήπτη μετά το προσαρμοσμένο φίλτρο ή συσχετιστή), που αναμένονται για κάθε σύμβολο.	Με βάση τις τιμές εισόδου στον ανιχνευτή κατωφλίου r, δώστε το κριτήριο απόφασης του ανιχνευτή (detector) για κάθε σύμβολο εκπομπής.



					Δώστε τη μαθηματική έκφραση της υπό συνθήκη (συνθήκη ότι έχει σταλεί κάποιο συγκεκριμένο σύμβολο) πυκνότητα πιθανότητας να λάβουμε μία τιμή r στην είσοδο του ανιχνευτή για κάθε σύμβολο εκπομπής.

					Δώστε τη μαθηματική έκφραση της πιθανότητας να έχουμε λάθος συμβόλου (symbol error), με την προϋπόθεση ότι έχει σταλεί το σύμβολο -√ (Es/5).

					Υπολογίστε την παραπάνω πιθανότητα σφάλματος στο Matlab, για SNR = Es/N0 = 6dB.

			

			Λύση

			1. Το διάγραμμα αστερισμού των συμβόλων εκπομπής είναι:
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			Σχήμα 3.28: Διάγραμμα αστερισμού των συμβόλων εκπομπής.

			Επομένως, η μέση εκπεμπόμενη ενέργεια να ισούται με Es. Το σύστημα σηματοδοσίας 4-PAM στέλνει για κάθε σύμβολο εκπομπής τον παρακάτω τετραγωνικό παλμό s(t) (σταθερό μοναδιαίο πλάτος στη διάρκεια εκπομπής του συμβόλου):
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			Σχήμα 3.29: Διάγραμμα τετραγωνικού παλμού.

			Αλλά με 4 διαφορετικά πλάτη, ανάλογα με το σύμβολο εκπομπής. Τα πλάτη εκπομπής δίνονται στο διάγραμμα αστερισμού των συμβόλων εκπομπής.

			2. Όπως φαίνεται στο προηγούμενο σχήμα, ο παλμός για όλα τα σύμβολα είναι ο ίδιος. (Το μόνο που αλλάζει ανά σύμβολο είναι το πλάτος εκπομπής.) Επομένως, στο δέκτη προσαρμοσμένου φίλτρου μπορούμε να βάλουμε ένα φίλτρο με κρουστική απόκριση προσαρμοσμένη στον παλμό εκπομπής και, ανάλογα με το πλάτος εξόδου, να αποφασίζουμε για το ποιο σύμβολο έχει μεγαλύτερη πιθανότητα να έχει εκπεμφθεί.

			Από τη θεωρία, η κρουστική απόκριση προσαρμοσμένη στον τετραγωνικό παλμό δίνεται από τη σχέση h(t) = s (Ts - t), η οποία, για τον τετραγωνικό παλμό, λόγω συμμετρίας, καταλήγει να είναι ο ίδιος ο παλμός, δηλαδή h(t) =s(t), όπως φαίνεται στο επόμενο σχήμα

			[image: ]

			Σχήμα 3.30: Διάγραμμα της κρουστικής απόκρισης προσαρμοσμένης στον τετραγωνικό παλμό.

			O δέκτης υλοποιείται ως προσαρμοσμένο φίλτρο:
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			Σχήμα 3.31: Διάγραμμα του δέκτη, ο οποίος υλοποιείται ως προσαρμοσμένο φίλτρο.

			ή ως συσχετιστής:
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			Σχήμα 3.32: Διάγραμμα του δέκτη, ο οποίος υλοποιείται ως συσχετιστής.

			3. Απουσία θορύβου, δηλαδή όταν n(t) = 0, προκύπτει εύκολα ότι για είσοδο το σύμβολο με πλάτος -3∙Α, η έξοδος του δειγματολήπτη μετά το προσαρμοσμένο φίλτρο ή τον συσχετιστή θα έχουμε
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			Ανάλογα προκύπτουν και οι τιμές εισόδου στον ανιχνευτή (που κάνει την εκτίμηση του συμβόλου) για τα υπόλοιπα τρία σύμβολα εκπομπής, με αποτέλεσμα το διάγραμμα αστερισμού των τιμών του r (χωρίς θόρυβο) να είναι:
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			Σχήμα 3.33: Διάγραμμα αστερισμού των τιμών του r (χωρίς θόρυβο).

			Αν θεωρήσουμε, για ευκολία, Ts = 1, τότε το διάγραμμα αστερισμού του σήματος λήψης είναι ίδιο με εκείνο του σήματος εκπομπής.

			4. Έστω ότι ο MLD υλοποιείται ως ένας ανιχνευτής κατωφλίου. Επειδή πρέπει να διακρίνουμε ανάμεσα στα πλάτη [-3ΑΤs, - ΑΤs, ΑΤs, 3ΑΤs], τα όρια των περιοχών ανίχνευσης των συμβόλων θα είναι -2ΑΤs, 0, 2ΑΤs, (για την πραγματική περίπτωση που υπάρχει θόρυβος), όπως φαίνεται στο επόμενο σχήμα:
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			Σχήμα 3.34: Περιοχές ανίχνευσης για τις τιμές του r (για την πραγματική περίπτωση που υπάρχει θόρυβος).

			Επομένως η εκτίμηση των συμβόλων εκπομπής και των αντίστοιχων bits θα γίνεται με βάση το παρακάτω κριτήριο:
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			5. Θεωρώντας ότι το σύμβολο που φτάνει στην είσοδο του δέκτη έχει θόρυβο AWGN, με ισχύ θορύβου N0 πρέπει να βρούμε την ισχύ ή, ισοδύναμα, τη διακύμανση του θορύβου μετά το προσαρμοσμένο φίλτρο ή τον συσχετιστή.

			Δηλαδή, πρέπει να βρούμε τη διακύμανση της συνιστώσας του θορύβου που υπάρχει στις τιμές του r. Από τη θεωρία, προκύπτει ότι ο θόρυβος στο r παραμένει AWGN (όπως και ο αρχικός στη είσοδο του δέκτη), αλλά η διακύμανση του πολλαπλασιάζεται με την ενέργεια του σήματος στο προσαρμοσμένο φίλτρο ή στο συσχετιστή, s(t). Για την περίπτωση μας, όπου το s(t) έχει μοναδιαίο πλάτος και διάρκεια Ts, η ενέργεια του είναι:
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			Επομένως, η διακύμανση του Γκαουσιανού θορύβου στη στατιστική ανίχνευσης r θα είναι:
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			Εξίσωση 3.47

			Αν, για ευκολία, θεωρήσουμε ότι Ts = 1, τότε θα έχουμε: σn2 = σ2 και η υπό συνθήκη (ότι έχει σταλεί κάποιο συγκεκριμένο σύμβολο) πυκνότητα πιθανότητας να λάβουμε μια τιμή r στην είσοδο του ανιχνευτή για κάθε σύμβολο εκπομπής θα είναι:
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			Εξίσωση 3.48

			6. Η πιθανότητα σφάλματος ενός συμβόλου με ένα γειτονικό του λόγω AWGN καθορίζεται από την   Ευκλείδεια απόσταση των δύο συμβόλων εκπομπής, με βάση τη μαθηματική σχέση:

			[image: C:\Users\Chrysa\Desktop\Equations\3.65.wmf]

			Εξίσωση 3.49

			Το σύμβολο s1 = -A με Α = √(Es/5), μπορεί να μπερδευτεί, λόγω του αθροιστικού θορύβου που έρχεται μαζί με το πλάτος του συμβόλου, με τα άλλα 3 σύμβολα εκπομπής, από τα οποία έχει τις εξής Ευκλείδειες αποστάσεις: (με βάση το διάγραμμα αστερισμού των σημάτων εκπομπής ή λήψης):

			
					d(s1, s0) = |-A-(-A)| = |2A| = 2A

					d(s1, s2) = |-A-(A)| = |-2A| = 2A

					d(s1, s3) = |-A-(3A)| = |-4A| = 4A

			

			Επομένως, η πιθανότητα σφάλματος για το σύμβολο s1= -A, θα είναι:
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			Εξίσωση 3.50

			όπου Es / N0 είναι το= SNR ανά σύμβολο.

			7. Στο Matlab μπορούμε εύκολα να υπολογίσουμε το προηγούμενο αποτέλεσμα για SNR = Es/N0 = 6dB, ως εξής:

			>> SNR_dB=6;

			>> SNR=10^(SNR_dB/10)

			SNR =

			 3.9811

			>> Pe=2*qfunc(2*SNR/5)+qfunc(8*SNR/5)

			Pe =

			 0.1113
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			Κεφάλαιο 4

			Ψηφιακές διαμορφώσεις διέλευσης ζώνης

			Σύνοψη

			Στο κεφάλαιο αυτό δίνονται οι μαθηματικές εκφράσεις των ψηφιακών διαμορφώσεων διέλευσης ζώνης και το ισοδύναμο σύστημα βασικής ζώνης. Επίσης, προσδιορίζεται ο κανόνας απόφασης μέγιστης πιθανοφάνειας και αποδεικνύεται ότι είναι ισοδύναμος με το κριτήριο της μικρότερης Ευκλείδειας απόστασης του δείγματος απόφασης με κάποιο σύμβολο από τα σύμβολα εκπομπής, αλλά και με τον ανιχνευτή κατωφλίου. Τέλος, χρησιμοποιώντας ανιχνευτή κατωφλίου, υπολογίζουμε τη πιθανότητα σφάλματος συμβόλου (symbol error probability/SEP) με προσομοίωση Monte Carlo και με αναλυτική μέθοδο για διάφορες ψηφιακές διαμορφώσεις σε κανάλι AWGN.

			Προαπαιτούμενη γνώση

			Ο αναγνώστης απαιτείται να έχει γνώσεις για αθροιστικό Γκαουσιανό θόρυβο και συστήματα βασικής ζώνης.

			4.1 Ψηφιακά σήματα M-PSK

			Τα σήματα M-αδικής μεταλλαγής φάσης (Μ-ary Phase Shift Keying/M-PSK) μπορούν να εκφραστούν ως γραμμικός συνδυασμός δύο ορθοκανονικών κυματομορφών φ1(t), φ2(t) (Goldsmith, 2005):
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			Εξίσωση 4.1

			ως εξής:
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			Εξίσωση 4.2

			όπου gT(t) είναι κάποιος παλμός εκπομπής με χρονική διάρκεια Τ και ενέργεια Eg. Παρατηρούμε ότι τα φ1(t) και φ2(t) έχουν ενέργεια ίση με 1:
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			Εξίσωση 4.3

			Αφού το 2ο ολοκλήρωμα υπολογίζεται στην τιμή μηδέν, για T >> Tc = 1 / fc λόγω της ύπαρξης πολλών περιόδων του όρου cos(4πfct) και της εναλλαγής προσήμου με ίση χρονική διάρκεια του όρου αυτού σε κάθε περίοδο.

			Επίσης, τα σήματα φ1(t) και φ2(t) είναι ορθογώνια, όπως προκύπτει εύκολα από την ορθογωνιότητα των όρων { cos(2πfct), sin(2πfct) }, για διάρκεια T >> Tc.

			Τα σήματα sm(t), για m = 1, 2, ..., M, αντιστοιχούν σε Μ διαφορετικές κυματομορφές εκπομπής, οι οποίες μπορεί να εκφραστούν ισοδύναμα από τις προβολές:
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			Εξίσωση 4.4

			Οι προβολές sm1 και sm2 του σήματος sm(t), για m = 1, 2, ..., M, μπορεί να προκύψουν με τη συσχέτιση του sm(t) με τα σήματα φ1(t) και φ2(t), αντίστοιχα:
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			Εξίσωση 4.5
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			Εξίσωση 4.6

			Χρησιμοποιώντας τις Εξισώσεις 4.5 και 4.6 στην Εξίσωση 4.2, η μαθηματική σχέση που δίνει τα σύμβολα Μ-PSK είναι:
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			Εξίσωση 4.7

			Η γεωμετρική απεικόνιση στο Ευκλείδειο επίπεδο των συμβόλων της διαμόρφωσης Μ-PSK προκύπτει αντιστοιχίζοντας τον οριζόντιο άξονα στην φ1(t) και τον κατακόρυφο άξονα στην φ2(t). Για παράδειγμα, η διαμόρφωση 4-PSK έχει σε έναν δισδιάστατο χώρο τη γεωμετρική απεικόνιση που φαίνεται στο Σχήμα 4.1.
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			Σχήμα 4.1: Διάγραμμα αστερισμού για δύο διαφορετικές υλοποιήσεις της 4-PSK.

			Η ενέργεια εκπομπής κάθε συμβόλου Sm δίνεται από τη σχέση:
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			Το πλάτος εκπομπής κάθε συμβόλου ισούται με την Eυκλείδεια απόσταση του σημείου με συντεταγμένες:
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			από την αρχή των αξόνων, δηλαδή από το σημείο (0, 0), και είναι:
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			Εξίσωση 4.8

			Επομένως κάθε σύμβολο εκπομπής της Μ-PSK μπορεί να οριστεί από το άνυσμα:
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			Η γωνία θm, m = 1,...,Μ, καθορίζει την αρχική φάση του φέροντος για το m-οστό σύμβολο εκπομπής. Η διαφορετική αρχική φάση για κάθε σύμβολο δίνει μία διαφορετική αρχική τιμή πλάτους για κάθε σύμβολο εκπομπής, όπως για παράδειγμα φαίνεται στο Σχήμα 4.2.
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			Σχήμα 4.2: Τέσσερα σύμβολα εκπομπής αντιστοιχούν σε τέσσερις διαφορετικές αρχικές τιμές πλάτους για το φέρον.

			Θεωρώντας ότι θm = (2m-1) π / M, m = 1, …, M, , κάθε σύμβολο εκπομπής της M-PSK μπορεί να εκφραστεί ισοδύναμα με οποιαδήποτε από τις μαθηματικές εκφράσεις της Εξίσωσης 4.9:
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			Εξίσωση 4.9

			όπου:

			
					I(t)+ j Q(t) είναι ο μιγαδικός αριθμός που εκφράζει το σήμα στη βασική ζώνη (baseband),

					I(t) είναι η συμφασική συνιστώσα (in-phase (I) component),

					Q(t) είναι η ορθογώνια συνιστώσα (quadrature (Q) component),

					gΤ(t) είναι η κρουστική απόκριση του φίλτρου για μορφοποίηση παλμού με διάρκεια Τ,

					Α είναι το πλάτος του φέροντος.

			

			Από την Εξίσωση 4.9, παρατηρούμε ότι τα σύμβολα εκπομπής Μ-PSK μπορεί να εκφραστούν στη βασική ζώνη (θεωρώντας fc=0) ως μιγαδικοί αριθμοί. Το πραγματικό μέρος του μιγαδικού αριθμού θα ισούται με την προβολή του συμβόλου στην φ1(t) (ανάλογη του συνημιτόνου (cosine) του φέροντος), ενώ το φανταστικό μέρος θα ισούται με την προβολή στην φ2(t) (ανάλογη του ημιτόνου (sine) του φέροντος). Επομένως, η προσομοίωση μιας διαμόρφωσης διέλευσης ζώνης μπορεί να υλοποιηθεί με την προσομοίωση του ισοδύναμου συστήματος βασικής ζώνης (low-pass equivalent system). Η ορθογωνιότητα των όρων {cos(2πfct), sin(2πfct)} σε διέλευση ζώνης αντιστοιχεί στην ορθογωνιότητα του πραγματικού και του φανταστικού μέρους ενός μιγαδικού αριθμού στη βασική ζώνη. Αυτό έχει το μεγάλο πλεονέκτημα ότι δεν απαιτείται δειγματοληψία κατά Nyquist με ρυθμό μεγαλύτερο του 2fc (που θα οδηγούσε σε εκατοντάδες δείγματα ανά σύμβολο, αφού fc >> 1/T), αλλά δειγματοληψία με ρυθμό ανάλογο του χρόνου συμβόλου (symbol time) Τ. Συνήθως, η προσομοίωση χωρίς τη χρήση παλμού εκπομπής θεωρεί 1 δείγμα ανά σύμβολο εκπομπής.

			4.2 Ψηφιακά σήματα M-QAM

			Στην περίπτωση της ψηφιακής διαμόρφωσης M-PSK όλα τα σύμβολα εκπομπής έχουν την ίδια ενέργεια εκπομπής (η πληροφορία βρίσκεται στη φάση του μιγαδικού αριθμού στο οποίο αντιστοιχεί το κάθε σύμβολο). Η πιο γενική κατηγορία ψηφιακής διαμόρφωσης αντιστοιχεί στην ύπαρξη διαφορετικών πλατών εκπομπής (επομένως, και ενέργειας εκπομπής) για τα σύμβολα μετάδοσης. Αυτή η μετάδοση ονομάζεται ορθογώνια διαμόρφωση πλάτους (Quadrature Amplitude Modulation/QAM) και κάθε σύμβολο καθορίζεται από δύο παραμέτρους: το πλάτος και τη φάση του φέροντος.

			Επομένως το σήμα M-QAM μπορεί να εκφραστεί από τη μαθηματική σχέση (Goldsmith, 2005):
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			Εξίσωση 4.10

			όπου:
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			Εξίσωση 4.11

			είναι το πλάτος και η φάση του φέροντος, αντίστοιχα, για το m-οστό, m = 1,…, M, σήμα εκπομπής, και gΤ(t) είναι ένας παλμός με ενέργεια Εg. Έτσι, είναι προφανές ότι οι κυματομορφές που προκύπτουν από τη διαμόρφωση αυτή μπορεί να θεωρηθούν συνδυασμός διαμόρφωσης πλάτους και φάσης. Στη γεωμετρική απεικόνιση του ανύσματος: Vmejθm, η Ευκλείδεια απόσταση του m-οστού σημείου από το κέντρο των αξόνων δηλώνει το πλάτος Vm, ενώ η γωνία που σχηματίζει με τον οριζόντιο άξονα καθορίζει την αρχική φάση θm του εκπεμπόμενου σήματος. Το ισοδύναμο σύστημα βασικής ζώνης μπορεί να προκύψει από τη σχέση:
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			Εξίσωση 4.12

			όπου [Am1, Am2] είναι τα πλάτη των ορθογώνιων σημάτων που αθροίζονται στο τελικό σήμα εκπομπής, και δίνονται από τη σχέση:
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			Εξίσωση 4.13

			Στην Εξίσωση 4.13 Εmin είναι η ενέργεια του σήματος με το μικρότερο πλάτος και (αm, bm) είναι ένα ζευγάρι ανεξάρτητων ακεραίων, οι τιμές των οποίων εξαρτώνται από το συγκεκριμένο σημείο στο διάγραμμα αστερισμού.

			Όπως στην περίπτωση των σημάτων Μ-PSK, έτσι και για σήματα M-QAM, οι κυματομορφές εκπομπής μπορούν να εκφραστούν ως γραμμικός συνδυασμός των δύο ορθογώνιων κυματομορφών, φ1(t) και φ2(t). Οι προβολές στη βάση αυτή δίνονται από τη σχέση:
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			Εξίσωση 4.14

			όπου τα (αm, bm) είναι στοιχεία ενός L × L πίνακα, με L= √M. Για παράδειγμα, η ψηφιακή διαμόρφωση 16-QAM ορίζεται από τον 4 × 4 πίνακα:
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			Εξίσωση 4.15

			Στην πράξη, μια διαμόρφωση M-QAM μπορεί να δοθεί ως δύο ορθογώνιες L-PAM, όπου η μία διαμορφώνει το συνημίτονο του φέροντος και η άλλη το ημίτονο του φέροντος. Για παράδειγμα, για 16-QAM, η αρχική ακολουθία των bits (bit stream) μπορεί να χωριστεί ανά 4 bits πληροφορίας ως εξής: τα 2 πρώτα bits να διαμορφώσουν την συμφασική (in-phase/Ι) συνιστώσα του φέροντος και τα 2 επόμενα bits την ορθογώνια (quadrature/Q) συνιστώσα του φέροντος. Τα 2 bits σε κάθε διάσταση (Ι & Q) δίνουν 22 = 4 δυνατούς συνδυασμούς bits και γι’αυτό μετατρέπονται σε 4 διαφορετικά πλάτη (4-PAM), έστω [-3, -1, 1, 3]. Αυτή η διαδικασία ακολουθείται και στο συμφασικό και στο ορθογώνιο μέρος, τα οποία τελικά συνδυάζονται ως μιγαδικοί αριθμοί στην αναπαράσταση βασικής ζώνης, ώστε να δημιουργηθούν τα 16 σύμβολα εκπομπής της 16-QAM. Με αυτό το τρόπο προκύπτουν οι τιμές των στοιχείων (αm, bm) του πίνακα της Eξίσωσης (4.15). Η Ευκλείδεια απόσταση μεταξύ δύο σημείων στο διάγραμμα αστερισμού M-QAM είναι:
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			Εξίσωση 4.16

			4.3 Αποδιαμόρφωση ψηφιακών σημάτων διέλευσης ζώνης

			Το λαμβανόμενο σήμα:

			[image: C:\Users\Chrysa\Desktop\Equations\4.20.wmf]

			μπορεί να αναλυθεί στην ορθοκανονική βάση των { φ1(t), φ2(t) }, ώστε να υπολογιστούν οι δύο προβολές, όπως φαίνεται στο Σχήμα 4.3.
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			Σχήμα 4.3: Εύρεση προβολών στη βάση {φ1(t), φ2(t)}.

			Η συγκεκριμένη επεξεργασία για τον πάνω κλάδο (προβολή στο φ1(t)) εκφράζεται μαθηματικά ως εξής:
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			Εξίσωση 4.17

			Αποδεικνύεται ότι ο όρος:
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			Εξίσωση 4.18

			είναι τυχαία Γκαουσιανή μεταβλητή (όπως και ο εισερχόμενος αρχικός θόρυβος, n(t)), με μέση τιμή:
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			Εξίσωση 4.19

			και διακύμανση (Proakis & Salehi, 1998):
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			Εξίσωση 4.20

			Επομένως, το r1(T) = sm1 + n1(T) είναι τυχαία μεταβλητή με Γκαουσιανή κατανομή:
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			Εξίσωση 4.21

			Παρόμοια αποτελέσματα προκύπτουν για τη στατιστική του r2(T) = sm2 + n2(T)
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			Εξίσωση 4.22

			Η συνδυασμένη (joint) υπό συνθήκη πιθανότητα του r = [r1, r2] (θεωρώντας ότι λαμβάνεται το σύμβολο sm = [sm1, sm2], m = 1, …., M), λόγω ανεξαρτησίας των δύο τυχαίων μεταβλητών r1 και r2, είναι:
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			Εξίσωση 4.23

			4.3.1 Κανόνας απόφασης μέγιστης πιθανοφάνειας

			Με το δέκτη συσχέτισης υπολογίζουμε τις τιμές των προβολών του λαμβανόμενου σήματος στις δύο συναρτήσεις (σήματα) βάσης. Έχοντας υπολογίσει τις δύο προβολές του μονοδιάστατου πίνακα (vector) r = [r1, r2], ο ανιχνευτής πρέπει να επιλέξει το σύμβολο με τη μεγαλύτερη εκ των υστέρων πιθανότητα (Proakis & Salehi, 2002):
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			Εξίσωση 4.24

			Χρησιμοποιώντας όμως τον κανόνα του Bayes, έχουμε:
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			Εξίσωση 4.25

			Οπότε, για ισοπίθανα σύμβολα p(sm)=1/M και αφού το p(r) είναι κοινό σε όλες τις εκ των υστέρων πιθανότητες, το παραπάνω κριτήριο απόφασης ισοδυναμεί με το κριτήριο μέγιστης πιθανοφάνειας (Maximum Likelihood Criterion/MLC):
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			Εξίσωση 426

			Επειδή οι προβολές r1 και r2 είναι στατιστικά ανεξάρτητες Γκαουσιανές μεταβλητές με την ίδια διακύΕπειδή οι προβολές r1 και r2 είναι στατιστικά ανεξάρτητες Γκαουσιανές μεταβλητές με την ίδια διακύμανση σn2 = N0/2, η συνδυασμένη συνάρτηση πιθανοφάνειας για το διάνυσμα r = [r1, r2] θα είναι:
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			Εξίσωση 4.27

			Επομένως, ο εκτιμητής μέγιστης πιθανοφάνειας (Maximum Likelihood Estimator/MLE) θα επιλέξει το σύμβολο με τη μεγαλύτερη πιθανοφάνεια (Proakis, 2002):

			[image: C:\Users\Chrysa\Desktop\Equations\4.32.wmf]

			Εξίσωση 4.28

			Για να απλοποιήσουμε τους υπολογισμούς, παίρνουμε το λογάριθμο της συνάρτησης πιθανοφάνειας και έχουμε:

			[image: C:\Users\Chrysa\Desktop\Equations\4.33.wmf]

			Εξίσωση 4.29

			Από την προηγούμενη σχέση, εύκολα προκύπτει ότι η μέγιστη πιθανοφάνεια ισοδυναμεί με την επιλογή:

			[image: C:\Users\Chrysa\Desktop\Equations\4.34.wmf]

			Εξίσωση 4.30

			Δηλαδή, επιλέγουμε το σύμβολο που έχει τη μικρότερη Ευκλείδεια απόσταση μεταξύ του σημείου με συντεταγμένες r=[r1, r2] και του sm = [sm1, sm2]. Επομένως, σύμφωνα με τον κανόνα απόφασης ή, ισοδύναμα, το κριτήριο ανίχνευσης, επιλέγεται το σύμβολο που είναι «πιο κοντά» (έχει τη μικρότερη Eυκλείδεια απόσταση) στο σήμα λήψης r=[r1, r2].

			4.3.2 Πιθανότητα σφάλματος Μ-PSK και Μ-QAM σε AWGN με αναλυτική μέθοδο

			Για διαμορφώσεις Μ-PSK, υπολογίζουμε τις προβολές [r1, r2], από τις οποίες μπορούμε να βρούμε το πλάτος και τη γωνία του λαμβανομένου συμβόλου από τις σχέσεις:
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			Απουσία θορύβου, θα έχουμε:

			[image: ]

			Παρουσία θορύβου, η γωνία θ θα διαφέρει από την θm. Επειδή το πλάτος δεν αποτελεί ξεχωριστό χαρακτηριστικό για κάθε διαφορετικό σύμβολο M-PSK, η ανίχνευση με το κριτήριο μέγιστης πιθανοφάνειας ισοδυναμεί με την επιλογή του συμβόλου με την μικρότερη τιμή  |θm - θ| (Σχήμα 4.4). Αυτός ο κανόνας επιλέγει το σύμβολο διαμόρφωσης sm για το οποίο το σήμα λήψης r = [r1, r2] πέφτει στην περιοχή ανίχνευσης του m-οστού συμβόλου (Goldsmith, 2005).

			[image: ]

			Σχήμα 4.4: Δέκτης για αποδιαμόρφωση Μ-PSK.

			Παράδειγμα 4.1

			i) Δημιουργήστε στο Matlab το διάγραμμα αστερισμού για διαμόρφωση 8-PSK.

			ii) Υλοποιήστε σε κώδικα Matlab τη διαμόρφωση και αποδιαμόρφωση της 8-PSK. 

			Απάντηση

			i)  Στο Matlab, τα σύμβολα εκπομπής για 8-PSK αντιστοιχούν στους ακέραιους αριθμούς m = 0,1,…, 7, αφού η αρχική φάση κάθε συμβόλου δίνεται από τη σχέση  θm = 2πm/8. Στο πρόγραμμα που ακολουθεί αντιστοιχούμε κάθε ακέραιο m στο διάστημα [0, 7] σε μία τριάδα από bit και την απεικονίζουμε στο σημείο με πολικές συντεταγμένες ejθm.

			clear;

			M=8;

			ref = [0:M-1];

			ipBin = dec2bin(ref.’);

			ipPhase = ref*2*pi/M;     % conversion from integer to phase

			mod = exp(j*ipPhase);        % modulation symbols at baseband 

			scatterplot(mod);

			text(real(mod)-0.1, imag(mod)-0.1, ipBin);

			axis([-1.25 1.25 -1.25 1.25]);

			Λαμβάνουμε τα αποτελέσματα στο Σχήμα 4.5

			[image: ]

			Σχήμα 4.5: Διάγραμμα αστερισμού για 8-PSK.

			ii) Στο δέκτη, υπολογίζουμε τη λαμβανόμενη φάση του σήματος λήψης opPhase και στη συνέχεια χρησιμοποιούμε τη συνάρτηση round του Matlab για να βρούμε απευθείας την πιο κοντινή φάση που αντιστοιχεί σε σύμβολο εκπομπής. Από τον κώδικα που ακολουθεί, παρατηρούμε ότι ο ακέραιος round(opPhase/(2*pi/M)) δίνει τον ακέραιο αριθμό κάθε συμβόλου.

			clear;

			M=8;

			ip=[0:M-1];  % M symbols as integer numbers

			% phase generation

			ipPhase = ip*2*pi/M; % convert from integer to phase

			% symbol generation

			s = exp(j*ipPhase); % modulation symbols for M-PSK

			% demodulation without noise

			y = s;

			% find the phase from [-pi to +pi]

			opPhase = angle(y); % obtain phase of received symbol

			% add 2*pi to phases of negative values

			opPhase(find(opPhase<0)) = opPhase(find(opPhase<0)) + 2*pi;

			% round the received phase to the closest constellation

			ipPhaseHat = 2*pi/M*round(opPhase/(2*pi/M));

			% change to 0 all phases found as 2*pi

			% in order to compare with the transmitted phase with value 0

			ipPhaseHat(find(ipPhaseHat==2*pi)) = 0;

			ipDecHat = round(ipPhaseHat/((2*pi)/M));

			Λαμβάνουμε τα αποτελέσματα:

			>> ip =

			0     1     2     3     4     5     6     7

			>> ipDecHat =

			0     1     2     3     4     5     6     7

			4.3.3 Αποδιαμόρφωση για M-QAM

			Στην πράξη, επειδή το σήμα M-QAM αναλύεται σε 2 ορθογώνιες √M-PAM, μπορούμε να αποδιαμορφώσουμε το κάθε √M-PAM ανεξάρτητα και στη συνέχεια να τα ενώσουμε ως μιγαδικό αριθμό για την εκτίμηση του συμβόλου εκπομπής. Επομένως, μπορούμε να βρούμε το πλάτος της √M-PAM που είναι πιο «κοντά» στο r1 και το πλάτος της √M-PAM που είναι πιο «κοντά» στο r2, και να αποφασίσουμε για το σύμβολο εκπομπής που λάβαμε. Όπως είδαμε στο Κεφάλαιο 3, ο ανιχνευτής μικρότερης Eυκλείδειας απόστασης υλοποιείται με ανιχνευτή κατωφλίου με κατώφλια ανάμεσα στα δυνατά πλάτη των συμβόλων εκπομπής. Αυτήν τη μέθοδο θα χρησιμοποιήσουμε στην προσομοίωση Monte Carlo.

			Παράδειγμα 4.2

			Δώστε σε κώδικα Matlab τη διαμόρφωση και αποδιαμόρφωση της 16-QAM.

			Απάντηση

			clear;

			N=4;

			alpha4pam = [-3 -1 1 3];   % 16-QAM alphabets

			ip = randsrc(1,N,alpha4pam) + j*randsrc(1,N,alpha4pam);

			s = (1/sqrt(10))*ip; 	% normalization of energy to 1

			% received symbol without noise

			y = s;

			% Detection of 16-QAM symbols as 2 orthogonal 4-PAM

			y_re = real(y); % real part

			y_im = imag(y); % imaginary part

			ipHat_re(find(y_re < -2/sqrt(10))) = -3;

			ipHat_re(find(y_re > 2/sqrt(10))) = 3;

			ipHat_re(find(y_re > -2/sqrt(10) & y_re<=0)) = -1;

			ipHat_re(find(y_re > 0 & y_re<=2/sqrt(10))) = 1;

			ipHat_im(find(y_im < -2/sqrt(10))) = -3;

			ipHat_im(find(y_im > 2/sqrt(10))) = 3;

			ipHat_im(find(y_im > -2/sqrt(10) & y_im<=0)) = -1;

			ipHat_im(find(y_im > 0 & y_im<=2/sqrt(10)))  = 1;

			ipHat = ipHat_re + j*ipHat_im;

			Λαμβάνουμε τα αποτελέσματα:

			ip =   3.0000 + 3.0000i   -1.0000 + 3.0000i   1.0000 + 1.0000i   1.0000 - 3.0000i

			ipHat = 3.0000 + 3.0000i   1.0000 + 3.0000i   1.0000 + 1.0000i   1.0000 - 3.0000i

			4.4 Πιθανότητα σφάλματος Μ-PSK και Μ-QAM σε AWGN με αναλυτική μέθοδο

			Ο υπολογισμός της πιθανότητας σφάλματος γίνεται πιο περίπλοκος καθώς μεγαλώνει το μέγεθος του διαγράμματος αστερισμού (constellation diagram) της διαμόρφωσης, αφού αυξάνονται οι τρόποι που μπορεί να γίνει ένα σφάλμα συμβόλου. Μία απλή προσέγγιση της πιθανότητας σφάλματος θεωρεί ότι για μεγάλες τιμές του SNR ανά σύμβολο, γs = Es/N0, η πιθανότητα σφάλματος Ps είναι περίπου ίση με την πιθανότητα να συμβεί λάθος με κάποιο γειτονικό σύμβολο. Εάν τα σημεία των συμβόλων χωρίζονται με μια ελάχιστη Ευκλείδεια απόσταση dmin, τότε η Ps είναι περίπου ίση με το γινόμενο του αριθμού των γειτονικών συμβόλων, έστω α, με την πιθανότητα ο θόρυβος AWGN να ξεπεράσει τη τιμή dmin/2 (Goldsmith, 2005; Proakis &Salehi 2002):
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			Εξίσωση 4.31

			όπου dmin είναι η Ευκλείδεια απόσταση δύο γειτονικών συμβόλων. Για παράδειγμα, για την 2-PSK έχουμε δύο μόνο σύμβολα εκπομπής, τα οποία απέχουν μεταξύ τους κατά: 2√Es

			Επομένως, με α = 1, έχουμε:

			[image: C:\Users\Chrysa\Desktop\Equations\4.36.wmf]

			Εξίσωση 4.32

			Η Εξίσωση 4.32 συμφωνεί με την πιθανότητα σφάλματος συμβόλου της διαμόρφωσης 2-PAM στη βασική ζώνη με την οποία η 2-PSK είναι ισοδύναμη, όπως εύκολα προκύπτει από το διάγραμμα αστερισμού. Εφαρμόζοντας την παραπάνω προσέγγιση στις διαμορφώσεις M-PSK και M-QAM, βρίσκουμε (Simon & Alouini, 2000; Goldsmith, 2005):

			[image: C:\Users\Chrysa\Desktop\Equations\4.37.wmf]

			Εξίσωση 4.33

			όπου τα αΜ και βΜ εξαρτώνται από τον τύπο της διαμόρφωσης. Επίσης, μερικές φορές θέλουμε να γνωρίζουμε την επίδοση κάποιας διαμόρφωσης, ως την πιθανότητα σφάλματος bit, Pb, σε συνάρτηση με το SNR ανά bit, γb = Eb / N0. Για να μετατρέψουμε την Ps σε Pb, πρέπει να σκεφτούμε την αντιστοιχία από bit σε σύμβολο, αλλά και τον αριθμό λαθών bit για κάθε λάθος συμβόλου.

			Για M-PSK και Μ-QAM με κωδικοποίηση Gray, μπορούμε να χρησιμοποιήσουμε την προσέγγιση σύμφωνα με την οποία ένα σφάλμα συμβόλου μιας Μ-αδικής διαμόρφωσης (log2M  bits/symbol) θα οδηγήσει σε ένα μονό σφάλμα bit. Επομένως, θα έχουμε:

			[image: C:\Users\Chrysa\Desktop\Equations\4.38.wmf]

			Εξίσωση 4.34

			Επίσης, επειδή έχουμε log2M bits ανά σύμβολο, ισχύει ότι γs = (log2M )γb. Χρησιμοποιώντας την προσέγγιση στην Εξίσωση 4.34, οδηγούμαστε σε έναν απλό τύπο για τη Pb ως συνάρτηση του γb:

			[image: ]

			Εξίσωση 4.35

			όπου:

			[image: ]

			Εξίσωση 4.36

			Όσον αφορά τις κυριότερες διαμορφώσεις με πρακτικό ενδιαφέρον για ασύρματες επικοινωνίες, έχουμε (Goldsmith, 2005):

			[image: ]

			Πίνακας 4.1: Πιθανότητες σφάλματος συμβόλου και bit σε κανάλι AWGN

			Παράδειγμα 4.3

			Χρησιμοποιώντας τη συνάρτηση-Q του Matlab υπολογίστε τη πιθανότητα σφάλματος συμβόλου για διαμόρφωση BPSK.

			Απάντηση

			Θα χρησιμοποιήσουμε τη συνάρτηση qfunc του Matlab για να υπολογίσουμε τη Σχέση 4.33 με τα αΜ και βΜ που αντιστοιχούν στη διαμόρφωση BSPK σύμφωνα με τον Πίνακα 4.1.

			clear;

			am = 1;

			bm = 2;

			snr_symbol_dB = 0:1:8; % different values for the SNR

			for ii = 1:length(snr_symbol_dB)

			% transform from dB to regular number and assign to variable snr

			snr = 10^(snr_symbol_dB(ii)/10.0);

			Ps(ii) = am*qfunc(sqrt(bm*snr));

			end

			semilogy(snr_symbol_dB, Ps)

			axis([0 8 10^(-5) 10^0])

			xlabel(‘SNR per symbol, Es/No (dB)’)

			ylabel(‘Probability of symbol error’)

			[image: ]

			Σχήμα 4.6: SEP συναρτήσει του SNR ανά σύμβολο για διαμόρφωση BPSK.

			Παράδειγμα 4.4

			Xρησιμοποιώντας την εναλλακτική έκφραση της Q-συνάρτησης (Simon & Alouini, 2000):

			[image: C:\Users\Chrysa\Desktop\Equations\4.41.wmf]

			Εξίσωση 4.37

			Υπολογίστε τη πιθανότητα σφάλματος συμβόλου για διαμόρφωση BPSK.

			Απάντηση

			H Εξίσωση 4.33 δίνει την πιθανότητα σφάλματος με την Γκαουσιανή Q-συνάρτηση, όπου αΜ και βΜ εξαρτώνται από τον τύπο της διαμόρφωσης. Χρησιμοποιώντας τη Σχέση 4.37, η πιθανότητα συμβόλου συναρτήσει της μέσης τιμή του SNR, γs, είναι:

			[image: C:\Users\Chrysa\Desktop\Equations\4.44.wmf]

			Εξίσωση 4.38

			Στο Matlab, η Σχέση 4.38 μπορεί να υπολογιστεί ως εξής:

			Βήμα 1:

			Δημιουργούμε μία συνάρτηση Matlab με τη συνάρτηση την οποία ολοκληρώνουμε:

			Αρχείο integrad.m

			function y = integrad(phi)

			global snr bm;

			temp = 2.*sin(phi).*sin(phi);

			y = exp(-bm.*snr./temp);

			Βήμα 2:

			Υπολογίζουμε τη Σχέση 4.38 στο Matlab:

			clear;

			global snr bm;

			am = 1;

			bm = 2;

			snr_symbol_dB = 0:1:8; % 9 different values for the SNR

			for i = 1:length(snr_symbol_dB)

			% transform from dB to regular number and assign to variable snr

			snr = 10^(snr_symbol_dB(i)/10.0);

			x = snr;

			Ps(i) = (am/pi)*quadl(@integrad, 0, pi/2, 10^(-6));

			end

			semilogy(snr_symbol_dB, Ps)

			axis([0 8 10^(-5) 10^0])

			xlabel(‘SNR per symbol, Es/No (dB)’)

			ylabel(‘Probability of symbol error’)

			Τα αποτελέσματα είναι, βέβαια, τα ίδια με αυτά της προηγούμενης μεθόδου στο Παράδειγμα 4.3.

			4.5 Πιθανότητα σφάλματος Μ-PSK και Μ-QAM σε AWGN με προσομοίωση Monte Carlo

			Με βάση την προηγούμενη θεωρία, υλοποιούμε προσομοίωση Monte Carlo, προκειμένου να βρούμε την πιθανότητα σφάλματος συμβόλου για διαμορφώσεις QPSK και 16-QAM. Η λογική που ακολουθεί το κάθε πρόγραμμα είναι:

			
					Δημιουργία συμβόλων εκπομπής σε βασική ζώνη.

					Προσθήκη θορύβου για συγκεκριμένη τιμή του SNR ανά σύμβολο.

					Εκτίμηση μέγιστης πιθανοφάνειας (MLE) των λαμβανομένων συμβόλων με χρήση ανιχνευτή κατωφλίου.

					Σύγκριση των συμβόλων εκπομπής με την έξοδο του MLE για υπολογισμό του αριθμού των λαθών.

			

			Για παραγωγή γρήγορων αποτελεσμάτων χρησιμοποιούμε 1 δείγμα/σύμβολο (μιγαδικός αριθμός με τιμή που εξαρτάται από το σύμβολο εκπομπής). Επομένως δεν υπάρχει παλμός εκπομπής και το σήμα λήψης (μιγαδικός αριθμός με σήμα και θόρυβο) οδηγείται απευθείας στον MLE. Τα αποτελέσματα της προσομοίωσης συγκρίνονται με τα αντίστοιχα της αναλυτικής έκφρασης του SEP. Ακολουθεί το πρόγραμμα προσομοίωσης Matlab για υπολογισμό του SEP με διαμόρφωση QPSK.

			clear

			N = 1*10^6; % number of symbols

			Es_N0_dB = [0:1:10]; % multiple Eb/N0 values

			ipHat = zeros(1,N);

			alpha2pam = [-1 1];   % 2-PAM in each dimension: real and imaginary

			for ii = 1:length(Es_N0_dB)

			   ip = randsrc(1,N,alpha2pam) + j*randsrc(1,N,alpha2pam);

			s = (1/sqrt(2))*ip;     % normalization of energy Es=1

			% create AWGN with variance 1

			n = 1/sqrt(2)*[randn(1,N) + j*randn(1,N)];

			% create received symbol with SNR = Es_N0_dB(ii)

			y = s + 10^(-Es_N0_dB(ii)/20)*n;

			% demodulation of QPSK symbols in Matlab

			y_re = real(y); % real

			y_im = imag(y); % imaginary

			ipHat(find(y_re < 0 & y_im < 0)) = -1 -1*j;

			ipHat(find(y_re >= 0 & y_im > 0)) = 1 + 1*j;

			ipHat(find(y_re < 0 & y_im >= 0)) = -1 + 1*j;

			ipHat(find(y_re >= 0 & y_im < 0)) = 1 - 1*j;

			% Find the errors

			nErr(ii) = size(find([ip- ipHat]),2); % counting the number of errors

			end

			simBer = nErr/N;

			theoryBer_AWGN = 2*qfunc(sqrt((10.^(Es_N0_dB/10))));

			figure(1)

			semilogy(Es_N0_dB,theoryBer_AWGN,’b.-’,’LineWidth’,2);

			hold on	

			semilogy(Es_N0_dB,simBer,’mx-’,’Linewidth’,2);

			axis([0 10 10^-5 1])

			legend(‘SER theory’,’SER simulation’)

			xlabel(‘SNR per symbol’)

			ylabel(‘Symbol Error Rate’)

			grid on

			Λαμβάνουμε τα αποτελέσματα:

			[image: ]

			Σχήμα 4.7: SEP συναρτήσει του SNR ανά σύμβολο για διαμόρφωση QPSK.

			Ακολουθεί το πρόγραμμα προσομοίωσης Matlab για υπολογισμό του SEP με διαμόρφωση 16-QAM.

			clear

			N = 1*10^6; % number of symbols

			Es_N0_dB = [0:1:20]; % multiple Eb/N0 values

			ipHat = zeros(1,N);

			for ii = 1:length(Es_N0_dB)

			% 16-QAM symbols at baseband are {±1±j, ±3±j, ±1±3j, ±3±3j}

			% Average energy of thw 16 symbols is: Es = 10

			% Create 16-QAM symbols by combining 2 orthogonal 4-PAM signals

				alpha4pam = [-3 -1 1 3];   % 16-QAM alphabets

				ip = randsrc(1,N,alpha4pam) + j*randsrc(1,N,alpha4pam);

				s = (1/sqrt(10))*ip; 	% normalization of energy to 1

			% create AWGN with variance 1

			n = 1/sqrt(2)*[randn(1,N) + j*randn(1,N)]; 

			% create received symbol with SNR = Es_N0_dB(ii)

			y = s + 10^(-Es_N0_dB(ii)/20)*n;

			% Detection of 16-QAM symbols in Matlab

			y_re = real(y); % real part

			y_im = imag(y); % imaginary part

			ipHat_re(find(y_re < -2/sqrt(10))) = -3;

			ipHat_re(find(y_re > 2/sqrt(10))) = 3;

			ipHat_re(find(y_re > -2/sqrt(10) & y_re<=0)) = -1;

			ipHat_re(find(y_re > 0 & y_re<=2/sqrt(10))) = 1;

			ipHat_im(find(y_im < -2/sqrt(10))) = -3;

			ipHat_im(find(y_im > 2/sqrt(10))) = 3;

			ipHat_im(find(y_im > -2/sqrt(10) & y_im<=0)) = -1;

			ipHat_im(find(y_im > 0 & y_im<=2/sqrt(10)))  = 1;

			% Find the errors

			nErr(ii) = size(find([ip- ipHat]),2); % counting the number of errors

			end

			simSer = nErr/N;

			theorySer_AWGN = 3*qfunc(sqrt((0.2*10.^(Es_N0_dB/10))));

			figure(1)

			semilogy(Es_N0_dB,theorySer_AWGN,’b.-’,’LineWidth’,2);

			hold on

			semilogy(Es_N0_dB,simSer,’mx-’,’Linewidth’,2);

			axis([0 20 10^-5 1])

			legend(‘SER theory’,’SER simulation’)

			xlabel(‘SNR per symbol’)

			ylabel(‘Symbol Error Rate’)

			grid on

			Λαμβάνουμε τα αποτελέσματα:
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			Σχήμα 4.8: SER συναρτήσει του SNR ανά σύμβολο για διαμόρφωση 16-QAM.

			Από τα Σχήματα 4.7 και 4.8 παρατηρούμε ότι τα αποτελέσματα της προσομοίωσης και της αναλυτικής μεθόδου σχεδόν ταυτίζονται. H μικρή απόκλιση των δύο καμπύλων του SEP για μικρές τιμές του SNR ωφείλεται στη χρήση της προσέγγισης (4.33), ότι σφάλματα δημιουργούνται μόνο από τα γειτονικά (πιο κοντινά) σύμβολα.

			Κριτήριο αξιολόγησης

			Κριτήριο

			Χρησιμοποιείστε συναρτήσεις του Matlab για τα εξής:

			
					Δημιουργήστε το διάγραμμα αστερισμού για διαμόρφωση 4-PSK (QPSK).

					Προσθέστε AWGN θόρυβο με SNR = 4.

					Δημιουργήστε το διάγραμμα αστερισμού για διαμόρφωση QPSK με θόρυβο.

					Υλοποιήστε την αποδιαμόρφωση.

					Υπολογίστε τον αριθμό των λάθος εκτιμώμενων συμβόλων.

			

			Λύση

			1. Χρησιμοποιούμε τη συνάρτηση randsrc για δημιουργία τυχαίων ακεραίων στο διάστημα [0, Μ-1] και στη συνέχεια τη συνάρτηση pskmod για τη δημιουργία των μιγαδικών αριθμών των συμβόλων εκπομπής στη βασική ζώνη. Με την επιλογή της τιμής pi/M στη δεύτερη παράμετρο εισόδου της συνάρτησης pskmod παράγονται σύμβολα που αντιστοιχούν στη δεξιά υλοποίηση της QPSK του Σχήματος 4.1.

			clear;

			M = 4;

			numSymb=100;

			msg_orig = randsrc(numSymb, 1, 0:M-1);

			msg_tx = pskmod(msg_orig,M, pi/M);

			h1 = scatterplot(msg_tx); % Constellation Diagram

			[image: ]

			Σχήμα 4.9: Διάγραμμα αστερισμού για διαμόρφωση QPSK.

			msg_tx(1:8)% 8 first QPSK symbols (I + Qi)

			ans =

			 -0.7071 + 0.7071i

			  0.7071 - 0.7071i

			 -0.7071 + 0.7071i

			  0.7071 - 0.7071i

			 -0.7071 + 0.7071i

			 -0.7071 - 0.7071i

			  0.7071 + 0.7071i

			  0.7071 + 0.7071i

			msg_orig(1:8)	% 8 first symbols in integer number representation

			ans =

			   1

			   3

			   1

			   3

			   1

			   2

			   0

			   0

			2. Χρησιμοποιούμε τη συνάρτηση awgn του Matlab για την εισαγωγή θορύβου με συγκεκριμένο SNR.

			% Add AWGN to the QPSK symbols

			SNR_dB = 14;

			msg_rx = awgn(msg_tx, SNR_dB, ‘measured’, ‘dB’);

			3.

			h2 = scatterplot(msg_rx);

			% Effect of Noise is shown below on the constellation diagram

			[image: ]

			Σχήμα 4.10: Διάγραμμα αστερισμού για διαμόρφωση QPSK με θόρυβο.

			4. Χρησιμοποιούμε τη συνάρτηση pskdemod, η οποία επιστρέφει τα εκτιμώμενα σύμβολα σε μορφή ακέραιων αριθμών στο διάστημα [0, Μ-1].

			% PSK Demodulation

			msg_demod = pskdemod(msg_rx, M, pi/M);

			msg_demod(1:8)	% 8 first received symbols

			ans =

			   1

			   3

			   1

			   3

			   1

			   2

			   0

			   0

			5. Συγκρίνουμε τα σύμβολα εκπομπής και λήψης σε μορφή ακεραίων αριθμών.

			% Error Count

			% compare original and received symbols in integer format

			error_vec = msg_demod ~= msg_orig;

			errors = sum(error_vec);

			pe = errors / numSymb

			pe = 0

			Επίσης, μπορούμε να μειώσουμε ή να αυξήσουμε την τιμή του SNR_dB (αυξάνουμε ή μειώνουμε την ισχύ θορύβου, αντίστοιχα) και να δούμε την επίδραση του SNR ανά σύμβολο στο διάγραμμα αστερισμού των συμβόλων λήψης (πριν τον ανιχνευτή κατωφλίου) αλλά και στον αριθμό των λαθών του αποδιαμορφωτή MLE.
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			Simon, M. & Alouini, M.-S., (2000). Digital Communication over Fading Channels: A Unified Approach to Performance Analysis. Hohn Wiley & Sons.

		

	
		
			Κεφάλαιο 5

			Πιθανότητα σφάλματος bit σε κανάλι AWGN

			Σύνοψη

			Στο κεφάλαιο αυτό περιγράφεται η απεικόνιση των bit πληροφορίας σε σύμβολα διαμόρφωσης με βάση τον κώδικα Gray. Η αντιστοίχιση αυτή δίνεται για διαμόρφωση πλάτους σε μία διάσταση, δηλαδή M-PAM, και για διαμόρφωση πλάτους σε δύο διαστάσεις. Στη δεύτερη περίπτωση εξετάζονται οι περιπτώσεις των ψηφιακών διαμορφώσεων M-PSK (για Μ > 4), QPSK και M-QAM. Για όλες τις διαμορφώσεις με κωδικοποίηση Gray, υπολογίζεται η πιθανότητα σφάλματος bit σε κανάλι AWGN με προσομοίωση Monte Carlo χρησιμοποιώντας 1 δείγμα/σύμβολο. Στη συνέχεια, χρησιμοποιούμε φίλτρα εκπομπής και λήψης για μηδενική ISI τη χρονική στιγμή της δειγματοληψίας στην έξοδο του φίλτρου λήψης και υπολογίζουμε εκ νέου με προσομοίωση Monte Carlo τη πιθανότητα σφάλματος bit σε κανάλι AWGN.

			Προαπαιτούμενη γνώση

			Ο αναγνώστης απαιτείται να έχει γνώση ψηφιακών επικοινωνιών.

			5.1 Κωδικοποίηση Gray

			Στο Κεφάλαιο 4 εξετάσαμε την πιθανότητα σφάλματος συμβόλου των ψηφιακών διαμορφώσεων βασικής ζώνης και διέλευσης ζώνης σε AWGN. Στο κεφάλαιο αυτό, θα δούμε τον τρόπο με τον οποίο απεικονίζουμε τα bits που δημιουργεί μια πηγή πληροφορίας σε σύμβολα εκπομπής για μετάδοση στο κανάλι επικοινωνίας. Θα εξετάσουμε την κωδικοποίηση Gray, σύμφωνα με την οποία γειτονικά σύμβολα διαφέρουν μόνο σε ένα bit. Η κωδικοποίηση Gray ελαχιστοποιεί τον αριθμό των λάθος bits, αφού συνήθως ένα λάθος σύμβολο ανιχνεύεται ως το γειτονικό του. Σε αυτή την περίπτωση, κάθε λάθος σύμβολο θα δίνει μόνο ένα λάθος bit.

			Η μετατροπή  από δυαδικό κώδικα σε κώδικα Gray γίνεται με τον παρακάτω αλγόριθμο: έστω ένας δυαδικός αριθμός b(n-1:0) με n bits και g(n-1:0) είναι ο ισοδύναμος κώδικας Gray.

			
					Για[image: C:\Users\Chrysa\Desktop\Equations\5.1.wmf]
Εξίσωση 5.1
δηλαδή το πιο σημαντικό bit (most significant bit/MSB) του κώδικα Gray είναι το ίδιο με το MSB του δυαδικού αριθμού.


					Για

			

			[image: C:\Users\Chrysa\Desktop\Equations\5.2.wmf]

			Εξίσωση 5.2

			δηλαδή το j + 1 bit του κώδικα Gray δίνεται από το αποκλειστικό-OR (exclusive-OR/XOR) του j + 1 bit του δυαδικού αριθμού με το j bit του δυαδικού αριθμού. Η λειτουργία του τελεστή XOR δίνει 1 αν τα 2 bits είναι διαφορετικά και 0 αν τα bits είναι ίδια.

			Παράδειγμα 5.1

			Με βάση τον προηγούμενο αλγόριθμο, υπολογίστε σε κώδικα Gray το δυαδικό αριθμό 11101.

			Απάντηση

			Χρησιμοποιώντας τον προηγούμενο αλγόριθμο, έχουμε:

			[image: C:\Users\Chrysa\Desktop\Equations\5.3.wmf]

			Επομένως ο δυαδικός αριθμός 11101 αντιστοιχεί στον αριθμό 10011 σε κώδικα Gray. Χρησιμοποιώντας τον προηγούμενο αλγόριθμο, έχουμε στον Πίνακα 5.1 την κωδικοποίηση λέξεων των τριών bit σε κώδικα Gray.

			[image: ]

			Πίνακας 5.1: Μετατροπή από δυαδικό κώδικα σε κώδικα Gray.

			Στο Matlab, η  προηγούμενη κωδικοποίηση επιτυγχάνεται ως εξής:

			% Binary to Gray code conversion

			clear;

			ip = [0:7]; % decimal equivalent to 3-bit binary word

			opGray = bitxor(ip, floor(ip/2)) % decimal equivalent to 3-bit Gray word

			opGray =

			     0     1     3     2     6     7     5     4

			το οποίο συμφωνεί με την τελευταία στήλη του Πίνακα 5.1. Επομένως, αν υπολογίσουμε σε δεκαδική μορφή μία τριάδα από bit, μπορούμε να βρούμε εύκολα την κωδική λέξη του κώδικα Gray σε δεκαδική μορφή (δίνεται από την τελευταία στήλη του Πίνακα 5.1) και να στείλουμε το σύμβολο διαμόρφωσης που αντιστοιχεί σε αυτό τον αριθμό.

			Η μετατροπή από κώδικα Gray σε δυαδικό αριθμό γίνεται με τον παρακάτω αλγόριθμο: έστω ένα δυαδικός αριθμός b(n-1:0), με n bits και g(n-1:0) είναι ο ισοδύναμος κώδικας Gray.

			
					Για[image: C:\Users\Chrysa\Desktop\Equations\5.4.wmf]
Εξίσωση 5.3
δηλαδή το MSB του κώδικα Gray είναι το ίδιο με το MSB του δυαδικού αριθμού.


					Για

			

			[image: C:\Users\Chrysa\Desktop\Equations\5.5.wmf]

			Εξίσωση 5.4

			δηλαδή το j+1 bit του δυαδικού αριθμού δίνεται από το XOR του j-1 bit του δυαδικού αριθμού με το j bit της κωδικής λέξης κατά Gray.

			Παράδειγμα 5.2

			Με βάση τον προηγούμενο αλγόριθμο, μετατρέψτε την κωδική λέξη κατά Gray 10011 στο δυαδικό  ισοδύναμο.

			Απάντηση

			Χρησιμοποιώντας τον προηγούμενο αλγόριθμο, έχουμε:

			[image: C:\Users\Chrysa\Desktop\Equations\5.6.wmf]

			Επομένως υπολογίζεται πάλι ο δυαδικός αριθμός 11101. Στο Matlab, η  προηγούμενη αποκωδικοποίηση επιτυγχάνεται ως εξής:

			% Gray to Binary conversion

			[tt ind] = sort(opGray); % sort Gray code elements to form lookup table

			opBin = ind(opGray+1)-1; % pick elements from the array

			opBin =

			     0     1     2     3     4     5     6     7

			Στη συνέχεια, θα εξετάσουμε τη χρήση του κώδικα Gray στην απεικόνιση των bit πληροφορίας σε σύμβολα για διαμόρφωση πλάτους σε μία διάσταση και σε δύο διαστάσεις.

			5.2 Κωδικοποίηση Gray για διαμόρφωση M-PAM

			Τα σύμβολα διαμόρφωσης για διαμόρφωση πλάτους με Μ επίπεδα (πλάτη) είναι: {-Μ + 1, -Μ + 3, ..., -1, +1,..., Μ - 3, Μ - 1}. Σε αυτή την περίπτωση, τα εισερχόμενα bits χωρίζονται σε ομάδες των k = log2(Μ) bits και αντιστοιχίζονται στους ακέραιους αριθμούς {0, 1, ..., Μ-1} με την εντολή του Matlab bi2de, ως εξής:

			xsym = bi2de(reshape(x,k,length(x)/k).’,’left-msb’);

			όπου x είναι μία σειρά (vector )από bits. Στη συνέχεια, εφαρμόζουμε τον αλγόριθμο μετατροπής από ακέραιο {0, 1, ..., Μ - 1} σε κώδικα Gray και στέλνουμε το σύμβολο που αντιστοιχεί στον ακέραιο του κώδικα Gray.

			Παράδειγμα 5.3

			Υπολογίστε το διάγραμμα αστερισμού για διαμόρφωση 4-PAM χωρίς/με κωδικοποίηση Gray.

			Απάντηση

			Στον κώδικα που ακολουθεί δημιουργούμε τα σύμβολα εκπομπής μίας διαμόρφωσης M-PAM ως πλάτη εκπομπής (μεταβλητή alpha) και ως ακέραιους αριθμούς στο διάστημα [0, Μ-1] (μεταβλητή ip). Χωρίς κωδικοποίηση Gray, ο ακέραιος ipDec, ο οποίος προκύπτει από τη μετατροπή k=log2(M) bits σε δεκαδικό αριθμό, χρησιμοποιείται απευθείας στον καθορισμό του συμβόλου εκπομπής (εντολή mod= alpha(ipDec+1)).

			clear;

			M=4;

			k = log2(M); % bits per symbol

			%define amplitudes for M-PAM constellation

			alpha= [-M+1:2:-1 1:2:M-1]; 

			ip = [0:M-1]; % decimal equivalent of a k=log2(M)-bit binary word

			ipBin = dec2bin(ip.’);

			ipDec = bin2dec(ipBin(:,[1:k]));

			% scatter plot without Gray coding

			mod = alpha(ipDec+1);

			scatterplot(mod);

			text(mod+0.1, zeros(1,M)+0.1, ipBin);

			axis([-4 4 -1 1]);

			[image: ]

			Σχήμα 5.1α: Απεικόνιση bits σε σύμβολα διαμόρφωσης 4-PAM χωρίς κωδικοποίηση Gray.

			Με κωδικοποίηση Gray, υπολογίζουμε τον ακέραιο αριθμό (μεταβλητή ipGray) που αντιστοιχεί στον ακέραιο ipDec σύμφωνα με κωδικοποίηση Gray και χρησιμοποιούμε αυτόν τον ακέραιο στην επιλογή του πλάτους εκπομπής.

			ipGray = bitxor(ipDec, floor(ipDec/2));

			mod_G = alpha(ipGray+1);

			scatterplot(mod_G);

			text(mod_G+0.1, zeros(1,M)+0.1, ipBin);

			axis([-4 4 -1 1]);

			[image: ]

			Σχήμα 5.1β: Απεικόνιση bits σε σύμβολα διαμόρφωσης 4-PAM με κωδικοποίηση Gray.

			Λαμβάνουμε τα αποτελέσματα:

			ipBin =

			00

			01

			10

			11

			ipDec =

			0

			1

			2

			3

			ipGray =

			0

			1

			3

			2

			mod_G = alpha(ipGray+1)

			mod_G =

			-3    -1     3     1

			Επομένως, χωρίς κωδικοποίηση Gray, έχουμε τις αντιστοιχίσεις {00, 01, 10, 11} ↔ {0, 1, 2, 3} ↔       {-3, -1, +1, +3}, όπως φαίνεται στο Σχήμα 5.1α, ενώ με κωδικοποίηση Gray, έχουμε τις αντιστοιχίσεις {00, 01, 10, 11} ↔ {0, 1, 3, 2} ↔ {-3, -1, +3, +1}, όπως φαίνεται στο Σχήμα 5.1β. Για παράδειγμα, για τα εισερχόμενα bits 10, τα οποία, σύμφωνα με τη δυαδική απεικόνιση, δίνουν τον αριθμό 2, θα έπρεπε να σταλεί το σύμβολο με πλάτος +1, αλλά με κωδικοποίηση Gray θα σταλεί το πλάτος +3.

			[image: ]

			Παράδειγμα 5.4

			Υπολογίστε στο Matlab την αποκωδικοποίηση των συμβόλων λήψης σε λαμβανόμενα bits για διαμόρφωση 4-PAM, θεωρώντας ότι τα σύμβολα λήψης είναι ακριβώς ίδια με τα σύμβολα εκπομπής.

			Απάντηση

			Η κωδικοποίηση-αποκωδικοποίηση Gray για διαμόρφωση 4-PAM σε κώδικα Matlab ακολουθεί:

			N=length(ip);

			M=4;

			% define amplitudes for M-PAM constellation

			alpha= [-M+1:2:-1 1:2:M-1]; 

			% Mapping from binary <--> Gray code conversion

			ref = [0:M-1];

			map = bitxor(ref,floor(ref/2));

			[tt ind] = sort(map);

			ipHat = mod_G % assume that we receive directly the symbols

			% Constellation to Decimal conversion

			ipDecHat = ind(floor((ipHat+M)/2+1))-1 % LUT based

			% converting to binary

			BitHat = de2bi(ipDecHat, ‘left-msb’);

			Λαμβάνουμε τα αποτελέσματα:

			ipHat =

			-3    -1     3     1

			ipDecHat =

			0     1     2     3

			BitHat =

			0     0

			0     1

			1     0

			1     1

			Επομένως, στην αποκωδικοποίηση έχουμε την αντιστοίχιση από πλάτος σε ακέραιο και από ακέραιο σε 2 bits ως εξής: {-3, -1, +3, +1} ↔ {0, 1, 2, 3} ↔ {00, 01, 10, 11}. Για παράδειγμα, αν λάβουμε το πλάτος +3, θα πάρουμε στην έξοδο του αποκωδικοποιητή τα bits 10, όπως αναμένεται με βάση την απεικόνιση από bits σε σύμβολα 4-PAM του Σχήματος 5.1β.

			5.3 Εύρεση BEP για M-PAM με κώδικα Gray

			Η πιθανότητα σφάλματος bit (Bit Error Probability/BEP) αποτελεί μια πολύ σημαντική μετρική για την επίδοση ενός τηλεπικοινωνιακού συστήματος. Το BEP υπολογίζεται συναρτήσει του SNR ανά bit, δηλαδή του Eb/N0. Η σχέση που συνδέει το SNR στο κανάλι Es/N0 με το Eb/N0, εξαρτάται από τη τάξη της διαμόρφωσης (modulation order) και βασίζεται στην ισοδυναμία Es = k Eb, όπου k = log2M, και Μ είναι ο αριθμός των συμβόλων διαμόρφωσης. Με βάση την παραπάνω ισοδυναμία, έχουμε την εξής σχέση μεταξύ SNR ανά σύμβολο και Eb/N0 των bit πληροφορίας (Proakis &Salehi, 2002):

			[image: C:\Users\Chrysa\Desktop\Equations\5.7.wmf]

			Εξίσωση 5.5

			Στο Matlab, η παραπάνω σχέση δίνεται σε dB, ως εξής:

			Es_N0_dB = Eb_N0_dB + 10*log10(k);

			Στο δέκτη, το κάθε σύμβολο λήψης λαμβάνεται μαζί με θόρυβο, οπότε ο αποδιαμορφωτής MLD πρέπει να το αντιστοιχίσει στο σύμβολο διαμόρφωσης με τη μικρότερη Ευκλείδεια απόσταση. Αυτό επιτυγχάνεται με τον εξής κώδικα Matlab (θεωρώντας ότι το mod είναι το δείγμα λήψης):

			alpha= [-M+1:2:-1 1:2:M-1];

			% rounding to the nearest symbol

			%ipHat = 2*floor(mod/2)+1;

			%ipHat(find(ipHat>max(alpha))) = max(alpha);

			%ipHat(find(ipHat<min(alpha))) = min(alpha);

			% Next, we find bits that correspond to the estimated symbol

			% Constellation to Decimal conversion

			DecHat = ind(floor((Hat+M)/2+1))-1; % LUT based

			% converting to binary

			BitHat = de2bi(DecHat, ‘left-msb’);

			Η προηγούμενη μέθοδος αποδιαμόρφωσης, η οποία κάνει εκτίμηση για το σύμβολο εκπομπής και στη συνέχεια υπολογίζει τα bits που αντιστοιχούν σε αυτό το σύμβολο, ονομάζεται αποδιαμόρφωση με δυαδική απόφαση (Ηard Decision/HD demodulation).

			Επειδή η μέση ενέργεια ανά bit είναι Eb = Es / log2(M) και αν λάβουμε υπόψη ότι για κωδικοποίηση Gray, ισχύει:

			[image: C:\Users\Chrysa\Desktop\Equations\5.8.wmf]

			Εξίσωση 5.6

			Mε βάση τη Σχέση (3.45) του SEP για M-PAM, το BEP συναρτήσει του Eb / N0 , δίνεται από τη σχέση (Proakis & Salehi, 2002):

			[image: C:\Users\Chrysa\Desktop\Equations\5.9.wmf]

			Εξίσωση 5.7

			Παράδειγμα 5.5

			Υπολογίστε με προσομοίωση Monte Carlo το BEP της 4-PAM με κώδικα Gray και συγκρίνετε τα αποτελέσματα με την Εξίσωση 5.9.

			Απάντηση

			Στον κώδικα που ακολουθεί, δημιουργούμε τυχαία σύμβολα διαμόρφωσης 4-PAM σύμφωνα με κωδικοποίηση Gray, προσθέτουμε AWGN για συγκεκριμένο SNR, κάνουμε  αποδιαμόρφωση HD, αποκωδικοποίηση Gray, και συγκρίνουμε τα bit αποστολής με εκείνα των bit λήψης.

			clear

			N = 5*10^5; % number of symbols

			M = 4; % constellation size

			k = log2(M); % bits per symbol

			%define amplitudes for M-PAM constellation

			alpha= [-M+1:2:-1 1:2:M-1];

			k_4PAM = 1/sqrt(5); % average energy for 4-PAM is 5.

			Eb_N0_dB  = [0:2:16]; % multiple Eb/N0 values

			Es_N0_dB  = Eb_N0_dB + 10*log10(k);

			 % Mapping from binary Gray code conversion for M levels

			ref = [0:M-1];

			map = bitxor(ref,floor(ref/2));

			[tt ind] = sort(map);

			for ii = 1:length(Eb_N0_dB)

			% symbol generation from incoming bits

			Bit = rand(1,N*k,1)>0.5; % random 1’s an’ 0’s

			BitReshape = reshape(Bit,k,’).’;

			Dec = bi2de(BitReshape, ‘left-msb’);

			GrayDec = bitxor(Dec,floor(Dec/2));

			% mapping the Gray coded symbols into M-PAM constellation

			mod = alpha(GrayDec+1);

			s = k_4PAM*mod; % normalization of transmit power to one

			% create received symbols

			n = (1/sqrt(2))*randn(1,N); % AWGN with variance 0.5

			y = s + 10^(-Es_N0_dB(ii)/20)*n; % received signal

			% MLD demodulation

			y_hat = y/k_4PAM;

			% rounding to the nearest symbol

			Hat = 2*floor(y_hat/2)+1;

			Hat(find(Hat>max(alpha))) = max(alpha);

			Hat(find(Hat<min(alpha))) = min(alpha);

			% Constellation to Decimal conversion

			DecHat = ind(floor((Hat+M)/2+1))-1; % LUT based

			% converting to binary

			BitHat = de2bi(DecHat, ‘left-msb’);

			% counting errors for real and imaginary

			nBitErr(ii) = size(find([BitReshape- BitHat]),1)

			end

			simBer = nBitErr/(N*k);

			theoryBer4PAM = (1/k)*(3/2)*qfunc(sqrt(2*k*10.^(Eb_N0_dB/10)/5))

			close all; figure

			semilogy(Eb_N0_dB,theoryBer4PAM,’‘s’’,’LineWidth’,2);

			hold on

			semilogy(Eb_N0_dB,simB’r,’‘x’’,’LineWidth’,2);

			axis([0 16 10^-5 1])

			grid on

			legend(‘theory’, ‘simulation’);

			xlabel(‘Eb/No,’dB’)

			ylabel(‘Bit Error Rate’)

			title(‘Bit error probability curve for 4-PAM modulation’)

			Λαμβάνουμε τα αποτελέσματα:

			[image: ]

			Σχήμα 5.2: BEP συναρτήσει του SNR ανά bit για διαμόρφωση 4-PAM με κωδικοποίηση Gray.

			5.4 Διακριτές τιμές των λαμβανομένων bit με κώδικα Gray

			Όπως έχουμε δει στο Κεφάλαιο 3, η εκτίμηση του λαμβανόμενου συμβόλου (επομένως, και των λαμβανόμενων bit, bm, m = 0, 1, …, log2(M) - 1) στηρίζεται στη μεγιστοποίηση της εκ των υστέρων πιθανότητας ότι εστάλει το bit bm δεδομένου ότι λαμβάνουμε στην έξοδο του προσαρμοσμένου φίλτρου το δείγμα y, P(bm | y). Με χρήση του κανόνα Bayes έχουμε:

			[image: C:\Users\Chrysa\Desktop\Equations\5.10.wmf]

			Εξίσωση 5.8

			οπότε η μεγιστοποίηση της P (bm | y) ισοδυναμεί με τη μεγιστοποίηση της πιθανότητας P (y | bm). Για παράδειγμα, ας εξετάσουμε την αποδιαμόρφωση της 4-PAM.

			I. Διακριτές τιμές bit (soft bit values) για το b0

			Εξετάζοντας το διάγραμμα αστερισμού της 4-PAM στο Σχήμα 5.1β, παρατηρούμε ότι το πρώτο bit b0 αλλάζει από 0 σε 1, όταν το λαμβανόμενο πλάτος στην είσοδο του ανιχνευτή αλλάζει από αρνητική τιμή σε θετική τιμή. Το Σχήμα 5.3 δείχνει τις τιμές του y που αντιστοιχούν στις τέσσερις περιοχές ανίχνευσης της διαμόρφωσης 4-PAM και τις αντίστοιχες τιμές του πρώτου bit,  b0.
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			Σχήμα 5.3: Περιοχές ανίχνευσης του b0 για 4-PAM με κωδικοποίηση Gray.

			Από το Σχήμα 5.3 φαίνεται ότι, όταν το b0 είναι 0, τότε το εκπεμπόμενο πλάτος είναι -3 ή -1. Επομένως, η δεσμευμένη πιθανότητα του λαμβανομένου πλάτους y, δεδομένου ότι το b0 είναι 0, είναι:

			[image: C:\Users\Chrysa\Desktop\Equations\5.11.wmf]

			Εξίσωση 5.11

			όπου σ2 είναι η διακύμανση του AWGN στο πλάτος λήψης y. Όταν το b0 είναι 1, το εκπεμπόμενο πλάτος είναι +1 ή +3. Επομένως, η δεσμευμένη πιθανότητα του λαμβανόμενου πλάτους y, δεδομένου ότι το b0 είναι 1, είναι:

			[image: C:\Users\Chrysa\Desktop\Equations\5.12.wmf]

			Εξίσωση 5.9

			Ο λόγος πιθανότητας (likelihood ratio/LR) για το b0 ορίζεται ως εξής:

			[image: C:\Users\Chrysa\Desktop\Equations\5.13.wmf]

			Εξίσωση 5.11

			Παίρνοντας λογάριθμο στην προηγούμενη σχέση και αντικαθιστώντας τις Εξισώσεις 5.9 και 5.10 στην Εξίσωση 5.11, έχουμε:

			[image: C:\Users\Chrysa\Desktop\Equations\5.14.wmf]

			Εξίσωση 5.12

			Η τελευταία σχέση υπολογίζεται ανάλογα με την περιοχή στην οποία βρίσκεται το λαμβανόμενο πλάτος y.

			1. Περιοχή y ≤ -2

			Όταν y ≤ -2, μπορούμε να θεωρήσουμε ότι η επίδραση του  όρου (y - 3)2 στον αριθμητή και του όρου (y + 1)2 στον παρονομαστή της Εξίσωσης (5.12) είναι αμελητέα και μπορεί να παραληφθούν. Επομένως, ο λογάριθμος του LR(y, b0) γίνεται:
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			Εξίσωση 5.13

			2. Περιοχές -2 ≤ y < 0 και 0 ≤ y < 2

			Όταν -2 ≤ y < 0 και 0 ≤ y < 2, μπορούμε να θεωρήσουμε ότι η επίδραση  του όρου (y - 3)2 στον αριθμητή και του όρου (y + 3)2 στον παρονομαστή της Εξίσωσης (5.12) είναι αμελητέα και μπορεί να παραληφθούν. Επομένως, ο λογάριθμος του LR(y, b0) γίνεται:
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			Εξίσωση 5.14

			3. Περιοχή y ≥ 2

			Όταν [image: ], μπορούμε να θεωρήσουμε ότι η επίδραση  του όρου (y - 1)2 στον αριθμητή και του όρου (y + 3)2 στον παρονομαστή της Είσωσης (5.14) είναι αμελητέα και μπορούν να παραληφθούν. Επομένως, ο λογάριθμος του LR(y, b0) γίνεται:
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			Εξίσωση 5.15

			II. Soft bit values) για το b1

			Εξετάζοντας το διάγραμμα αστερισμού της 4-PAM στο Σχήμα 5.1β παρατηρούμε ότι το δεύτερο bit b1 είναι 0 όταν το εκπεμπόμενο πλάτος είναι -3 ή +3. Το Σχήμα 5.4 δείχνει τις τιμές του y που αντιστοιχούν στις τέσσερις περιοχές ανίχνευσης της διαμόρφωσης 4-PAM και τις αντίστοιχες τιμές του δεύτερου bit, b1.
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			Σχήμα 5.4 Περιοχές ανίχνευσης του b1 για 4-PAM με κωδικοποίηση Gray.

			Η δεσμευμένη πιθανότητα του λαμβανομένου πλάτους y, δεδομένου ότι το b1 είναι 0, είναι:
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			Εξίσωση 5.16

			Όταν το b1 είναι 1, το εκπεμπόμενο πλάτος είναι +1 ή +1. Επομένως, η δεσμευμένη πιθανότητα του λαμβανο-μένου πλάτους y, δεδομένου ότι το b1 είναι 1, είναι:
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			Εξίσωση 5.17

			Χρησιμοποιώντας τις Εξισώσεις 5.16 και 5.17 ο λογάριθμος του LR(y, b1) δίνεται από την εξίσωση:
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			Εξίσωση 5.18

			Όπως και στην περίπτωση του b0, ο λογάριθμος του LR(y, b1) υπολογίζεται ανάλογα με την περιοχή στην οποία βρίσκεται το λαμβανόμενο πλάτος y.

			1. Περιοχή y ≤ 0

			Όταν y ≤ 0, μπορούμε να θεωρήσουμε ότι η επίδραση του όρου (y-1)2 στον αριθμητή και του όρου (y-3)2 στον παρονομαστή της Εξίσωσης (5.18) είναι αμελητέα και μπορεί να παραληφθεί. Επομένως, ο λογάριθμος του LR(y, b1) γίνεται:
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			Εξίσωση 5.19

			2. Περιοχή y > 0

			Όταν y > 0, μπορούμε να θεωρήσουμε ότι η επίδραση του όρου (y+1)2 στον αριθμητή και του όρου (y+3)2 στον παρονομαστή της Εξίσωσης (5.18) είναι αμελητέα και μπορεί να παραληφθεί. Επομένως, ο λογάριθμος του LR(y, b1) γίνεται:
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			Εξίσωση 5.20

			Παραλείποντας τον όρο 2/σ2, που είναι κοινός σε όλες τις παραπάνω σχέσεις, έχουμε τα εξής:

			
					Οι διακριτές τιμές για το bit b0 είναι:
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			Εξίσωση 5.21

			Επιπλέον, η τελευταία σχέση που εξαρτάται από την τιμή του y δύναται να προσεγγιστεί με την εξίσωση:
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			Εξίσωση 5.22

			έτσι ώστε να μην χρειάζεται ο ανιχνευτής να υπολογίζει την περιοχή στην οποία βρίσκεται το σήμα λήψης y.

			
					Οι αναλογικές τιμές (soft values) για το bit b1 είναι:
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			Εξίσωση 5.25

			Οι Σχέσεις 5.22 και 5.23 μπορούν να χρησιμοποιηθούν για δυαδική απόφαση των λαμβανομένων bits με βάση τη δοκιμασία του λογαρίθμου του λόγου πιθανότητας (Log Likelihood Ratio Test/LLRT), το οποίο ορίζεται από την εξίσωση:
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			Εξίσωση 5.24

			Από την παραπάνω ανάλυση προκύπτει ότι μπορούμε να έχουμε δύο ισοδύναμους τρόπους αποκωδικοποίησης των ψηφιακών διαμορφώσεων:

			
					Υπολογισμός του πιθανότερου συμβόλου εκπομπής και εύρεση των bits που αντιστοιχούν σε αυτό. Η μέθοδος αυτή είναι γνωστή ως HD.

					Υπολογισμός του λογαρίθμου του λόγου πιθανότητας για κάθε ένα από τα k = log2(M) bits μίας Μ-αδικής διαμόρφωσης και δυαδική απόφαση για κάθε bit με βάση το LLRT που δίνεται από την Εξίσωση 5.24. Η μέθοδος αυτή είναι γνωστή ως διακριτή απόφαση (soft decision/SD) επειδή πρώτα υπολογίζουμε τις πιθανότητες για τιμές bit 0 και 1 για κάθε bit ανά σύμβολο από το λαμβανόμενο δείγμα στην έξοδο του προσαρμοσμένου φίλτρου και στη συνέχεια κάνουμε εκτίμηση των λαμβανόμενων bits.

			

			Η καμπύλη του BEP του Σχήματος 5.2 που υπολογίστηκε με βάση την μέθοδο HD μπορεί να βρεθεί λαμβάνοντας μια δυαδική απόφαση στις αναλογικές τιμές των b0 και b1, που δίνονται από τις Εξισώσεις 5.22 και 5.23, αντίστοιχα. Επομένως, η εκτίμηση των λαμβανομένων bits BitHat στον προηγούμενο κώδικα του Παραδείγματος 5.5 μπορεί να βρεθεί από τις τιμές λήψης yhat ως εξής:

			y_hat = y/k_4PAM;

			% soft values for b0 and b1

			b0_soft = y_hat’;

			b1_soft = 2 - abs(y_hat)’;

			% hard values for b0 and b1 based on the soft values

			b0 = b0_soft > 0;

			b1 = b1_soft > 0;

			BitHat = [b0 b1];

			% counting errors for real and imaginary

			nBitErr(ii) = size(find([BitReshape- BitHat]),1)

			Τα αποτελέσματα του BEP με τη μέθοδο αποδιαμόρφωσης SD είναι ακριβώς τα ίδια με την καμπύλη του Σχήματος 5.2, όπως αναμένεται.

			5.5 Μετάδοση M-PSK με κωδικοποίηση Gray

			H διαμόρφωση M-PSK με κωδικοποίηση Gray απεικονίζει, σε γειτονικά σύμβολα, bits τα οποία διαφέρουν μόνο σε μία τιμή.

			Παράδειγμα 5.6

			Υπολογίστε το διάγραμμα αστερισμού της 16-PSK με κωδικοποίηση Gray.

			Απάντηση

			clear;

			M=16;

			ref = [0:M-1];

			ipBin = dec2bin(ref.’); 

			map = bitxor(ref,floor(ref/2));

			[tt ind] = sort(map);

			ipGray = ind(ref+1)-1; % bit group to constellation point

			ipPhase = ipGray*2*pi/M; % conversion to phase

			mod = exp(j*ipPhase); % modulation

			scatterplot(mod);

			text(real(mod)-0.1, imag(mod)-0.1, ipBin);

			axis([-1.5 1.5 -1.5 1.5]);

			Λαμβάνουμε τα αποτελέσματα:
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			Σχήμα 5.5: Διάγραμμα αστερισμού της 16-PSK με κωδικοποίηση Gray.

			Παράδειγμα 5.7

			Υπολογίστε με προσομοίωση Monte Carlo την πιθανότητα σφάλματος bit της 16-PSK με κωδικοποίηση Gray.

			Απάντηση

			Στον κώδικα που ακολουθεί υπολογίζουμε πρώτα την κωδικοποίηση Gray για εισερχόμενες λέξεις των 3-bit (ακέραιοι αριθμοί στο διάστημα [0, 15]) και στη συνέχεια χρησιμοποιούμε τον ακέραιο της κωδικοποίησης Gray για του υπολογισμό του συμβόλου εκπομπής. Στο δέκτη, χρησιμοποιούμε τη φάση του λαμβανόμενου σήματος (μιγαδικός αριθμός) για να εκτιμήσουμε τον ακέραιο του πιο κοντινού συμβόλου. Στη συνέχεια, εκτελούμε αποκωδικοποίηση Gray και μετατρέπουμε τον νέο ακέραιο σε μία τριάδα bits.

			clear

			N = 5*10^5; % number of symbols

			M = 16; % constellation size

			k = log2(M); % bits per symbol theta

			Eb_N0_dB = [0:4:20];

			Es_N0_dB = Eb_N0_dB + 10*log10(k);

			% Map binary to Gray code

			ref = [0:M-1];

			map = bitxor(ref,floor(ref/2));

			[tt ind] = sort(map);

			ipPhaseHat = zeros(1,N);

			for ii = 1:length(Eb_N0_dB)

			    % symbol generation

			    ipBit = rand(1,N*k)>0.5; % random 1’s and 0’s

			    ipBitReshape = reshape(ipBit,k,N).’;%group N symbols with k bits 

			    ipDec = bi2de(ipBitReshape, ‘left-msb’).’; % binary to decimal

			    % Gray coded constellation mapping

			    ipGray = ind(ipDec+1)-1; % bit group to constellation point

			    ipPhase = ipGray*2*pi/M; % convert to phase

			    ip = exp(j*ipPhase); % modulation symbols for M-PSK

			    s = ip;

			    n = 1/sqrt(2)*[randn(1,N) + j*randn(1,N)]; % AWGN variance=1

			    y = s + 10^(-Es_N0_dB(ii)/20)*n; % variance for specific SNR

			    % demodulation

			    % find the phase from [-pi to +pi]

			    opPhase = angle(y); % if phase is less than 0 we add 2pi

			    opPhase(find(opPhase<0)) = opPhase(find(opPhase<0)) + 2*pi;

			    % round the received phase to the closest constellation

			    ipPhaseHat = 2*pi/M*round(opPhase/(2*pi/M)) ;

			    % change to 0 all phases found as 2*pi

			    % in order to compare with the transmitted phase

			    ipPhaseHat(find(ipPhaseHat==2*pi)) = 0;

			    ipDecHat = round(ipPhaseHat*M/(2*pi));

			    % convert from Gray code to binary

			    ipGrayHat = map(ipDecHat+1); % converting to decimal

			    ipBitHat = de2bi(ipGrayHat, ‘left-msb’) ; % decimal to binary

			    % count the number of errors

			    nBitErr(ii) = size(find([ipBitReshape- ipBitHat]),1);

			end

			simBer = nBitErr/(N*k);

			theoryBer = (1/k)*erfc(sqrt(k*10.^(Eb_N0_dB/10))*sin(pi/M));

			close all;

			figure

			semilogy(Eb_N0_dB,theoryBer,’bs-’,’LineWidth’,2);

			hold on

			semilogy(Eb_N0_dB,simBer,’mx-’,’LineWidth’,2);

			axis([0 20 10^-5 1])

			grid on

			legend(‘theory’, ‘simulation’);

			xlabel(‘Eb/No, dB’)

			ylabel(‘Bit Error Rate’)

			title(‘Bit error probability curve for 16-PSK modulation’)

			Λαμβάνουμε τα αποτελέσματα:
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			Σχήμα 5.6: BER συναρτήσει του SNR ανά bit για 16-PSK με κωδικοποίηση Gray.

			5.6 Μετάδοση M-QAM με κωδικοποίηση Gray

			Στην ενότητα αυτή θα εξετάσουμε ξεχωριστά τις διαμορφώσεις QPSK και 16-QAM με κωδικοποίηση Gray. Από την ανάλυση των δύο αυτών διαμορφώσεων είναι εύκολο να δημιουργήσουμε οποιαδήποτε διαμόρφωση M-QAM με κωδικοποίηση Gray.

			5.6.1 4-QAM (QPSK)

			Η διαμόρφωση QPSK προκύπτει από 2 ορθογώνιες διαμορφώσεις πλάτους 2-PAM, με τιμές {-1, +1} ανά διάσταση. Κάθε σύμβολο αντιστοιχεί σε 2 bits, με το πρώτο bit να διαμορφώνει την I-συνιστώσα και το δεύτερο bit να διαμορφώνει την Q-συνιστώσα. Αυτή είναι μια ειδική περίπτωση, καθώς, για 1 bit σε κάθε διάσταση, ο δυαδικός κώδικας και ο κώδικας Gray συμπίπτουν. Επομένως, στον παρακάτω κώδικα δεν χρειάζεται να βρούμε τα ισοδύναμα των μεταβλητών ipDecRe και ipDecIm στον κώδικα Gray:

			clear all

			M = 4; % number of constellation points

			k = log2(M); % number of bits in each constellation

			% define the real and imaginary 2-PAM for QPSK constellation

			alphaRe = [-1, +1];

			alphaIm = [-1, +1];

			% input - decimal equivalent of all combinations of 2-bits: b0b1

			ip = [0:3];

			ipBin = dec2bin(ip.’);   % decimal to binary

			% taking b0 for real

			ipDecRe = bin2dec(ipBin(:,[1:k/2]));

			% taking b1 for imaginary

			ipDecIm = bin2dec(ipBin(:,[k/2+1:k]));

			% mapping the Gray coded symbols into constellation

			modRe = alphaRe(ipDecRe+1);

			modIm = alphaIm(ipDecIm+1);

			% complex constellation

			mod = modRe + j*modIm;

			scatterplot(mod);

			text(real(mod)+0.1, imag(mod)+0.1, ipBin);

			axis([-2 2 -2 2]);

			Λαμβάνουμε τα αποτελέσματα:
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			Σχήμα 5.7: Διάγραμμα αστερισμού της 4-QAM (QPSK) με κωδικοποίηση Gray.

			5.6.2 16-QAM

			Η διαμόρφωση 16-QAM προκύπτει από 2 ορθογώνιες διαμορφώσεις πλάτους 4-PAM, με τιμές {-3, -1, +1, +3} ανά διάσταση. Κάθε σύμβολο αντιστοιχεί σε 4 bits, με τα 2 πρώτα bit να διαμορφώνουν την I-συνιστώσα και τα 2 τελευταία bit να διαμορφώνουν την Q-συνιστώσα. Τα 2 bits στους άξονες I & Q μπορούν να προκύψουν με κώδικα Gray της 4-PAM ως εξής: 
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			Πίνακας 5.2: Απεικόνιση με κώδικα Gray για I & Q στην 16-QAM

			Η παραπάνω αντιστοίχιση για τις διαστάσεις I και Q προκύπτει εύκολα στο Matlab, ως εξής

			ipBin = [0:3]; % decimal equivalent of a 3-bit binary word

			opGray = bitxor(ipBin, floor(ipBin/2))

			opGray =      0     1     3     2

			Επομένως το διάγραμμα αστερισμού για διαμόρφωση 16-QAM μπορεί να υπολογιστεί με τον κώδικα:

			clear all

			M = 16; % number of constellation points

			k = log2(M); % number of bits in each constellation

			% define the real and imaginary 4-PAM for 16-QAM constellation

			alphaRe = [-3 -1 +1 +3];

			alphaIm = [-3 -1 +1 +3];

			% input - decimal equivalent of all combinations of 4-bits: b0b1b2b3

			ip = [0:15];

			ipBin = dec2bin(ip.’); % decimal to binary

			% taking b0b1 for real

			ipDecRe = bin2dec(ipBin(:,[1:k/2]));

			ipGrayDecRe = bitxor(ipDecRe,floor(ipDecRe/2));

			% taking b2b3 for imaginary

			ipDecIm = bin2dec(ipBin(:,[k/2+1:k]));

			ipGrayDecIm = bitxor(ipDecIm,floor(ipDecIm/2));

			% mapping the Gray coded symbols into constellation

			modRe = alphaRe(ipGrayDecRe+1);

			modIm = alphaIm(ipGrayDecIm+1);

			% complex constellation

			mod = modRe + j*modIm;

			scatterplot(mod);

			text(real(mod)+0.1, imag(mod)+0.1, ipBin);

			axis([-4 4 -4 4]);

			Λαμβάνουμε τα αποτελέσματα:
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			Σχήμα 5.8: Διάγραμμα αστερισμού της 16-QAM με κωδικοποίηση Gray.

			Παρατηρήστε ότι η διαφορά με τον κώδικα για QPSK είναι ότι χρησιμοποιούμε τις μεταβλητές:

			ipGrayDecRe = bitxor(ipDecRe,floor(ipDecRe/2))

			ipGrayDecIm = bitxor(ipDecIm,floor(ipDecIm/2))

			στην επιλογή των συμβόλων:

			modRe = alphaRe(ipGrayDecRe+1)

			modIm = alphaIm(ipGrayDecIm+1)

			Με βάση τα παραπάνω δύο παραδείγματα, μπορούμε να υλοποιήσουμε μία συνάρτηση (function) στο Matlab για την κωδικοποίηση Gray ψηφιακών διαμορφώσεων Μ-QAM, για Μ ≥ 4. Η συνάρτηση mod_gray θα έχει εισόδους τα bit πληροφορίας Bit και την τάξη της διαμόρφωσης M, και θα επιστρέφει τα σύμβολα (μιγαδικοί αριθμοί) της ψηφιακής διαμόρφωσης.

			function  mod = mod_gray(Bit, M)

			k = log2(M); % number of bits in each constellation

			alphaRe = [-(2*sqrt(M)/2-1):2:-1 1:2:2*sqrt(M)/2-1];

			alphaIm = [-(2*sqrt(M)/2-1):2:-1 1:2:2*sqrt(M)/2-1];

			BitReshape = reshape(Bit,k,length(Bit)/k).’;

			BitRe =  BitReshape(:,[1:k/2]);

			DecRe = bi2de(BitRe,’left-msb’);

			GrayDecRe = bitxor(DecRe,floor(DecRe/2));

			BitIm = BitReshape(:,[k/2+1:k]);

			DecIm = bi2de(BitIm,’left-msb’);

			GrayDecIm = bitxor(DecIm,floor(DecIm/2));

			% mapping the Gray coded symbols into constellation

			modRe = alphaRe(GrayDecRe+1);

			modIm = alphaIm(GrayDecIm+1);

			% complex constellation

			mod = modRe + j*modIm;

			Η αποκωδικοποίηση των συμβόλων με κωδικοποίηση Gray δίνεται από τη συνάρτηση demod_gray, η οποία έχει εισόδους τη τιμή λήψης κάποιου συμβόλου y και την τάξη της διαμόρφωσης M, και επιστρέφει τα bit που αντιστοιχούν στη διάσταση I (BitHatRe) και τα bit που αντιστοιχούν στη διάσταση Q (BitHatIm):

			function [BitHatRe, BitHatIm] = demod_gray(y, M)

			y_re = real(y); % real part

			y_im = imag(y); % imaginary part

			% Mapping for binary <--> Gray code conversion

			ref = [0:sqrt(M)-1];

			map = bitxor(ref,floor(ref/2));

			[tt ind] = sort(map);

			k = log2(M); % number of bits in each constellation

			alphaRe = [-(2*sqrt(M)/2-1):2:-1 1:2:2*sqrt(M)/2-1];

			alphaIm = [-(2*sqrt(M)/2-1):2:-1 1:2:2*sqrt(M)/2-1];

			ipHatRe = 2*floor(y_re/2)+1;

			% rounding to the nearest symbol

			HatRe = 2*floor(y_re/2)+1;

			HatRe(find(HatRe>max(alphaRe))) = max(alphaRe);

			HatRe(find(HatRe<min(alphaRe))) = min(alphaRe);

			HatIm = 2*floor(y_im/2)+1;

			HatIm(find(HatIm>max(alphaIm))) = max(alphaIm);

			HatIm(find(HatIm<min(alphaIm))) = min(alphaIm);

			% Constellation to Decimal conversion

			DecHatRe = ind(floor((HatRe+sqrt(M))/2+1))-1; % LUT based

			DecHatIm = ind(floor((HatIm+sqrt(M))/2+1))-1; % LUT based

			% converting to binary

			BitHatRe = de2bi(DecHatRe, ‘left-msb’);

			BitHatIm = de2bi(DecHatIm, ‘left-msb’);

			Η συνάρτηση demod_gray υλοποιεί αποδιαμόρφωση HD, επειδή εκτιμά το σύμβολο εκπομπής και στη συνέχεια επιστρέφει τα bit πληροφορίας που αντιστοιχούν σε αυτό, σύμφωνα με τον κώδικα Gray.

			Στην πράξη, ένας εύκολος και γρήγορος τρόπος για να πετύχουμε κωδικοποίηση Gray αφορά τη χρήση ενός πίνακα αντιστοίχισης (look-up table), ο οποίος μπορεί να δημιουργηθεί για κάθε ψηφιακή διαμόρφωση. Στον πίνακα αυτό, ο ακέραιος στον οποίο αντιστοιχούν τα αρχικά bit εισόδου αντιστοιχίζεται στον ακέραιο με βάση τον κώδικα Gray. Τα τελικά bit για την επιλογή του συμβόλου προκύπτουν με μετατροπή του νέου ακεραίου από δεκαδικό σε δυαδικό αριθμό. Για παράδειγμα, η κωδικοποίηση 16-QAM μπορεί να προκύψει εύκολα, ως εξής:

			M = 16;

			k = log2(M);

			N_bits = 4;

			msg_orig = randsrc(N_bits, 1, 0:1);

			mapping = [3 2 0 1 7 6 4 5 15 14 12 13 11 10 8 9].’;

			xsym = bi2de(reshape(msg_orig, k, length(msg_orig)/k).’, ‘left-msb’);

			sym = mapping(xsym+1);

			y = qammod(sym, M);

			y = y/sqrt(10) % normalize average tx power to 1

			scatterplot(y); 	% Plot the constellation.

			% Include text annotations that number the points.

			text(real(y)+0.1, imag(y), dec2bin(xsym));

			axis([-4 4 -4 4]); % Change axis so all labels fit in plot.

			Λαμβάνουμε τα αποτελέσματα:

			[image: ]

			Σχήμα 5.9: Διάγραμμα αστερισμού της 16-QAM με κωδικοποίηση Gray.

			5.6.3 Επίδοση BEP για M-QAM με κωδικοποίηση Gray

			Χρησιμοποιώντας τις συναρτήσεις mod_gray και demod_gray μπορούμε να υπολογίσουμε με προσομοίωση Monte Carlo την επίδοση BEP για M-QAM συναρτήσει του SNR ανά bit.

			Παράδειγμα 5.8

			Υπολογίστε με προσομοίωση Monte Carlo την επίδοση BEP για 16-QAM συναρτήσει του SNR ανά bit. Συγκρίνετε τα αποτελέσματα με την αναλυτική προσεγγιστική σχέση της πιθανότητας σφάλματος bit για 16-QAM, ώστε να επιβεβαιώσετε την ορθότητα των αποτελεσμάτων της προσομοίωσης.

			Απάντηση

			clear

			Niter = 10000;

			N = 100; % number of symbols

			M=16;

			k=log2(M);

			k_QAM=1/sqrt(10);

			Eb_N0_dB = [0:2:14]; % multiple Eb/N0 values

			Es_N0_dB = Eb_N0_dB + 10*log10(k);

			for jj=1:Niter

			for ii = 1:length(Es_N0_dB)

			Bit = rand(1,N*k)>0.5;    % random 1’s and 0’s

			BitReshape = reshape(Bit,k,N).’;

			BitRe = BitReshape(:,[1:k/2]);

			BitIm = BitReshape(:,[k/2+1:k]);

			msg_tx = mod_gray(Bit, M).*k_QAM;

			n = 1/sqrt(2)*[randn(1,N) + j*randn(1,N)]; % AWGN with variance = 1

			y = msg_tx + 10^(-Es_N0_dB(ii)/20)*n; % received symbol

			y = y./k_QAM;

			[BitHatRe, BitHatIm] = demod_gray(y, M);

			% counting errors for real and imaginary

			nBitErr(jj, ii) = (size(find([BitRe - BitHatRe]),1) + size(find([BitIm - BitHatIm]),1))/(N*k);

			end

			end

			simBer =sum(nBitErr)/Niter;

			theoryBer = (3/k)*qfunc(sqrt(k*10.^(Eb_N0_dB/10)./5));

			close all;

			figure

			semilogy(Eb_N0_dB,theoryBer,’bs-’,’LineWidth’,2);

			hold on

			semilogy(Eb_N0_dB,simBer,’mx-’,’LineWidth’,2);

			axis([0 14 10^-5 1])

			grid on

			legend(‘theory’, ‘simulation’);

			xlabel(‘Eb/No, dB’)

			ylabel(‘Bit Error Rate’)

			title(‘Bit error probability curve for 16-QAM’)

			Λαμβάνουμε τα αποτελέσματα:

			[image: ]

			Σχήμα 5.10: BEP συναρτήσει του SNR ανά bit για 16-PSK με κωδικοποίηση Gray.

			5.7 Διαχωρισμός του φίλτρου RC σε δύο φίλτρα Square Root RC (SRRC)

			Όπως είδαμε στο Κεφάλαιο 2, το σχήμα του παλμού που επιλέγεται στη μορφοποίηση δεδομένων για εκπομπή έχει επίδραση στο εκπεμπόμενο φάσμα του σήματος, αλλά και στην επίδοση της ανίχνευσης του σήματος. Επειδή η επεξεργασία της διαμόρφωσης είναι γραμμική, το φίλτρο μορφοποίησης παλμού (pulse shaping filter) της βασικής ζώνης ενεργεί κατευθείαν και στο διαμορφωμένο σήμα διέλευσης ζώνης, όπως φαίνεται στο Σχήμα 5.11 για διαμόρφωση BPSK (Bateman, 2000).

			[image: ]

			Σχήμα 5.11: Εκπομπή σήματος διέλευσης ζώνης BPSK.

			Το ίδιο ακριβώς συμβαίνει και στις Μ-αδικές διαμορφώσεις, όπως φαίνεται στο Σχήμα 5.12:

			[image: ]

			Σχήμα 5.12: Εκπομπή σήματος διέλευσης ζώνης 16QAM.

			Στις ψηφιακές επικοινωνίες, τα φίλτρα εκπομπής και λήψης σχεδιάζονται μαζί, ώστε ο συνδυασμός τους να ικανοποιεί το κριτήριο Nyquist για μηδενική ISI. Για παράδειγμα, αν HT(f) είναι το φίλτρο εκπομπής και HR(f) είναι το φίλτρο λήψης, τότε το γινόμενό τους (δηλαδή, η συνολική συνάρτηση μεταφοράς από την εν σειρά σύνδεση των δύο φίλτρων) HT(f)HR(f) σχεδιάζεται ώστε να προκαλεί μηδενική διασυμβολική παρεμβολή.

			[image: ]

			Σχήμα 5.13: Τυπική σύνδεση πομπού-δέκτη για σύστημα βασικής ζώνης.

			Για να επιτευχθεί αυτό, πρέπει να σχεδιάσουμε τα HT(f) και HT(f) έτσι ώστε:

			[image: C:\Users\Chrysa\Desktop\Equations\5.27.wmf]

			Εξίσωση 5.27

			Δηλαδή το αποτέλεσμα της διαδοχικής δράσης των δύο φίλτρων να παραγάγει μηδενική ISI, αφού θα ισοδυναμεί με ένα φίλτρο RC. Επομένως, η απόκριση συχνότητας του κάθε φίλτρου θα είναι (Proakis &Salehi, 2002):

			[image: C:\Users\Chrysa\Desktop\Equations\5.28.wmf]

			Εξίσωση 5.26

			Η κρουστική απόκριση του SRRC φίλτρου δίνεται από την εξίσωση:

			[image: C:\Users\Chrysa\Desktop\Equations\5.28.wmf]

			Εξίσωση 5.27

			Το φίλτρο SRRC δημιουργείται στο Matlab χρησιμοποιώντας την επιλογή «sqrt» στη συνάρτηση rcosine. Το ίδιο φίλτρο χρησιμοποιείται στον πομπό και στο δέκτη, αλλά με διαφορετικές παραμέτρους. Στον πομπό, χρησιμοποιείται η συνάρτηση rcosflt με παράμετρο «filter» για αύξηση της συχνότητας δειγματοληψίας (upsample) με την εισαγωγή Fs-1 μηδενικών δειγμάτων μεταξύ δειγμάτων σήματος, και στη συνέχεια γίνεται το φιλτράρισμα των δεδομένων. Αντίθετα, στο δέκτη το εισερχόμενο σήμα είναι ήδη στο ρυθμό δειγματοληψίας Fs, οπότε δεν χρειάζεται upsample. Αυτό πετυχαίνεται με την επιλογή «filter/Fs»για την αποτροπή του upsample.

			Παράδειγμα 5.9

			Δείξτε τον τρόπο με τον οποίο ένα φίλτρο RC δίνει μηδενική παρεμβολή τις στιγμές δειγματοληψίας των συμβόλων στο δέκτη. Χρησιμοποιείστε ένα φίλτρο RC με τις εξής προδιαγραφές στο Matlab:

			delay = 3; DataL = 20; r = .5; Fs = 8; Fd = 1; PropD = 0;

			Απάντηση

			Τα δείγματα των σημάτων εκπομπής και λήψης σχεδιάζονται συναρτήσει του χρόνου, ανάλογα με το ρυθμό δειγματοληψίας. Τα αρχικά δεδομένα (data sequence) πρέπει να γίνουν upsample στο ρυθμό δειγματοληψίας του φίλτρου. Αυτό επιτυγχάνεται με την εισαγωγή μηδενικών δειγμάτων μεταξύ των δεδομένων. Τα μηδενικά αυτά θα αντικατασταθούν από την κρουστική απόκριση του φίλτρου μετά το φιλτράρισμα. Στην έξοδο του φίλτρου θα παρατηρήσουμε μια καθυστέρηση (delay), λόγω του χρόνου που απαιτείται ώστε το δείγμα εισόδου να φτάσει στο κέντρο του φίλτρου.

			% Parameters.

			delay = 3; DataL = 20; r = .5; Fs = 8; Fd = 1; PropD = 0;

			% Generate random data.

			x = randsrc(DataL, 1, [], 1245);

			% at time 0, 1/Fd, 2/Fd, ...

			tx = [PropD: PropD + DataL - 1] ./ Fd;

			% Plot data.

			figure(1)

			stem(tx, x, ‘kx’); 

			hold on % παραμένει το figure(1) ενεργό

			% Set axes and labels.

			axis([0 30 -1.6 1.6]); xlabel(‘Time’); ylabel(‘Amplitude’);

			% Design filter.

			[num1, den] = rcosine(Fd, Fs, ‘fir’, r, delay);

			% Upsample and filter: num1 gives the impulse response of RC FIR filter

			[yo, to] = rcosflt(x, Fd, Fs, ‘filter’, num1);

			% Plot filtered data.

			plot(to, yo, ‘b-‘);

			hold off;

			Παρατηρήστε ότι το διάνυσμα to = [0, 1/Fs, 2/Fs, ….].*Fd, έχει Fs περισσότερα δείγματα από το tx = [0, 1, 2, ….].*Fd, αφού δουλεύει με μεγαλύτερο ρυθμό κατά Fs. Επειδή ο συνολικός χρόνος είναι ο ίδιος, το Matlab μπορεί να σχεδιάσει στο ίδιο διάγραμμα και τα δύο σήματα (με διαφορετικούς ρυθμούς δειγματοληψίας).

			Λαμβάνουμε τα αποτελέσματα:

			[image: ]

			Σχήμα 5.14: Σήμα εισόδου και σήμα εξόδου από το RC φίλτρο.

			Για να δούμε ότι το φιλτραρισμένο σήμα περνά ακριβώς πάνω από τα δεδομένα κάθε Fs = 8 δείγματα, πρέπει να αντισταθμίσουμε την καθυστέρηση που εισάγει το φίλτρο RC. Αυτό μπορούμε να το πετύχουμε προκαλώντας μία καθυστέρηση στο σήμα εισόδου:

			% delay input data to align with filtered output

			PropD = delay * Fd; % delay at the input sampling rate!!!

			tx = [PropD: PropD + DataL - 1] ./ Fd;

			% Plot data.

			figure(2)

			stem(tx, x, ‘kx’); hold on;

			% Plot filtered data.

			plot(to, yo, ‘b-‘); hold off;

			% Set axes and labels.

			axis([0 30 -1.6 1.6]);

			xlabel(‘Time’);

			ylabel(‘Amplitude’);

			Λαμβάνουμε τα αποτελέσματα:

			[image: ]

			Σχήμα 5.15: Σήμα εισόδου (με 3 δείγματα καθυστέρηση) και σήμα εξόδου από το RC φίλτρο.

			Από το Σχήμα 5.15 παρατηρούμε ότι το σήμα εξόδου yo από το φίλτρο RC είναι ακριβώς το ίδιο με το καθυστερημένο σήμα εισόδου κατά τις χρονικές στιγμές της δειγματοληψίας (input sample times). Αυτό αποδεικνύει την ικανότητα που έχει το φίλτρο RC να δημιουργεί σήμα με περιορισμένο εύρος φάσματος (band-limiting signal) και χωρίς ISI στο χρονικό πεδίο.

			Παράδειγμα 5.10

			Δείξτε ότι η εν σειρά συνδεσμολογία 2 φίλτρων SRRC έχει τα επιθυμητά χαρακτηριστικά του φιλτραρίσματος με φίλτρο RC κατά τις χρονικές στιγμές δειγματοληψίας του σήματος στην έξοδο του φίλτρου λήψης.

			Απάντηση

			Σε ένα τηλεπικοινωνιακό σύστημα, η κρουστική απόκριση του φίλτρου RC διαχωρίζεται σε φιλτράρισμα στον πομπό και στο δέκτη. Στον πομπό, τα σύμβολα διαμόρφωσης γίνονται upsample και φιλτράρονται στον πομπό, χρησιμοποιώντας ένα φίλτρο SRRC με κρουστική απόκριση h(t). Η παράμετρος «fir/sqrt» χρησιμοποιείται στη συνάρτηση rcosine, για να υπολογιστεί η κρουστική απόκριση του φίλτρου SRRC. Στη συνέχεια η κρουστική απόκριση χρησιμοποιείται στη συνάρτηση rcosflt για το φιλτράρισμα των συμβόλων εκπομπής:

			% Design square root raised cosine filter.

			[num3, den] = rcosine(Fd, Fs, ‘fir/sqrt’, R, Delay);

			% Filter at the transmitter.

			[yc, tc] = rcosflt(x, Fd, Fs, ‘filter’, num3);

			% Plot data.

			figure(4)

			stem(tx, x, ‘kx’); hold on;

			% Plot filtered data.

			plot(tc, yc, ‘m-‘); hold off;

			% Set axes and labels.

			axis([0 30 -1.6 1.6]);

			xlabel(‘Time’);

			ylabel(‘Amplitude’);

			Λαμβάνουμε τα αποτελέσματα:
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			Σχήμα 5.16: Σήμα εισόδου και φιλτραρισμένο σήμα εξόδου με το φίλτρο SRRC.

			Στο δέκτη, το εκπεμπόμενο σήμα (μωβ γραμμή) φιλτράρεται, αλλά χωρίς upsample, χρησιμοποιώντας το ίδιο  φίλτρο SRRC, επειδή το προσαρμοσμένο φίλτρο με κρουστική απόκριση h(T - t) είναι ίδιο με το  h(t), λόγω της συμμετρίας της κρουστικής απόκρισης του φίλτρου SRRC. Η παράμετρος «Fs» χρησιμοποιείται για φιλτράρισμα χωρίς τη διαδικασία upsample.

			% Filter at the receiver.

			[yr, tr] = rcosflt(yc, Fd, Fs, ‘filter/Fs’, num3);

			% Adjust for propagation delay.

			tcc = tc + Delay .* Fd; 

			txx = tx + Delay .* Fd;

			% Plot data.

			figure(5)

			stem(txx, x, ‘kx’); hold on;

			% Plot filtered data.

			plot(tcc, yc, ‘m-’, tr, yr, ‘b-’); hold off;

			% Set axes and labels.

			axis([0 30 -1.6 1.6]);

			xlabel(‘Time’);

			ylabel(‘Amplitude’);

			Λαμβάνουμε τα αποτελέσματα:
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			Σχήμα 5.17: Σήμα εισόδου και σήμα εξόδου μετά από 2 διαδοχικά SRRC φίλτρα (μώβ γραμμή).

			Το τελικό σήμα στην έξοδο και του δεύτερου φίλτρου SRRC φαίνεται με την μπλέ γραμμή στο Σχήμα 5.17. Παρατηρούμε ότι το σήμα αυτό είναι ακριβώς το ίδιο με το αρχικό σήμα εισόδου τις χρονικές στιγμές των συμβόλων εκπομπής (χρονικές στιγμές πολλαπλάσιες του 1/Fd), κάτι που το είδαμε και στο Παράδειγμα 5.9 για φιλτράρισμα με ένα φίλτρο RC. Επομένως προκύπτει ότι το διαδοχικό φιλτράρισμα στον πομπό και στο δέκτη με δύο ίδια φίλτρα SRRC ισοδυναμεί με το φιλτράρισμα με ένα μόνο RC filter και δίνει σήμα λήψης με ελεγχόμενη ISI (και μηδενική ISI τις χρονικές στιγμές δειγματοληψίας των δεδομένων στην έξοδο του προσαρμοσμένου φίλτρου).

			5.8 BEP με κωδικοποίηση Gray και μορφοποίηση παλμού με φίλτρο SRRC

			Σε αυτή την ενότητα ανακεφαλαιώνουμε την επίδραση της κωδικοποίησης Gray και των φίλτρων εκπομπής-λήψης σε ένα τηλεπικοινωνιακό σύστημα, υπολογίζοντας με προσομοίωση Monte Carlo την πιθανότητα σφάλματος bit της Μ-QAM σε κανάλι AWGN.

			Παράδειγμα 5.11

			Yπολογίστε με προσομοίωση Monte Carlo την πιθανότητα σφάλματος bit της 16-QAM σε κανάλι AWGN. Χρησιμοποιήστε τις συναρτήσεις mod_gray και demod_gray για κωδικοποίηση και αποκωδικοποίηση Gray, αντίστοιχα. Επίσης χρησιμοποιήστε φίλτρα εκπομπής και λήψης SRRC με Fs = 8, παράμετρο roll-off 0.25, και μήκος 49 δείγματα. Τί παρατηρείτε;

			Απάντηση

			clear

			Niter = 1000;

			N = 100; % number of symbols

			M=16;

			k_16QAM=1/sqrt(10);

			nsamp = 8; % Oversampling rate Fs/Fd

			filterlength = 49; % Filter order

			rolloff = 0.25; % Filter Roll-off factor

			delay = floor(filterlength/(nsamp*2));%filter delay in rate Fd

			% create filter

			rrcfilter = rcosine(1, nsamp, ‘fir/sqrt’, rolloff, delay);

			k=log2(M);

			Eb_N0_dB = [0:2:20]; % multiple Eb/N0 values

			Es_N0_dB = Eb_N0_dB + 10*log10(k) %obtain Es/N0 for each Eb/N0 value

			for jj=1:Niter

			for ii = 1:length(Es_N0_dB)

			Bit = rand(1,N*k)>0.5; % random 1’s and 0’s

			BitReshape = reshape(Bit,k,N).’;

			BitRe =  BitReshape(:,[1:k/2]);

			BitIm =  BitReshape(:,[k/2+1:k]);

			msg_tx = mod_gray(Bit, M).*k_16QAM;

			s_tx = rcosflt(msg_tx,1,nsamp,’filter’,rrcfilter);

			n = 1/sqrt(2)*[randn(1,N*nsamp+filterlength-1) + ... j*randn(1,N*nsamp+filterlength-1)]; % AWGN with variance = 1

			y = s_tx + 10^(-Es_N0_dB(ii)/20)*n’; % received symbols

			yrx = rcosflt(y, 1, nsamp, ‘Fs/filter’, rrcfilter);

			delay_total = 2*delay*nsamp; % 2 because of 2 filters (Tx & Rx)

			yrx = yrx(delay_total+1:end-delay_total); % Account for total delay.

			yrx = downsample(yrx, nsamp); % Downsample to go from Fs to Fd 

			y_hat = yrx./k_16QAM;

			[BitHatRe, BitHatIm] = demod_gray(y_hat, M);

			% count the errors for real and imaginary components

			nBitErr(jj, ii) = (size(find([BitRe - BitHatRe]),1) + ... size(find([BitIm - BitHatIm]),1))/(N*k);

			end

			end

			simBer =sum(nBitErr)/Niter;

			theoryBer = (3/k)*qfunc(sqrt(k*10.^(Eb_N0_dB/10)./5));

			close all;

			figure

			semilogy(Eb_N0_dB,theoryBer,’bs-’,’LineWidth’,2);

			hold on

			semilogy(Eb_N0_dB,simBer,’mx-’,’LineWidth’,2);

			axis([0 20 10^-5 1])

			grid on

			legend(‘theory’, ‘simulation’);

			xlabel(‘Eb/No, dB’)

			ylabel(‘Bit Error Rate’)

			title(‘Bit error probability curve for 16-QAM’)

			Λαμβάνουμε τα αποτελέσματα:
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			Σχήμα 5.18: BEP συναρτήσει SNR ανά bit με κωδικοποίηση Gray και 2 διαδοχικά φίλτρα SRRC.

			Από το Σχήμα 5.18, παρατηρούμε ότι η επίδοση BEP με τη χρήση των 2 διαδοχικών SRRC διαφέρει ελάχιστα από την θεωρητική επίδοση του συστήματος. Η μικρή διαφορά οφείλεται στο πεπερασμένο μήκος των 2 φίλτρων SRRC ώστε να προσεγγίσουν την κρουστική απόκριση του φίλτρου RC.

			Κριτήρια αξιολόγησης

			Κριτήριο

			Με βάση το Παράδειγμα 5.8, δείξτε την επίδραση της αλλαγής της τιμής του συντελεστή roll-off από 0.5 σε 0.2 στο φιλτραρισμένο σήμα εξόδου ενός φίλτρου RC. Τί παρατηρείτε;

			Λύση

			Συνεχίζουμε τον κώδικα του Παραδείγματος 5.1 που δημιούργησε το Σχήμα 5.15, σχεδιάζοντας την έξοδο των ίδιων δεδομένων εισόδου μετά το φιλτράρισμα με φίλτρο RC με συντελεστή roll-off 0.2:

			% Design filter.

			[num2, den] = rcosine(Fd, Fs, ‘fir’, .2, Delay);

			% Filter data: num2 είναι η κρουστική απόκριση του FIR φίλτρου

			[yo1, to1] = rcosflt(x, Fd, Fs, ‘normal/fir/filter’, num2);

			% Plot data.

			figure(3)

			stem(tx, x, ‘kx’); hold on;

			% Plot filtered data.

			plot(to, yo, ‘b-‘,to1, yo1, ‘r-’); hold off;

			% Set axes and labels.

			axis([0 30 -1.6 1.6]);

			xlabel(‘Time’);

			ylabel(‘Amplitude’);

			Λαμβάνουμε τα αποτελέσματα:
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			Σχήμα 5.19: Σήμα εισόδου και φιλτραρισμένο σήμα εξόδου με r = 0.2 (κόκκινη γραμμή) και r = 0.5 (μπλέ γραμμή).

			Από το Σχήμα 5.19 παρατηρούμε ότι η μικρότερη τιμή για το συντελεστή roll-off δημιουργεί φίλτρο με μεγαλύτερα πλαϊνά πλάτη (overshoots) στο χρονικό πεδίο. Επομένως η κόκκινη γραμμή που αντιστοιχεί σε συντελεστή roll-off 0.2 έχει μεγαλύτερες διακυμάνσεις πλάτους από την μπλε γραμμή που αντιστοιχεί σε συντελεστή roll-of 0.5. Όμως, το φασματικό περιεχόμενο του σήματος εξόδου με r = 0.2 είναι πιο περιορισμένο από αυτό του σήματος εξόδου με r = 0.5. Επομένως έχουμε ένα δίλημμα (tradeoff) στην επιλογή του συντελεστή roll-off του φίλτρου RC ανάλογα με τις απαιτήσεις στα πεδία χρόνου και συχνότητας.

			Βιβλιογραφικές Αναφορές Κεφαλαίου

			Bateman, Α. (2000). Ψηφιακές Επικοινωνίες. Αθήνα: Τζιόλας,

			Proakis, J. & Salehi, M. (2002).  Συστήματα Τηλεπικοινωνιών (Κ. Καρούμπαλος, Ε. Ζέρβας, Σ. Καραμπογιάς & Ε. Σαγκριώτης, Μτφρ.). Αθήνα: Εθνικό και Καποδιστριακό Πανεπιστήμιο Αθηνών.

		

	
		
			Κεφάλαιο 6

			Κωδικοποίηση καναλιού

			Σύνοψη

			Στο κεφάλαιο αυτό παρουσιάζεται η επίδοση των ψηφιακών διαμορφώσεων με κωδικοποίηση καναλιού. Ειδικότερα, υπολογίζουμε με προσομοίωση Monte Carlo την επίδοση συνελικτικού κωδικοποιητή σε κανάλι AWGN. Η αποκωδικοποίηση γίνεται με χρήση του αλγορίθμου Viterbi, όπου εξετάζουμε δύο τρόπους υλοποίησης: αποκωδικοποίηση με δυαδικές τιμές εισόδου (hard values) και αποκωδικοποίηση με διακριτές  τιμές εισόδου (soft values).

			Προαπαιτούμενη γνώση

			Ο αναγνώστης απαιτείται να έχει βασικές γνώσεις θεωρίας πληροφορίας και κωδικοποίησης.

			6.1 Κωδικοποίηση καναλιού

			Η κωδικοποίηση καναλιού έχει σκοπό να διορθώνει κάποιο αριθμό λανθασμένων bits στο δέκτη, ώστε ένα πακέτο να γίνεται αποδεκτό και να μην απαιτείται επαναποστολή του από τον πομπό. Αυτό βέβαια γίνεται με κάποιο κόστος, καθώς αυξάνεται ο αριθμός των bits που στέλνονται για κάθε πακέτο πληροφορίας και χρειάζεται επεξεργασία σήματος (signal processing) στο δέκτη. Ο πλέον γνωστός κωδικοποιητής καναλιού (channel encoder) στις ασύρματες επικοινωνίες είναι ο συνελικτικός κώδικας (convolutional encoder), ο οποίος αποκωδικοποιείται αποδοτικά με χρήση του αλγορίθμου Viterbi. Για τον λόγο αυτό, θα επικεντρωθούμε στην επίδοση του συνελικτικού κώδικα με αποκωδικοποίηση Viterbi σε ασύρματα κανάλια επικοινωνίας.
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			Σχήμα 6.1: Σύστημα ψηφιακών επικοινωνιών με χρήση κωδικοποίησης καναλιού.

			6.2 Συνελικτικοί κώδικες

			Οι πιο συνηθισμένοι κωδικοποιητές καναλιού είναι οι συνελικτικοί κώδικες, οι οποίοι καθορίζονται με τις εξής παραμέτρους (Rorabaugh, 1996):

			
					Αριθμός n των bit εξόδου για κάθε k bit εισόδου. Το πηλίκο k/n εκφράζει τον ρυθμό κωδικοποίησης (coding rate) και είναι μικρότερο του 1.

					Αριθμός των bit πληροφορίας (information bits) L που συμμετέχουν στον υπολογισμό των bit εξόδου. Πρόκειται για το άθροισμα των αποθηκευμένων bit και του τρέχοντος bit εισόδου και ονομάζεται μήκος εξαναγκασμού (constraint length) του συνελικτικού κώδικα.

					Το πολυώνυμο γεννήτορα (generator polynomial), το οποίο δίνει τις συνδέσεις, με άθροιση modulo-2, με τις οποίες παράγονται τα bits εξόδου από το τρέχον bit πληροφορίας και τα αποθηκευμένα bit πληροφορίας. Όπου υπάρχει σύνδεση, θέτουμε 1, και όπου δεν υπάρχει, θέτουμε 0. Στη συνέχεια, υπολογίζουμε τον οκταδικό αριθμό που προκύπτει, θεωρώντας το πλέον δεξί bit ως το λιγότερο σημαντικό bit (Least Significant Bit/LSB).

			

			Παράδειγμα 6.1

			Να βρεθεί η κωδική λέξη εξόδου, όταν στέλνουμε τα bit πληροφορίας 1011 σε συνελικτικό κώδικα με ρυθμό ½ (n = 2, k = 1, L = 3) και πολυώνυμο γεννήτορα [7,5], όπως φαίνεται στο Σχήμα 6.2.

			Απάντηση

			Το πολυώνυμο γεννήτορα [7,5] προσδιορίζεται ως εξής: ο ακέραιος 7 αντιστοιχεί στη σύνδεση (1,1,1) μεταξύ της εξόδου y1(n) και του x(n), ενώ ο ακέραιος 5 αντιστοιχεί στη σύνδεση (1,0,1) μεταξύ της εξόδου y2(n) και του x(n).

			Από το Σχήμα 6.2α, παρατηρούμε ότι η έξοδος του συνελικτικού κωδικοποιητή εξαρτάται από το bit εισόδου και από τα 2 αποθηκευμένα bit, τα οποία καθορίζουν την κατάσταση (state) του συνελικτικού κώδικα. Για τον συγκεκριμένο συνελικτικό κώδικα τα 2 αποθηκευμένα bit δίνουν τις καταστάσεις a=[0, 0], b=[1, 0], c=[0, 1] και d=[1, 1].

			Αρχίζοντας από την κατάσταση [0, 0], η είσοδος 1 0 1 1 παράγει την κωδική λέξη εξόδου 1 1 1 0 0 0 0 1, όπως φαίνεται στο Σχήμα 6.2.
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			Σχήμα 6.2α: Έξοδος συνελικτικού κώδικα για είσοδο bit 1 και κατάσταση [0, 0].
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			Σχήμα 6.2β: Έξοδος συνελικτικού κώδικα για είσοδο bit 0 και κατάσταση [1, 0].
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			Σχήμα 6.2γ: Έξοδος συνελικτικού κώδικα για είσοδο bit 1 και κατάσταση [0, 1].
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			Σχήμα 6.2δ: Έξοδος συνελικτικού κώδικα για είσοδο bit 1 και κατάσταση [1, 0].

			Στο Matlab, η παραπάνω έξοδος του συγκεκριμένου συνελικτικού κωδικοποιητή προκύπτει ως εξής:

			t = poly2trellis(3, [7,5]); % Define trellis.

			code = convenc([1 0 1 1], t) % Encode a string of ones.

			code =

			   1   1   1   0   0   0   0   1

			Η πρώτη εντολή (poly2trellis) μετατρέπει την πολυωνυμική περιγραφή ενός συνελικτικού κωδικοποιητή στην αντίστοιχη περιγραφή κατά Τrellis. Η δεύτερη εντολή κωδικοποιεί τα 4 bits εισόδου στα 8 bits εξόδου (κωδική λέξη), με τη χρήση του διαγράμματος Trellis, όπως θα περιγράψουμε στη συνέχεια.

			Ένας συνελικτικός κωδικοποιητής, εκτός από την πολυωνυμική περιγραφή, μπορεί να περιγραφεί με ένα διάγραμμα Τrellis. Τα bit εξόδου υπολογίζονται κάθε φορά από το bit εισόδου και τα (L-1) αποθηκευμένα bit, τα οποία καθορίζουν την κατάσταση (state) του συνελικτικού κώδικα. Οι modulo-2 αθροίσεις έχουν αποτέλεσμα να υπολογίζονται τα n bit εξόδου και να αλλάζει κατάσταση o συνελικτικός κωδικοποιητής, περιμένοντας τα επόμενα bit εισόδου.

			Παράδειγμα 6.2

			Υπολογίστε και σχεδιάστε το διάγραμμα Trellis για το συνελικτικό κώδικα του Παραδείγματος 6.1.

			Απάντηση

			Για το συνελικτικό κωδικοποιητή του Παραδείγματος 6.1 έχουμε (L-1) = 2 αποθηκευμένα bits, τα οποία δημιουργούν 2(L-1) = 4 καταστάσεις: {00 01 10 11}. Όλες οι πιθανές μεταβάσεις (transitions) μεταξύ των καταστάσεων μαζί με τα 2 bit εξόδου δίνονται στο Σχήμα 6.3, όπου η διακεκομένη γραμμή αντιστοιχεί σε bit εισόδου 0 και η συνεχής γραμμή σε bit εισόδου 1. Κάθε κόμβος στο διάγραμμα trellis προσδιορίζει την κατάσταση του κωδικοποιητή (encoder state) σε κάθε χρονική στιγμή και οι κλάδοι μετάβασης (transition branches) που ενώνουν τους κόμβους αναπαριστούν τις καταστάσεις μετάβασης (state transitions), οι οποίες συμβαίνουν κάθε φορά που βγαίνουν τα n bits εξόδου.
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			Σχήμα 6.3: Διάγραμμα Trellis για τον συνελικτικό κωδικοποιητή του Σχήματος 6.2.

			Παράδειγμα 6.3

			Σχεδιάστε το διάγραμμα εκπομπής Τrellis για σειρά bit 101100. Η σειρά αυτή αποτελείται από τα 4 bits του Παραδείγματος 6.1 και 2 τελευταία 0. Εξηγήστε τη λειτουργία των 2 τελευταίων bit.

			Απάντηση

			Το διάγραμμα εκπομπής Τrellis για μια σειρά bit 101100 δίνεται με την κόκκινη διαδρομή στο Σχήμα 6.4, στο οποίο φαίνεται η κωδική λέξη εκπομπής 111000010111 και η τελική κατάσταση του συνελικτικού κωδικοποιητή ΒΑ = 00. Συνήθως θέλουμε, μετά την εκπομπή της κωδικής λέξης, ο συνελικτικός κωδικοποιητής να βρίσκεται στην κατάσταση 00, δηλαδή τα αποθηκευμένα bits στους καταχωρητές ολίσθησης (shift registers) να είναι 0, όταν θα έρθει το επόμενο πακέτο (block) των bit πληροφορίας. Αυτό επιτυγχάνεται, προσθέτοντας (L-1) μηδενικά bit μετά τα bit πληροφορίας. Επομένως για το συνελικτικό κώδικα του Σχήματος 6.2, επανερχόμαστε στην αρχική κατάσταση 00 με την εισαγωγή 2 μηδενικών στο τέλος των αρχικών bit πληροφορίας. Από το διάγραμμα Trellis, το οποίο πρέπει να αρχίζει από την κατάσταση 00 αλλά και να καταλήγει στην κατάσταση 00, μπορούμε να δούμε ότι υπάρχουν 16 συνεχείς διαδομές Trellis, οι οποίες δίνονται στον Πίνακα 6.1.

			Από το διάγραμμα Τrellis παρατηρούμε ότι κάθε κωδική λέξη εκπομπής συνδέεται με μια συνεχή διαδρομή στο διάγραμμα Τrellis. Επομένως, κάθε κωδική λέξη στην έξοδο ενός συνελικτικού κώδικα έχει ένα συνεχές Τrellis (continuous Τrellis).

			6.2.1 Διόρθωση λανθασμένων bit λήψης με χρήση συνελικτικού κώδικα

			Η ικανότητα διόρθωσης λαθών με τη χρήση συνελικτικών κωδίκων στηρίζεται στο γεγονός ότι ένας αριθμός k×R bits πληροφορίας απεικονίζονται σε n×R bits, με n > k όπου το R είναι ένας ακέραιος που καθορίζεται από το μήκος του πακέτου εκπομπής.
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			Σχήμα 6.4: Διάγραμμα trellis για είσοδο 101100.

			Ο αριθμός των διαφορετικών κωδικών λέξεων, δηλαδή διαφορετικοί συνδυασμοί των n×R bits, είναι 2(n×R), ενώ οι διαφορετικοί συνδυασμοί των k×R bits είναι 2(k×R). Επομένως, ο αριθμός των δυνατών κωδικών λέξεων (valid codewords) οι οποίες αντιστοιχούν σε κάποιο συνδυασμό των k×R bits είναι 2(k×R). Με άλλα λόγια, από τις 2(n×R) κωδικές λέξεις, μόνο οι 2(k×R)είναι δυνατόν να αποσταλούν άρα και να ληφθούν.

			Ποιες είναι οι κωδικές λέξεις που μπορούν να εκπεμφθούν; Είναι εκείνες που αντιστοιχούν σε συνεχή διαδρομή στο διάγραμμα Τrellis. Επομένως, αν λάβουμε n×R bits, τα οποία, λόγω λαθών, αντιστοιχούν σε ένα ασυνεχές (non-continuous) Τrellis, τότε θα πρέπει να βρούμε την «πιο κοντινή» (closest) κωδική λέξη, που θα αντιστοιχεί σε μία συνεχή διαδρομή Τrellis. Επομένως, ένας αριθμός κωδικών λέξεων λήψης θα αντιστοιχηθεί σε κάποια έγκυρη κωδική λέξη (valid codeword). Στη συνέχεια, χρησιμοποιούμε αυτή τη νέα κωδική λέξη, για να ανακτήσουμε τα αρχικά bit πληροφορίας.

			Μπορούμε να υπολογίσουμε την «πιο κοντινή» έγκυρη κωδική λέξη σε σχέση με μία λαμβανόμενη κωδική λέξη, εφαρμόζοντας την αποκωδικοποίηση μέγιστης πιθανοφάνειας (maximum likelihood decoding/MLD), η οποία καταλήγει στον υπολογισμό των αποστάσεων Hamming μεταξύ των κωδικών λέξεων που μπορούν να αποσταλούν και της λαμβανόμενης κωδική λέξης. Επειδή όμως ο αριθμός των κωδικών λέξεων που μπορούν να αποσταλούν είναι πάρα πολύ μεγάλος, η σύγκριση γίνεται κλάδο με κλάδο, με εφαρμογή του αλγορίθμου Viterbi.

			6.2.2 Aποκωδικοποίηση με κριτήριο τη μέγιστη πιθανοφάνεια

			Η αποκωδικοποίηση των συνελικτικών κωδίκων στηρίζεται στον κανόνα της μέγιστης πιθανοφάνειας, σύμφωνα με τον οποίο επιλέγουμε την κωδική λέξη που είναι «πιο κοντά» στη λαμβανόμενη. Επομένως, η στατιστική απόφασης προσδιορίζεται από το άθροισμα των πιθανοτήτων λήψης πολλών διαδοχικών bit και όχι από τη λήψη κάθε bit χωριστά. Ο πιο απλός τρόπος για την αποκωδικοποίηση μέγιστης πιθανοφάνειας βασίζεται στον υπολογισμό της απόστασης Hamming μεταξύ της λαμβανομένης κωδικής λέξης και των κωδικών λέξεων που μπορούν να εκπεμφθούν.

			Ας θεωρήσουμε ότι τα σύμβολα πληροφορίας περνούν σε ένα κανάλι AWGN και είναι ανεξάρτητα μεταξύ τους. Θεωρούμε ότι τα λαμβανόμενα σύμβολα είναι y: y = y0, y1 … yj… και έστω μια κωδική λέξη x, τέτοια ώστε: x = x0, x1, x2 … xj …
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			Σχήμα 6.5: Μπλοκ διάγραμμα αποκωδικοποίησης.

			Λόγω της ανεξαρτησίας των συμβόλων εκπομπής, η πιθανότητα να αποκωδικοποιήσουμε τα λαμβανόμενα σύμβολα ως την κωδική λέξη x δίνεται από τη σχέση:

			[image: C:\Users\Chrysa\Desktop\Equations\6.1.wmf]

			Εξίσωση 6.1

			Η πιο πιθανή διαδρομή μέσα στο διάγραμμα Τrellis θα έχει τη μεγαλύτερη πιθανότητα p(y, x). Συνήθως, παίρνουμε λογάριθμο και στα δύο μέρη της (6.1), επειδή οι πιθανότητες είναι μικροί αριθμοί. Αυτό δίνει τη σχέση (Goldsmith, 2005):
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			Εξίσωση 6.2

			Η αποκωδικοποίηση ενός συνελικτικού κώδικα μπορεί να γίνει με τους εξής δύο τρόπους (Morelos, 2006):

			1. Hard decision (HD) με μετρική Hamming ή μετρική με λογαριθμική πιθανότητα.

			2. Soft decision (SD) με μετρική Ευκλείδειας απόστασης.

			Στη συνέχεια θα μελετήσουμε αναλυτικά την κάθε περίπτωση.

			HD με μετρική Hamming: Η είσοδος στον αποκωδικοποιητή είναι σε μορφή bit, θεωρώντας ότι έχουμε ήδη αποφασίσει για τα bit λήψης από τα λαμβανόμενα σύμβολα της ψηφιακής διαμόρφωσης που χρησιμοποιείται. Από τη θεωρία κωδικοποίησης γνωρίζουμε ότι η μεγιστοποίηση της σχέσης (6.2) ισοδυναμεί με την εύρεση της έγκυρης κωδικής λέξης x με τη μικρότερη απόσταση Hamming από την y. Οπότε, υπολογίζουμε την απόσταση Hamming μεταξύ όλων των κωδικών λέξεων που μπορούν να αποσταλούν και της λαμβανόμενης. Επιλέγεται ως κωδική λέξη η «πιο κοντινή» στη λαμβανόμενη, δηλαδή αυτή με τη μικρότερη απόσταση Hamming.

			Παράδειγμα 6.4

			Έστω ότι ένα μήνυμα 1011 με 4 bit πληροφορίας κωδικοποιείται με το συνελικτικό κωδικοποιητή (2, 1, 3) του Σχήματος 6.2. Για να επαναφέρουμε τον αποκωδικοποιητή στη μηδενική κατάσταση, προσθέτουμε 2 μηδενικά-bits στο μήνυμα. Επομένως, τα 6 bits 101100 κωδικοποιούνται και προκύπτει μια κωδική λέξη των 12 bits. Υπολογίστε τις αποστάσεις Hamming μεταξύ όλων των δυνατών κωδικών λέξεων του συνελικτικού κώδικα του Σχήματος 6.2 και της λαμβανόμενης λέξης των 12 bits {11 10 10 01 01 10} (τα οποία περιέχουν κάποια σφάλματα).

			Απάντηση

			Ο αριθμός των δυνατών κωδικών λέξεων για τα 4 bit πληροφορίας είναι 24 = 16, αφού τα 2 τελευταία bits είναι πάντα 0. Επομένως θα πρέπει να υπολογίσουμε την απόσταση Hamming κάθε μίας από τις 16 κωδικές λέξεις των 12 bits με τη λαμβανόμενη λέξη. Όλοι οι 16 συνδυασμοί των bit πληροφορίας δίνονται στην πρώτη στήλη του Πίνακα 6.1. Οι κωδικές λέξεις εξόδου καθώς και οι διαδοχικοί κόμβοι του διαγράματος Trellis της συνεχούς διαδρομής κάθε μίας κωδικής λέξης δίνονται στη δεύτερη και τρίτη στήλη του Πίνακα 6.1, αντίστοιχα. Οι αποστάσεις Hamming μεταξύ κάθε κωδικής λέξης και της λαμβανόμενης δίνονται στη τέταρτη στήλη του Πίνακα 6.1.
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			Πίνακας 6.1

			Από τον Πίνακα 6.1 προκύπτει ότι η λαμβανόμενη λέξη {11 10 10 01 01 10} έχει τη μικρότερη απόσταση Hamming (2) από την κωδική λέξη {11 10 00 01 01 11}. Η συνεχής διαδρομή Trellis, που αντιστοιχεί σε αυτή την κωδική λέξη, φαίνεται με κόκκινη γραμμή στο Σχήμα 6.6. Επειδή κάθε μετάβαση στο διάγραμμα Trellis αντιστοιχεί σε 1 bit εισόδου, η έξοδος του κωδικοποιητή γι’ αυτή τη συνεχή διαδρομή μπορεί να βρεθεί, αρχίζοντας από το τέλος προς την αρχή, και είναι 101100. Επομένως, δύο εσφαλμένα bit διορθώθηκαν με τη χρήση του συνελικτικού κώδικα.
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			Σχήμα 6.6: Κωδική λέξη με τη μικρότερη απόσταση Hamming από τη λαμβανόμενη.

			HD με μετρική λογαριθμικής πιθανοφάνειας: κάθε ίδιο bit μεταξύ μιας κωδικής λέξης που μπορεί να αποσταλεί, και της λαμβανόμενης, έχει κάποια μετρική λογαριθμικής πιθανοφάνειας (log-likelihood metric), ενώ κάθε διαφορετικό bit μεταξύ μίας κωδικής λέξης που μπορεί να αποσταλεί και της λαμβανόμενης, έχει διαφορετική (μικρότερη) μετρική.

			Παράδειγμα 6.5

			Έστω ότι τα bits στέλνονται σε ένα κανάλι με πιθανότητα σφάλματος p = 0.1. Τότε, οι μετρικές με λογαριθμική πιθανοφάνεια για κάθε λαμβανόμενο bit υπολογίζονται ως εξής:
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			Εξισώσεις 6.3

			Υπολογίστε τη μετρική κάθε συνεχούς διαδρομής του διαγράμματος Trellis, όταν τα λαμβανόμενα bits είναι {11 10 10 01 01 01}.

			Απάντηση

			Αρχικά, συγκρίνουμε τη λαμβανόμενη λέξη με την κωδική λέξη με όλο-μηδενικά (all-zero code word) και παρατηρούμε ότι οι δύο λέξεις των 12 bits διαφέρουν σε 7 θέσεις. Επομένως, η μετρική της διαδρομής (path metric), που αντιστοιχεί στην log{p (y, x = 0)}, είναι:
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			Εξίσωση 6.4

			Με τον ίδιο τρόπο μπορούμε να υπολογίσουμε τη μετρική κάθε συνεχούς διαδρομής σε σχέση με τη λαμβανόμενη ακολουθία. Τα αποτελέσματα δίνονται στην πέμπτη στήλη του Πίνακα 6.1, τα οποία δείχνουν ότι επιλέγεται ως «καλύτερη» διαδρομή αυτή με τη μεγαλύτερη τιμή του log{p (y, x)} (-5.66), η οποία είναι η ίδια με τη μέθοδο του Παραδείγματος 6.4.

			SD με μετρική Ευκλείδειας απόστασης: έστω ότι στέλνουμε σύμβολα δυαδικής διαμόρφωσης μετατόπισης φάσης (BPSK) σε κανάλι AWGN. Για ένα συνελικτικό κώδικα με ρυθμό 1/n, ο όρος (2Cij-1) δίνει το πλάτος εκπομπής για κάθε bit Cij την i χρονική στιγμή (αντιστοιχεί στο i information bit) και για j = 1, …, n, αφού ένα bit εισόδου στον κωδικοποιητή δίνει n-bit κωδική λέξη.

			Για αποκωδικοποίηση SD, τα j = 1, …, n λαμβανόμενα δείγματα στην έξοδο του προσαρμοσμένου φίλτρου (μετά τον δειγματολήπτη) κατά την i-οστή χρονική στιγμή χρησιμοποιούνται κατευθείαν στον αποκωδικοποιητή. Για διαμόρφωση BPSK, τα λαμβανόμενα σύμβολα δίνονται ως:
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			Εξίσωση 6.5

			Λόγω του Γκαουσιανού θορύβου εισόδου, oι τιμές Rij είναι τυχαίες μεταβλητές με Γκαουσιανή κατανομή:
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			Εξίσωση 6.6

			με μέση τιμή 0 και διακύμανση σ2. Για παράδειγμα, αν λάβουμε την i-οστή χρονική στιγμή n = 2 bits, με πλάτη Ri1, Ri2, τότε η Eυκλείδεια απόσταση από δύο bits Ci1= 0, Ci2= 0 θα είναι::
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			Εξίσωση 6.7

			Ενώ από δύο bits Ci1 = 1, Ci2=0 θα είναι:
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			Εξίσωση 6.8

			Η πιθανοφάνεια ορίζεται ανά κωδική λέξη, δηλαδή ανά n λαμβανόμενα bits, ως το γινόμενο της πιθανοφάνειας του κάθε bit j, για j = 1, …, n (λόγω ανεξαρτησίας του πλάτους κάθε bit). Για MLD, o αποκωδικοποιητής πρέπει να επιλέξει μια κωδική λέξη C*, για την οποία να ισχύει (Proakis & Salehi, 2002; Goldsmith, 2005).
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			Εξίσωση 6.9

			Κάθε κωδική λέξη C που μπορεί να αποσταλεί αντιστοιχεί σε ένα συνεχές μονοπάτι στο Τrellis. Επομένως, θεωρώντας κώδικα με ρυθμό 1/n, η παραπάνω σχέση μπορεί να γραφεί:
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			Εξίσωση 6.10

			όπου i είναι ο i-οστός κλάδος μετάβασης στο διάγραμμα Τrellis. Προσέξτε ότι έχουμε πολλαπλασιασμό των πιθανοτήτων (likelihood) για κάθε bit Cij. Παίρνοντας λογαριθμική πιθανότητα (log-likelihood), η προηγούμενη σχέση γίνεται:
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			Εξίσωση 6.11

			όπου η έκφραση:
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			δίνει τη μετρική του i-οστού κλάδου μετάβασης (branch metric) στο διάγραμμα Trellis. Πρακτικά, το άθροισμα δεν είναι μέχρι άπειρο, αλλά περιλαμβάνει αρκετά σύμβολα λήψης (1 σύμβολο = n bits), ο αριθμός των οποίων καθορίζεται από την παράμετρο του μήκους επιστροφής προς τα πίσω (trace-back length), η οποία με τη σειρά της καθορίζεται από την παράμετρο tblen στη συνάρτηση vitdec του Matlab. Η προηγούμενη σχέση της μετρικής του i-οστού κλάδου μετάβασης στο διάγραμμα Τrellis δίνει:
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			Εξίσωση 6.12

			Επομένως, η μεγιστοποίηση της μετρικής της λογαριθμικής πιθανοφάνειας Bi ισοδυναμεί με την ελαχιστοποίηση της Ευκλείδειας απόστασης μεταξύ των Rij και Cij , όπως προκύπτει από την Εξίσωση 6.13α:
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			Εξίσωση 6.13 α και β

			όπου το τελευταίο αποτέλεσμα (6.13.β) προκύπτει παραλείποντας τους όρους κλίμακας (scaling terms) και όρους που είναι ίδιοι ανεξάρτητα με το Cij. 

			Πρακτικά, το εξωτερικό άθροισμα στην Εξίσωση 6.11 δεν είναι μέχρι άπειρο, αλλά περιλαμβάνει αρκετά σύμβολα λήψης (1 σύμβολο = n bits), ο αριθμός των οποίων καθορίζεται από την παράμετρο του μήκους επιστροφής προς τα πίσω (trace-back length/TBLEN). Η παράμετρος αυτή καθορίζεται από την παράμετρο εισόδου tblen στη συνάρτηση vitdec του Matlab. Αφού λοιπόν προχωρήσουμε TBLEN στάδια (χρονικές στιγμές ή σύμβολα λήψης) στο διάγραμμα Trellis, συγκρίνουμε τις συνολικές μετρικές των επικρατέστερων διαδρομών που φτάνουν σε κάθε μια από τις 2(L-1) δυνατές καταστάσεις του Trellis, και επιλέγουμε την κατάσταση με την καλύτερη μετρική, δηλαδή αυτήν που έχει:
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			Εξίσωση 6.14

			Παράδειγμα 6.6

			Έστω ότι μετά το κανάλι λαμβάνουμε τις εξής διακριτές (soft) τιμές για τα 12 bits

			{1.2, 0.6, 0.5, -0.2, 0.2, -0.6, -0.5, 0.7, -0.1, 0.4, 0.6, -0.8}.

			Με αποδιαμόρφωση δυαδικής απόφασης (binary decision), τα λαμβανόμενα bits είναι {11 10 10 01 01 10}, όπως δόθηκαν στα Παραδείγματα 6.4 και 6.5. Υπολογίστε τη μετρική κάθε συνεχούς διαδρομής του διαγράμματος Trellis με βάση τις τιμές στην έξοδο του καναλιού.

			Απάντηση

			Χρησιμοποιώντας τα δεδομένα του Πίνακα 6.1, μπορούμε να υπολογίσουμε τη σχέση (6.15) για κάθε κωδική λέξη C με 12 bits, τα οποία δίνονται στη δεύτερη στήλη του Πίνακα 6.1. Τα 12 bits κάθε κωδικής λέξης ισοδυναμούν με τις τιμές n=2 και TBLEN=6 στη Σχέση 6.15. Για παράδειγμα, για την κωδική λέξη με όλο-μηδενικά Cij = 0, i=1, ...,6, j = 1,2, ο υπολογισμός της 6.15 γίνεται ως εξής:
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			Από τα αποτελέσματα της τελευταίας στήλης του Πίνακα 6.1 προκύπτει ότι η «καλύτερη διαδρομή» C*, η οποία μεγιστοποιεί τη Σχέση 6.15, είναι η ίδια με τις δύο προηγούμενες υλοποιήσεις του αλγορίθμου Viterbi.

			6.2.3 Ελάχιστη ελεύθερη απόσταση του συνελικτικού κώδικα

			Για ένα συνελικτικό κώδικα, ο αριθμός των λάθος bit εισόδου που διορθώνονται εξαρτάται άμεσα από το βάρος (weight) της μικρότερης διαδρομής που αποκλίνει από την μηδενική κατάσταση για κάποιο αριθμό καταστάσεων και, στη συνέχεια, επιστρέφει πάλι στην μηδενική κατάσταση. Η παράμετρος αυτή ονομάζεται ελάχιστη ελεύθερη απόσταση (minimum free distance/dfree) και ισούται με την μικρότερη απόσταση Hamming του σήματος λήψης, που οδηγεί σε γεγονός λάθους, αν θεωρήσουμε ότι αποστέλεται μία κωδική λέξη μόνο με μηδενικά. Στον ορισμό αυτό θεωρούμε ότι έχουμε στείλει μια σειρά από 0, οπότε και το διάγραμμα Τrellis πηγαίνει συνέχεια από την μηδενική κατάσταση στην μηδενική κατάσταση. Αυτό γίνεται αποκλειστικά για ευκολία και δεν αλλάζει τίποτα, αν θεωρήσουμε διαφορετική κωδική λέξη εκπομπής. Επομένως, ορίζουμε ως dfree μίας συνελικτικής κωδικοποίησης την ελάχιστη απόσταση Hamming μεταξύ των συνεχών διαδρομών Trellis που αποκλίνουν και, στη συνέχεια, συγκλίνουν με τη μηδενική κατάσταση και της διαδρομής που αντιστοιχεί στην κωδική λέξη με όλο-μηδενικά.

			Για το συνελικτικό κώδικα του Σχήματος 6.2, το διάγραμμα Trellis του Σχήματος 6.6 δείχνει ότι η μικρότερη συνεχής διαδρομή, η οποία αποκλίνει από την κατάσταση 00 και επιστρέφει αργότερα σε αυτή, ακολουθεί τις εξής μεταβάσεις:

			state 00 → state 10 → state 01 → state 00

			Η διαδρομή Trellis, η αποία αποκλίνει από την κατάσταση 00 και συγκλίνει ξανά μετά από 3 μεταβάσεις, έχει βάρος 5, αφού η κωδική τιμή που αντιστοιχεί στη διαδρομή αυτή είναι 11 10 11.

			Αυτό σημαίνει ότι, αν υπάρχουν παραπάνω από (dfree)/2 λάθος bits στη λήψη, θα προτιμηθεί το Τrellis που περιγράψαμε παραπάνω και όχι το 00 → 00 → 00 (που είναι το σωστό).

			Δηλαδή, αν έχουμε περισσότερα από 2 λάθη σε 3 συνεχόμενα εισερχόμενα σύμβολα (6 bits), θα προκύψει σφάλμα στην αποκωδικοποίηση. Επομένως, η διορθωτική ικανότητα ενός συνελικτικού κώδικα δίνεται ως (Proakis &Salehi, 2002):
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			όπου |x| είναι το ακέραιο μέρος του x.

			6.2.4 Ο αλγόριθμος Viterbi

			Ο αλγόριθμος Viterbi ανήκει στους αλγόριθμους δυναμικού προγραμματισμού και υπολογίζει την πιο πιθανή ακολουθία μηνύματος μέχρι κάποια ενδιάμεση κατάσταση μέσα στο διάγραμμα Trellis και την αντίστοιχη μετρική, ανάλογα με τον αριθμό bits που διαφέρουν μεταξύ της λαμβανόμενης ακολουθίας και μιας συνεχούς διαδρομής στο διάγραμμα Τrellis. Ο αλγόριθμος χρησιμοποιεί τη μετρική κλάδου μετάβασης (Branch Metric/ΒΜ) και τη μετρική διαδρομής (Path Metric/PΜ) μέχρι κάποια κατάσταση s, κάποια χρονική στιγμή i, για να υπολογιστεί η μετρική διαδρομής μέχρι κάποια κατάσταση s για την επόμενη χρονική στιγμή i + 1.

			H μετρική κλάδου μετάβασης BM(xmit, rcvd), για κάθε κλάδο του Τrellis είναι η «απόσταση» (Hamming απόσταση, για αποκωδικοποίηση HD, ή Ευκλείδεια απόσταση, για αποκωδικοποίηση SD) μεταξύ των λαμβανόμενων bits και αυτών της κωδικής λέξης που αντιστοιχεί στον κλάδο μετάβασης.

			Παράδειγμα 6.7

			Υπολογίστε τις μετρικές διαδρομής για τον αρχικό συνελικτικό κωδικοποιητή του Σχήματος 6.2 με 2(L-1) = 4 καταστάσεις εκπομπής.

			Απάντηση

			Θα θεωρήσουμε για απλούστευση των υπολογιστικών πράξεων την αποκωδικοποίηση HD. Οπότε, χρησιμοποιούμε τιμές bits, για να υπολογίσουμε την απόσταση Hamming μεταξύ του xmit και του rcvd για κάθε κλάδο μετάβασης. Έστω ότι τα λαμβανόμενα bits είναι τα 00. Οι μετρικές του κλάδου μετάβασης είναι οι εξής (Σχήμα 6.7):

			BM(00,00) = 0, BM(01,00) = 1, BM(10,00) = 1 και BM(11,00) = 2
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			Σχήμα 6.7: Διάγραμμα Trellis με τις τιμές BM για όλες τις δυνατές μεταβάσεις μεταξύ δύο χρονικών στιγμών i → i+1.

			Η παραπάνω πληροφορία σε κάποια κατάσταση s, κάποια χρονική στιγμή i + 1, θα χρησιμοποιηθεί στον υπολογισμό της μετρικής διαδρομής PM[s, i + 1], από τη μετρική διαδρομής κάποιας άλλης κατάστασης s, την προηγούμενη χρονική στιγμή i, PM[s, i]. Η μετρική διαδρομής PM[s, i] για κάθε μία κατάσταση s (από τις 2L-1 καταστάσεις εκπομπής) και για χρονική στιγμή i, ισούται με το μικρότερο άθροισμα (μικρότερη απόσταση Hamming) των BM(xmit, rcvd) που καταλήγουν στην κατάσταση s τη χρονική στιγμή i. Η μετρική διαδρομής PM[s, i+1] υπολογίζεται από το PM[s, i] και το BM των κλάδων μετάβασης από την κατάσταση s στη χρονική στιγμή i στην κατάσταση s τη χρονική στιγμή i+1.

			Παράδειγμα 6.8

			Έστω ότι γνωρίζουμε τα PM[s, i], όπως φαίνεται στο Σχήμα 6.8. Υπολογίστε τα PM[s, i+1] για όλες τις καταστάσεις s του συνελικτικού κώδικα του Σχήματος 6.2.
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			Σχήμα 6.8: Διάγραμμα Trellis για τον υπολογισμό των τιμών PM των 4 καταστάσεων τη χρονική στιγμή i+1.

			Απάντηση

			Για να απαντήσουμε στην παραπάνω ερώτηση, πρέπει πρώτα να απαντήσουμε στο εξής: αν η διαδρομή Trellis βρίσκεται στην κατάσταση s τη χρονική στιγμή i+1, σε ποιες καταστάσεις θα μπορούσε να βρίσκεται τη χρονική στιγμή i.

			Για το συνελικτικό κωδικοποιητή του Σχήματος 6.2, για κάθε κατάσταση s, υπάρχουν δύο προηγούμενες καταστάσεις (predecessor states), α και β, στο διάγραμμα Trellis. Γενικότερα, για κωδικοποιητή με 4 καταστάσεις (00, 01, 10, 11) ακριβώς 2 μονοπάτια θα οδηγούν σε καθεμία από τις 4 καταστάσεις.

			Για απλότητα, ας εξετάσουμε την κατάσταση s = 01, για την οποία έχουμε α = 10 και β = 11, όπως εύκολα φαίνεται από το Σχήμα 6.8. Επομένως, μια διαδρομή που φτάνει στην κατάσταση s = 01 τη χρονική στιγμή i + 1, πρέπει να έχει ξεκινήσει στο διάγραμμα Trellis από την κατάσταση α ή την κατάσταση β, τη χρονική στιγμή i.

			Επομένως, το PM[01, i + 1] έχει δύο τιμές, ανάλογα με τη διαδρομή που θα επιλέξουμε. Ο Viterbi παρατήρησε ότι δεν χρειάζεται να αποθηκεύουμε τη διαδρομή PM[10, i] + BM(10,00) με μετρική 4, αφού η PM[11, i] + BM(01,00), με μετρική 3, θα είναι πάντα καλύτερη από τη χρονική στιγμή i+1 και μετά! Επομένως ο καθορισμός του PM[01, i + 1] σύμφωνα με τον αλγόριθμο Viterbi δίνεται ως εξής:

			PM[01, i + 1] = min{PM[10, i] + BM(10,00), PM[11, i] + BM(01,00) } = min(3 + 1 , 2 + 1) = 3.

			Το Σχήμα 6.9 δίνει το διάγραμμα Trellis με τον υπολογισμό του PM[01, i + 1].
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			Σχήμα 6.9: Διάγραμμα Trellis με τον υπολογισμό του PM[01, i + 1].

			Γενικεύοντας τον προηγούμενο υπολογισμό του αλγορίθμου Viterbi, έχουμε:

			PM[s, i + 1] = min(PM[α, i] + BM[α → s], PM[β, i] + BM[β → s])

			Επομένως, μπορούμε να υπολογίσουμε τα PM[s, i + 1] για s = {00, 01, 10, 11}, όπως φαίνεται στο Σχήμα 6.10.
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			Σχήμα 6.10: Διάγραμμα Trellis με τον υπολογισμό του PM[s, i + 1], για s={00, 01, 10, 11}.

			Ο αλγόριθμος Viterbi αξιοποιεί το γεγονός ότι κάποιο από τα εισερχόμενα μονοπάτια θα έχει τα λιγότερα λάθη (μικρότερη διαφορά από τα λαμβανόμενα σύμβολα) μέχρι εκείνο το σημείο στο Trellis. Η επιλογή του καλύτερου μονοπατιού μέχρι εκείνη τη χρονική στιγμή και ο τερματισμός των υπόλοιπων διαδρομών αποτελούν τη βάση για τον αλγόριθμο Viterbi. Επομένως, σε κάθε κατάσταση (κόμβο του διαγράμματος Trellis) κρατάμε μία μόνο διαδρομή, εκείνη που έχει τη μικρότερη συνολική απόσταση Hamming ή τη μικρότερη Eυκλείδεια απόσταση μέχρι εκείνο το σημείο στο διάγραμμα Trellis. Η συνολικά καλύτερη διαδρομή θα υπολογιστεί αφού φτάσουμε στο τέλος του διαγράμματος Trellis.

			Στην πράξη, όταν έχουμε πολλά λαμβανόμενα σύμβολα, προχωράμε αρκετά στο διάγραμμα Trellis, όσο μας καθορίζει η παράμετρος που υπολογίζει το προς τα πίσω μήκος (trace back length/TBLEN), και τότε «αποφασίζουμε» για την καλύτερη διαδρομή από την κατάσταση με την καλύτερη μετρική. Για παράδειγμα, με TBLEN = 32 και αποκωδικοποίηση με δυαδική απόφαση προχωράμε κατά 32 κόμβους στο διάγραμμα Τrellis, βρίσκουμε τη συνεχόμενη διαδρομή με τη μικρότερη απόσταση Hamming με τα λαμβανόμενα σύμβολα και, γυρίζοντας προς τα πίσω στο διάγραμμα trellis, βγάζουμε k bits πληροφορίας σε κάθε μετάβαση του διαγράμματος Trellis.

			Στο Παράδειγμα 6.4 είδαμε ότι στο τέλος του διαγράμματος trellis (TBLEN = 6) υπάρχει μία συνεχής διαδρομή, που δίνει το χαμηλότερο αθροιστικό σφάλμα με τιμή 2, η οποία δηλώνει το γεγονός ότι 2 λανθασμένα bits διορθώθηκαν για να προκύψει αυτή η διαδρομή. Επειδή αυτά τα λάθη επαφίενται στη διορθωτική ικανότητα του συγκεκριμένου κωδικοποιητή, ανακτήσαμε τα σωστά δεδομένα πληροφορίας.

			6.2.5 Αποκωδικοποίηση Viterbi στο Matlab

			Η συνάρτηση του Matlab, που υλοποιεί την αποκωδικοποίηση συνελικτικού κώδικα με τη χρήση του αλγόριθμου Viterbi, είναι η εξής:

			DECODED = VITDEC(CODE,TRELLIS,TBLEN,OPMODE,DECTYPE)

			όπου:

			CODE: είναι η έξοδος του συνελικτικού κώδικα.

			TBLEN: είναι ένας θετικός ακέραιος που προσδιορίζει το traceback length, το οποίο δείχνει πόσο βαθιά στο διάγραμμα Τrellis αθροίζουμε τη μετρική, προτού καθορίσουμε την καλύτερη διαδρομή και αρχίσουμε να αποφασίζουμε για τα λαμβανόμενα information bits.

			OPMODE: προσδιορίζει τις επιλογές λειτουργίας του αποκωδικοποιητή, ως εξής:

			
					«Trunc»: ο αποκωδικοποιητής θεωρούμε ότι αρχίζει από τη μηδενική (all-zeros) κατάσταση. Η αποκωδικοποίηση προχωράει προς τα πίσω ξεκινώντας από την κατάσταση με την καλύτερη μετρική (best metric).

					«Term»: ο αποκωδικοποιητής θεωρούμε ότι αρχίζει και τελειώνει στην κατάσταση μόνο με μηδενικά. Η αποκωδικοποίηση προχωράει προς τα πίσω ξεκινώντας κάνει trace back από την κατάσταση με όλο μηδενικά (all-zero state).

					«Cont»: ο αποκωδικοποιητής θεωρούμε ότι αρχίζει από τη μηδενική κατάσταση. Η αποκωδικοποίηση προχωράει προς τα πίσω ξεκινώντας από την κατάσταση με την καλύτερη μετρική. Μια καθυστέρηση που ισούται με TBLEN σύμβολα κωδικοποίησης (n×TBLEN bits) δημιουργείται, αφού τα πρώτα n×TBLEN bits στην έξοδο του αποκωδικοποιητή είναι μηδέν.

			

			DECTYPE: προσδιορίζει τον τρόπο με τον οποίο τα bits απεικονίζονται στην είσοδο CODE. Υπάρχουν οι εξής επιλογές:

			«Unquant»: ο αποκωδικοποιητής αναμένει πραγματικές τιμές εισόδου:

			
					+1: απεικονίζει το λογικό μηδέν.

					-1: απεικονίζει το λογικό ένα.

					0: χρησιμοποιείται για κώδικες με αφαίρεση bits (punctured codes), όπου η τιμή 0 προστίθεται στην ακολουθία, η οποία εισέρχεται στον αποκωδικοποιητή στη θέση των bits που δεν έχουν αποσταλεί και, επομένως, δεν υπάρχει καμία πληροφορία γι’ αυτά.

			

			«Hard»: αποκωδικοποιητής αναμένει τιμές εισόδου 0 και 1. Ο αποδιαμορφωτής έχει ήδη αποφασίσει για τα λαμβανόμενα bits (hard demodulation). Η μετρική του αλγόριθμου Viterbi είναι απόσταση Hamming μεταξύ των λαμβανόμενων bits και των bits της διαδρομής trellis.

			«Soft»: χρησιμοποιεί την παρακάτω εντολή:

			DECODED = VITDEC(CODE,TRELLIS,TBLEN,OPMODE,’soft’,NSDEC)

			Αποκωδικοποιεί τον εισερχόμενο vector CODE, ο οποίος αποτελείται από ακεραίους μεταξύ 0 και 2^NSDEC-1, όπου:

			
					0: Απεικονίζει με τη μεγαλύτερη αξιοπιστία το bit 0.

					2^NSDEC-1: Απεικονίζει με τη μεγαλύτερη αξιοπιστία το bit 1.

			

			Η παράμετρος NSDEC απαιτείται μόνο στην περίπτωση της αποκωδικοποίησης με ‘soft’ τιμές. Η μετρική του αλγόριθμου Viterbi είναι η Ευκλείδεια απόσταση μεταξύ των λαμβανόμενων bits και των bits της διαδρομής Trellis.

			Για Μ-αδικές ψηφιακές διαμορφώσεις, οι αναλογικές τιμές για τα bits παίζουν καθοριστικό ρόλο στους αποκωδικοποιητές SD Viterbi των συνελικτικών κωδικοποιητών, οι οποίοι έχουν καλύτερη επίδοση σε ρυθμό σφάλματος bit (bit error rate/BER) από τους αντίστοιχους HD (στους οποίους, καταρχήν, αποφασίζουμε για το σύμβολο λήψης, και στη συνέχεια το μετατρέπουμε σε log2(M) τιμές bit τα οποία εισέρχονται στον αποκωδικοποιητή).

			Παράδειγμα 6.9

			Για αποκωδικοποίηση στην οποία έχει προηγηθεί αποδιαμόρφωση HD, χρησιμοποιούμε τη συνάρτηση vitdec με την παράμετρο ‘hard’ και με δυαδικά δεδομένα εισόδου. Επειδή η έξοδος της εντολής convenc είναι ήδη σε δυαδική μορφή (binary), η αποκωδικοποίηση HD μπορεί να χρησιμοποιήσει απευθείας την έξοδο του convenc, χωρίς άλλη επεξεργασία. Το παρακάτω παράδειγμα υλοποιεί αποκωδικοποίηση HD:

			t = poly2trellis([4 3],[4 5 17;7 4 2]); % Define trellis.

			code = convenc(ones(100,1),t); % Encode a string of 100 ones.

			tb = 12; % Traceback length for decoding

			decoded = vitdec(code,t,tb,’trunc’,’hard’); % Decode.

			Παράδειγμα 6.10

			Θεωρήστε ένα συνελικτικό κωδικοποιητή με L=3 και πολυωνυμική περιγραφή [6, 7]. Θεωρήστε διαμόρφωση 2-PAM και προσθέστε AWGN με SNR ανά bit ίσο με 3dB. Υπολογίστε το BER με τους εξής τρεις τρόπους:

			
					Aποκωδικοποίηση HD.

					Aποκωδικοποίηση SD με 8 διακριτές τιμές εισόδου.

					Aποκωδικοποίηση SD με πραγματικές τιμές εισόδου.

			

			Απάντηση

			O παρακάτω κώδικας Matlab κωδικοποιεί τυχαία δεδομένα και προσθέτει θόρυβο με SNR = 3dB. Παρατηρούμε ότι, λόγω της συνάρτησης vitdec, η αντιστοιχία bit σε πλάτος είναι η εξής: bit «0» σε πλάτος 1 και bit «1» σε πλάτος -1 (δηλαδή το αντίθετο από τη συνηθισμένη απεικόνιση 2-PAM). Στη συνέχεια, χρησιμοποιώντας τη συνάρτηση vitdec, αποκωδικοποιούμε τα σύμβολα λήψης με τρεις διαφορετικούς τρόπους.

			Η έξοδος της convenc δεν έχει τους ίδιους τύπους δεδομένων, τους οποίους δέχεται σαν δεδομένα εισόδου η vitdec. Συνεπώς, είναι απαραίτητο να γίνει κατάλληλος χειρισμός των δειγμάτων λήψης από το κανάλι, πριν γίνει εμπλοκή της vitdec (ανάλογα με τις παραμέτρους με τις οποίες καλείται η vitdec). Τέλος, οι υπολογισμοί για το BER λαμβάνουν υπόψη την καθυστέρηση την οποία επιφέρει ο τρόπος λειτουργίας ‘cont’ της συνάρτησης vitdec.

			% Encode data bits

			trel = poly2trellis(3,[6 7]);  % Define trellis

			msg = randi([0 1],1000,1); % Random data

			code = convenc(msg,trel); % Encode

			tblen = 5; % Traceback length

			% Map “0” bit to 1.0 and “1” bit to -1.0. Also add AWGN.

			ucode = real(awgn(1-2*code, 3, ‘measured’));

			% 3 is the SNR value in dB.

			% Hard decision decoding using binary inputs

			hcode = ucode<0;

			decoded1 = vitdec(hcode,trel,tblen,’cont’,’hard’);

			% Soft decision decoding with quantized inputs

			[x,qcode] = quantiz(ucode, [-.75 -.5 -.25 0 .25 .5 .75], 7:-1:0);

			% Values in qcode are between 0 and 2^3-1.

			decoded2 = vitdec(qcode’,trel,tblen,’cont’,’soft’,3);

			% Soft decision decoding using unquantized inputs

			decoded3 = vitdec(ucode,trel,tblen,’cont’,’unquant’);

			% Compute bit error rates, using the fact that the decoder

			% output is delayed by tblen symbols.

			[n1,r1] = biterr(double(decoded1(tblen+1:end)),msg(1:end-tblen));

			[n2,r2] = biterr(decoded2(tblen+1:end)’,msg(1:end-tblen));

			[n3,r3] = biterr(decoded3(tblen+1:end),msg(1:end-tblen));

			disp([‘The bit error rates are: ‘,num2str([r1 r2 r3])])

			Λαμβάνουμε τα παρακάτω αποτελέσματα:

			The bit error rates are: 0.064322 0.020101 0.01608

			από τα οποία παρατηρούμε ότι η καλύτερη επίδοση δίνεται από την υλοποίηση του αλγορίθμου Viterbi με πραγματικές τιμές εισόδου και η χειρότερη προκύπτει από τη δυαδική αποκωδικοποίηση με χρήση της απόστασης Hamming στον υπολογισμό των μετρικών διαδρομής.

			Παράδειγμα 6.11

			Για τον συνελικτικό κωδικοποιητή του Παραδείγματος 6.10, υπολογίστε το BER για διαμόρφωση 16-QAM και αποκωδικοποίηση HD.

			Απάντηση

			clear

			Niter = 500;

			N = 100; % number of symbols

			M=16;

			k=log2(M);

			k_QAM=1/sqrt(10);

			trel = poly2trellis(3,[6 7]);  % Define trellis

			rate=1/2;

			tblen = 32; % Traceback length

			Eb_N0_dB = [0:2:20]; % multiple Eb/N0 values

			Es_N0_dB = Eb_N0_dB + 10*log10(k*rate);

			for jj=1:Niter

			for ii = 1:length(Es_N0_dB)

			Bit = rand(1,N*k)>0.5;  % random 1’s and 0’s

			codedBit = convenc(Bit,trel); % Encode info bits

			msg_tx = mod_gray(codedBit, M).*k_QAM;

			n = 1/sqrt(2)*[randn(1,N/rate) + j*randn(1,N/rate)];

			y = msg_tx + 10^(-Es_N0_dB(ii)/20)*n;

			y = y./k_QAM;

			 [BitHatRe, BitHatIm] = demod_gray(y, M);

			 BitHat = [BitHatRe, BitHatIm];

			hcode=reshape(BitHat.’,1,k*N/rate);

			%Hard decision decoding using binary inputs

			decoded1 = vitdec(hcode,trel,tblen,’trunc’,’hard’);

			% counting errors for real and imaginary

			nBitErr(jj, ii) = (size(find([Bit - decoded1]),2))/(N*k);

			end

			end

			simBer =sum(nBitErr)/Niter;

			close all;

			figure

			semilogy(Eb_N0_dB,simBer,’mx-’,’LineWidth’,2);

			axis([0 20 10^-5 1])

			grid on

			legend(‘simulation’);

			xlabel(‘Eb/No, dB’)

			ylabel(‘Bit Error Rate’)

			title(‘Bit error rate for 16-QAM with hard decision Viterbi decoding’)

			Λαμβάνουμε τα αποτελέσματα:

			[image: ]

			Σχήμα 6.11: BER ως συνάρτηση του Eb/N0 για 16-QAM με αποκωδικοποίηση HD Viterbi.

			Παράδειγμα 6.12

			Για το συνελικτικό κωδικοποιητή του Παραδείγματος 6.10, υπολογίστε το BER για διαμόρφωση 16-QAM και με τους τρείς τρόπους αποκωδικοποίησης του Παραδείγματος 6.10.

			Απάντηση

			clear

			Niter = 600;

			N = 100; % number of symbols

			M=16;

			k=log2(M);

			k_QAM=1/sqrt(10);

			trel = poly2trellis(3,[6 7]); % Define trellis

			rate=1/2;

			tblen = 15; % Traceback length

			Eb_N0_dB = [0:2:10]; % multiple Eb/N0 values

			Es_N0_dB = Eb_N0_dB + 10*log10(k*rate);

			for jj=1:Niter

			for ii = 1:length(Es_N0_dB)

			Bit = rand(1,N*k)>0.5; % random 1’s and 0’s

			codedBit = convenc(Bit,trel); % Encode info bits

			msg_tx = mod_gray(codedBit, M).*k_QAM;

			n = 1/sqrt(2)*[randn(1,N/rate) + j*randn(1,N/rate)];

			y = msg_tx + 10^(-Es_N0_dB(ii)/20)*n;

			y_hat = y./k_QAM;

			% approximate soft value for b0 b1 b2 b3

			b0_soft = real(y_hat’);

			b1_soft = 2 - abs(real(y_hat’));

			b2_soft = -imag(y_hat’);

			b3_soft = 2 - abs(imag(y_hat’));

			b0 = b0_soft > 0;

			b1 = b1_soft > 0;

			b2 = b2_soft > 0;

			b3 = b3_soft > 0;

			BitHat = [b0 b1 b2 b3];

			hcode=reshape(BitHat.’,1,k*N/rate);

			%Hard decision decoding using binary inputs

			decoded1 = vitdec(hcode,trel,tblen,’trunc’,’hard’);

			 [BitHatRe, BitHatIm] = demod_gray(y_hat, M);

			BitHat2 = [BitHatRe, BitHatIm];

			hcode2=reshape(BitHat2.’,1,k*N/rate);

			%Hard decision decoding using binary inputs

			decoded2 = vitdec(hcode2,trel,tblen,’trunc’,’hard’);

			BitHatSoft = -[b0_soft b1_soft b2_soft b3_soft];

			hcode3=reshape(BitHatSoft.’,1,k*N/rate);

			[x,qcode] = quantiz(hcode3, [-.75 -.5 -.25 0 .25 .5 .75], 7:-1:0);

			% Values in qcode are between 0 and 2^3-1.

			decoded3 = vitdec(qcode,trel,tblen,’trunc’,’soft’,3);

			hcode4=reshape(BitHatSoft.’,1,k*N/rate);

			%Soft decision decoding using binary inputs

			decoded4 = vitdec(hcode4,trel,tblen,’trunc’,’unquant’);

			% counting errors for real and imaginary

			nBitErr(jj, ii) = (size(find([Bit - decoded1]),2))/(N*k);

			nBitErr2(jj, ii) = (size(find([Bit - decoded2]),2))/(N*k);

			nBitErr3(jj, ii) = (size(find([Bit - decoded3]),2))/(N*k);

			nBitErr4(jj, ii) = (size(find([Bit - decoded4]),2))/(N*k);

			end

			end

			simBer =sum(nBitErr)/Niter

			simBer2 =sum(nBitErr2)/Niter

			simBer3 =sum(nBitErr3)/Niter

			simBer4 =sum(nBitErr4)/Niter

			close all;

			figure

			semilogy(Eb_N0_dB,simBer,’mx-’,’LineWidth’,2);

			hold on

			semilogy(Eb_N0_dB,simBer2,’bo-’,’LineWidth’,2);

			hold on

			semilogy(Eb_N0_dB,simBer3,’rd-’,’LineWidth’,2);

			hold on

			semilogy(Eb_N0_dB,simBer4,’k*-’,’LineWidth’,2);

			axis([0 15 10^-5 1])

			grid on

			legend(‘hard decision’, ‘hard decision’, ‘3 bit soft decision’, ‘infinite precision soft’);

			xlabel(‘Eb/No, dB’)

			ylabel(‘Bit Error Rate’)

			title(‘Bit error rate for 16-QAM with Viterbi decoding’)

			Λαμβάνουμε τα αποτελέσματα:

			[image: ]

			Σχήμα 6.12: BER ως συνάρτηση του Eb/N0 για 16-QAM με αποκωδικοποίηση Viterbi.

			[image: ]

			6.3 Συνελικτικοί κώδικες με τεχνική αφαίρεσης bit (puncturing)

			Σε πολλά πραγματικά τηλεπικοινωνιακά συστήματα, ο ρυθμός κωδικοποίησης εξαρτάται από τον λαμβανόμενο σηματοθορυβικό λόγο. Αυτό συνεπάγεται ότι πρέπει να υπάρχουν πολλοί συνελικτικοί κώδικες με διαφορετικο ρυθμό, κάτι που είναι δύσκολο να υλοποιηθεί. Αντί γι’ αυτό, μπορεί να χρησιμοποιηθεί ένας μόνο συνελικτικός κώδικας, με μικρό ρυθμό κωδικοποίησης (π.χ. ½), και η διαδικασία του puncturing. Η διαδικασία του puncturing λειτουργεί με το να αφαιρέσουμε κάποια από τα bits εξόδου του κωδικοποιητή, για να αυξήσουμε τον ρυθμό κωδικοποίησης (coding rate). Για παράδειγμα, αν στην έξοδο του συνελικτικού κώδικα με ρυθμό κωδικοποίησης ½ παραλείψουμε να στείλουμε 2 bits κάθε 6 bits, τότε προκύπτει ένας συνελικτικός κώδικας με ρυθμό (4/6)/(1/2) = ¾, δηλαδή με μεγαλύτερο ρυθμό κωδικοποίησης. Ο κανόνας με τον οποίο αφαιρούνται τα bits ονομάζεται puncturing pattern και καθορίζεται τόσο στον κωδικοποιητή, όσο και στον αποκωδικοποιητή.

			Για κώδικες με αφαίρεση bits, η συνάρτηση vitdec ορίζεται ως εξής:

			DECODED = VITDEC(CODE, TRELLIS, TBLEN, OPMODE, DECTYPE, PUNCPAT)

			Η παραπάνω συνάρτηση αποκωδικοποιεί την είσοδο CODE (έξοδο του συνελικτικού κώδικα με τον ίδιο τρόπο puncturing PUNCPAT). Η συνάρτηση αυτή χρησιμοποιεί το puncturing pattern PUNCPAT για να εισάγει δεδομένα για τα bits που αφαιρέθηκαν στον πομπό και, επομένως, δεν εστάλησαν. Παρ’ όλο που κατά τη διαδικασία του puncturing αφαιρούμε τιμές -1 (για bit 1), αλλά και 1 (για bit 0) από τη μεταβλητή CODE, η διαδικασία της εισαγωγής κατά τη λήψη προσθέτει μόνο μηδενικά, αφού δεν υπάρχει καμία πληροφορία στον δέκτη γι’ αυτά τα bits. Στη συνέχεια, η εντολή vitdec αποκωδικοποιεί το σήμα λήψης, που αποτελείται από τιμές {-1, 1, 0}, χρησιμοποιώντας την παράμετρο απόφασης «unquant». Οι τιμές 0 είναι αποδεκτές για την «unquant», η οποία επιτρέπει οποιαδήποτε πραγματική τιμή ως είσοδο στον αλγόριθμο Viterbi.

			Παράδειγμα 6.13

			Δώστε στο λογισμικό Matlab ένα παράδειγμα συνελικτικής κωδικοποίησης με χρήση του puncturing pattern [1 1 1 0 0 1].

			Απάντηση

			Tο puncturing pattern [1 1 1 0 0 1] σημαίνει ότι στην έξοδο του κωδικοποιητή σε κάθε ομάδα των 6 bit, τα bits #4 και #5 δεν στέλνονται. Γι’ αυτόν τον λόγο, στην είσοδο του αποκωδικοποιητή σε κάθε ομάδα των 4 bits πρέπει να εισαγάγουμε 2 bits στις θέσεις #4 και #5 που έχουν τιμή 0, αφού δεν έχουμε καμία πληροφορία γι’ αυτά τα bits εξόδου από τον κωδικοποιητή.

			Στο Matlab, η δημιουργία κωδικοποιητών με διαδικασία puncturing γίνεται εύκολα, σύμφωνα με τον κώδικα που ακολουθεί. Όπως αναμένεται, τo ίδιο puncturing pattern εισάγεται στη συνάρτηση convenc, αλλά και στη vitdec.

			clear;

			len = 150;

			msg = randi([0 1], len, 1); % Random data

			t = poly2trellis(7, [133 171]); % Define trellis.

			punctcode = convenc(msg, t, [1 1 1 0 0 1]); % Length is (2*len)*2/3.

			tcode = 1-2*punctcode; % Map “0” bit to 1 and “1” bit to -1

			% Decode the punctured code

			decoded = vitdec(ncode, t, 96, ‘trunc’, ‘unquant’, [1 1 1 0 0 1]);

			[numErrP, berP] = biterr(decoded, msg); % Bit error rate is 0 as expected

			Παράδειγμα 6.14

			Δημιουργήστε δύο συναρτήσεις encode.m και decode.m, με παραμέτρους εισόδου τα bit πληροφορίας στο διάνυσμα msg και την παράμετρο CodingRate, η οποία καθορίζει τον ρυθμό κωδικοποίησης, που να μετατρέπουν έναν συνελικτικό κωδικοποιητή με ρυθμό ½ , L=7 και πολυωνυμική περιγραφή [171, 133] σε κωδικοποιητές με ρυθμό 2/3 και ¾ με τη διαδικασία του puncturing.

			Απάντηση

			function code=encode(msg,CodingRate)

			ConstraintLength=7;

			g0=171;

			g1=133;

			CodeGenerator=[g0 g1];

			trellis=poly2trellis(ConstraintLength,CodeGenerator);

			tcode=convenc(msg,trellis);

			switch CodingRate

			case ‘1/2’

			code = tcode;

			%puncpat=[1 1];

			case ‘2/3’

			punctcode = tcode;

			punctcode(4:4:end)=[];

			code = punctcode;

			%puncpat=[1 1 1 0];

			case ‘3/4’

			punctcode = tcode;

			punctcode(4:6:end)=[];

			punctcode(4:5:end)=[];

			code = punctcode;

			%puncpat=[1 1 1 0 0 1];

			end

			Και η συνάρτηση decode δίνεται με τον κώδικα:

			function decoded=decode(code,CodingRate)

			ConstraintLength=7;

			g0=171;

			g1=133;

			CodeGenerator=[g0 g1];

			len = length(code);

			switch CodingRate

			case ‘1/2’

			nicode = code;

			%puncpat=[1 1];

			case ‘2/3’

			nicode = zeros(4*len/3,1); % Zeros represent inserted data.

			nicode(1:4:end) = code(1:3:end); % Write actual data.

			nicode(2:4:end) = code(2:3:end); % Write actual data.

			nicode(3:4:end) = code(3:3:end); % Write actual data.

			%puncpat=[1 1 1 0];

			case ‘3/4’

			nicode = zeros(3*len/2,1); % Zeros represent inserted data.

			nicode(1:6:end) = code(1:4:end); % Write actual data.

			nicode(2:6:end) = code(2:4:end); % Write actual data.

			nicode(3:6:end) = code(3:4:end); % Write actual data.

			nicode(6:6:end) = code(4:4:end); % Write actual data.

			%puncpat=[1 1 1 0 0 1];

			end

			trellis=poly2trellis(ConstraintLength,CodeGenerator);

			tblen=5*ConstraintLength;

			decoded=vitdec(nicode,trellis, tblen, ‘trunc’, ‘unquant’);

			Η σωστή λειτουργία του κωδικοποιητή-αποκωδικοποιητή μπορεί να ελεγχθεί εύκολα με τον κώδικα που ακολουθεί:

			clear;

			CodingRate=’3/4’;

			len = 150;

			msg = randi([0 1], len, 1); % Random data

			encoded=encode(msg,CodingRate);

			tcode = 1-2*encoded;   % Map “0” bit to 1 and “1” bit to -1

			% Decode the punctured code

			decoded = decode(tcode,CodingRate);

			[numErrP, berP] = biterr(decoded, msg) % Bit error rate

			το οποίο επιστρέφει:

			numErrP = 0

			berP = 0

			Όπως αναμενόταν, εξαιτίας απουσίας θορύβου στο σήμα λήψης.

			Κριτήρια αξιολόγησης

			Κριτήριο

			Χρησιμοποιώντας τη διαδρομή με κόκκινο χρώμα στο διάγραμμα Trellis του Σχήματος 6.6 ως την επικρατέστερη, δείξτε τον τρόπο με τον οποίο ανακτούνται τα bit πληροφορίας.

			Λύση

			Από την τελευταία κατάσταση 00, πηγαίνοντας προς τα πίσω (διαδικασία trace back), έχουμε:

			state 00 → state 01→ state 11 → state 10→ state 01→ state 10 → state 00

			Σε κάθε μετάβαση ο αποκωδικοποιητής δίνει 1 bit πληροφορίας (ίδιο με εκείνο το bit εισόδου που δημιούργησε τη μετάβαση στον κωδικοποιητή), ως εξής:

			
					state 00 → state 01	Δίνει	bit 0

					state 01 → state 11	Δίνει	bit 0

					state 11 → state 10	Δίνει	bit 1

					state 10 → state 01	Δίνει	bit 1

					state 01 → state 10	Δίνει	bit 0

					state 10 → state 00	Δίνει	bit 1

			

			Επομένως τα bit πληροφορίας είναι: 1 0 1 1 0 0.

			Βιβλιογραφικές Αναφορές Κεφαλαίου

			Goldsmith, A. (2005). Wireless Communications. Cambridge, UK: Cambridge University Press.

			Morelos-Zaragosa, R. (2006). The Art of Error Correcting Coding. 2nd Edition.  Jonh Wiley & Sons.

			Proakis, J. & Salehi, M. (2002). Συστήματα Τηλεπικοινωνιών (Κ. Καρούμπαλος, Ε. Ζέρβας, Σ. Καραμπογιάς & Ε. Σαγκριώτης, Μτφρ.). Αθήνα: Εθνικό και Καποδιστριακό Πανεπιστήμιο Αθηνών.

			Rorabaugh, C. (1996). Error Coding Cookbook: Practical C/C++ Routines and Recipes for Error Detection ad Correction. McGraw-Hill.

		

	
		
			Κεφάλαιο 7

			Επίδοση Ψηφιακών Διαμορφώσεων σε Ασύρματο Κανάλι

			Σύνοψη

			Στο κεφάλαιο αυτό μελετάμε την επίδοση ψηφιακών διαμορφώσεων σε ασύρματο κανάλι με διάλειψη. Παρουσιάζουμε διάφορες στατιστικές κατανομές για τη μοντελοποίηση του λαμβανόμενου σηματο-θορυβικού λόγου (signal-to-noise ratio/SNR) ανάλογα με τη διάλειψη που εμφανίζει το κανάλι. Η επίδοση των ψηφιακών διαμορφώσεων υπολογίζεται αναλυτικά και με προσομοίωση. Τέλος, υπολογίζουμε με προσομοίωση τη βελτίωση της πιθανότητας σφάλματος με τη χρήση διαφορικών τεχνικών (diversity techniques), καθώς και με τη χρήση αναμεταδοτών (relays).

			Προαπαιτούμενη γνώση

			Το κεφάλαιο αυτό απαιτεί γνώσεις σχετικά με ψηφιακές διαμορφώσεις βασικής ζώνης και διέλευσης ζώνης, πιθανότητα σφάλματος σε θόρυβο και στατιστική θεωρία.

			7.1 Σήμα λήψης σε πολυδιαδρομικό κανάλι για συστήματα στενής ζώνης

			Έστω ότι το σήμα εκπομπής είναι ένα απλό ημιτονοειδές σήμα στη συχνότητα του φέροντος (μη διαμορφωμένο σήμα με συχνότητα fc):

			[image: C:\Users\Chrysa\Desktop\Equations\7.1.wmf]

			Εξίσωση 7.1

			Το λαμβανόμενο σήμα δίνεται από τη σχέση (αγνοώντας τον θόρυβο):

			[image: C:\Users\Chrysa\Desktop\Equations\7.2.wmf]

			Εξίσωση 7.2

			όπου:

			
					ai: Είναι η εξασθένιση (attenuation) της i-οστής διαδρομής.

					θi: Είναι η αλλαγή φάσης (phase-shift) της i-οστής διαδρομής.
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			Σχήμα 7.1: Σήμα λήψης ως άθροισμα πολλαπλών διαδρομών, που φτάνουν σχεδόν ταυτόχρονα στο δέκτη.

			Θεωρούμε ότι οι Ν1 συνιστώσες του σήματος εκπομπής φτάνουν σχεδόν ταυτόχρονα στο δέκτη, όπως φαίνεται στο Σχήμα 7.1, οπότε αυτό που παρατηρείται στο δέκτη είναι μόνο το συνισταμένο σήμα. Οι όροι ai και θi είναι τυχαίες μεταβλητές (random variables). Η παραπάνω έκφραση μπορεί να αναλυθεί στις δύο ορθογώνιες συνιστώσες {cos, sin} του φέροντος, ως εξής:

			[image: C:\Users\Chrysa\Desktop\Equations\7.3.wmf]

			Εξίσωση 7.3

			Επίσης, ορίζοντας δύο τυχαίες διαδικασίες (random processes) X1(t) και X2(t) μπορούμε να γράψουμε:

			[image: C:\Users\Chrysa\Desktop\Equations\7.4.wmf]

			Εξίσωση 7.4

			όπου:

			[image: ]

			Εξίσωση 7.5

			Αν το Ν1 είναι αρκετά μεγάλο, επειδή μεγάλος αριθμός από ανακλώμενες και διαθλώμενες διαδρομές του σήματος φτάνουν στο δέκτη, χρησιμοποιώντας το Central Limit Theorem (CLT), μπορούμε να προσεγγίσουμε τα X1(t) και X2(t) με Γκαουσιανές τυχαίες μεταβλητές με μηδενική μέση τιμή και διακύμανση σ2. Η προηγούμενη σχέση γίνεται (Goldsmith, 2005):

			[image: C:\Users\Chrysa\Desktop\Equations\7.6.wmf]

			Εξίσωση 7.6

			όπου το πλάτος του σήματος λήψης (signal envelope) R(t) δίνεται από τη σχέση:

			[image: C:\Users\Chrysa\Desktop\Equations\7.7.wmf]

			Εξίσωση 7.7

			Όταν οι X1(t) και X2(t) είναι Γκαουσιανές τυχαίες μεταβλητές με την ίδια διακύμανση σ2, η R(t) είναι τυχαία μεταβλητή με συνάρτηση πυκνότητας πιθανότητας (probability density function/PDF) Rayleigh, η οποία δίνεται από τη σχέση:

			[image: C:\Users\Chrysa\Desktop\Equations\7.9.wmf]

			Εξίσωση 7.8

			όπου Ω = Ε[R2] = 2σ2. Η κατανομή Rayleigh χρησιμοποιείται συχνά για τη στατιστική περιγραφή διάλειψης μικρής κλίμακας σε ασύρματο κανάλι χωρίς απευθείας διαδρομή (Non Line-of-Sight / NLOS). Η παράμετρος Ω δηλώνει τη μέση ισχύ της διαδρομής λήψης, η οποία είναι το άθροισμα όλων των ανακλώμενων διαδρομών, που φτάνουν με την ίδια καθυστέρηση στο δέκτη. Για κανάλι με πλάτος διάλειψης που ακολουθεί την κατανομή Rayleigh με  σ2=1, έχουμε

			[image: ]

			Εξίσωση 7.9

			Η ισχύς Z = R2 ακολουθεί την εκθετική κατανομή, όπως προκύπτει από τη σχέση (χρησιμοποιώντας dZ = 2R dR):

			[image: C:\Users\Chrysa\Desktop\Equations\7.11.wmf]

			Εξίσωση 7.10

			Από τη στατιστική θεωρία γνωρίζουμε ότι, αν X1, ..., Xk είναι ανεξάρτητες κανονικές τυχαίες μεταβλητές ~ Ν(0, 1), τότε το άθροισμα των τετραγώνων τους:

			[image: C:\Users\Chrysa\Desktop\Equations\7.12.wmf]

			Εξίσωση 7.11

			έχει κατανομή chi-squared με k βαθμούς ελευθερίας και συμβολίζεται με:

			[image: C:\Users\Chrysa\Desktop\Equations\7.13.wmf]

			Η κατανομή chi-squared, με τον παράγοντα k (θετικός ακέραιος) να αντιπροσωπεύει τον αριθμό των Xi, έχει PDF που δίνεται από τη μαθηματική σχέση (Proakis &Salehi, 2002):

			[image: C:\Users\Chrysa\Desktop\Equations\7.14.wmf]

			Εξίσωση 7.12

			Για k = 2, έχουμε:

			[image: C:\Users\Chrysa\Desktop\Equations\7.15.wmf]

			οπότε η τυχαία μεταβλητή Z έχει εκθετική PDF:

			[image: C:\Users\Chrysa\Desktop\Equations\7.16.wmf]

			Εξίσωση 7.13

			η οποία είναι ίδια με τη Σχέση 7.10, όπως αναμένεται. Επομένως, το στιγμιαίο SNR ανά σύμβολο:

			[image: C:\Users\Chrysa\Desktop\Equations\7.17.wmf]

			είναι τώρα μία τυχαία μεταβλητή με PDF chi-squared χ2(2) (εκθετική κατανομή), η οποία δίνεται από τη σχέση:

			[image: C:\Users\Chrysa\Desktop\Equations\7.18.wmf]

			Εξίσωση 7.14

			όπου:

			[image: C:\Users\Chrysa\Desktop\Equations\7.19.wmf]

			είναι η μέση τιμή του SNR ανά σύμβολο.

			Παράδειγμα 7.1

			Σχεδιάστε με τη βοήθεια του λογισμικού Matlab:

			
					Την PDF της τυχαίας μεταβλητής R, που δίνει το πλάτος λήψης σε κανάλι με διάλειψη Rayleigh, για μέση ισχύ σήματος λήψης Ω = Ε[R2] = {6, 20}..

					Την PDF της τυχαίας μεταβλητής του λαμβανόμενου SNR γs σε κανάλι με διάλειψη Rayleigh, για:

			

			[image: C:\Users\Chrysa\Desktop\Equations\7.20.wmf]

			Απάντηση

			clear

			Omega = 6;

			a=[0:0.1:10];

			p_Rayleigh = (2.*a./Omega).*exp(-a.^2./Omega);

			figure(1)

			plot(a, p_Rayleigh, ‘-’)

			hold on

			Omega = 20;

			p_Rayleigh = (2.*a./Omega).*exp(-a.^2./Omega);

			plot(a, p_Rayleigh, ‘--’)

			legend(‘average power = 6’, ‘average power = 20’)

			xlabel(‘a’)

			ylabel(‘f_R(a, \Omega)’)

			figure(2)

			g_av = 6;

			g = [0:0.1:60];

			p_exp = (1./g_av).*exp(-g./g_av);

			plot(g, p_exp, ‘-’)

			hold on

			g_av = 20;

			p_exp = (1./g_av).*exp(-g./g_av);

			plot(g, p_exp, ‘-’)

			legend(‘average \gamma_s = 6’, ‘average \gamma_s = 20’)

			xlabel(‘\gamma_s’)

			ylabel(‘p(\gamma_s)’)

			Λαμβάνουμε τα αποτελέσματα:

			[image: ]

			Σχήμα 7.1α: PDF τυχαίας μεταβλητής με κατανομή Rayleigh.

			[image: ]

			Σχήμα 7.1β: PDF τυχαίας μεταβλητής με εκθετική κατανομή.

			7.2 Ανίχνευση συμβόλων σε κανάλια με διάλειψη

			Το σήμα λήψης για ένα σύμβολο s παρουσία διάλειψης και θορύβου δίνεται από τη σχέση:

			[image: C:\Users\Chrysa\Desktop\Equations\7.21.wmf]

			Εξίσωση 7.15

			Ο αλγόριθμος μέγιστης πιθανοφάνειας (maximum likelihood / ML) πολλαπλασιάζει όλα τα σύμβολα εκπομπής με το h και επιλέγει το σύμβολο, το οποίο είναι «πιο κοντά» (έχει τη μικρότερη Ευκλείδεια απόσταση) στο λαμβανόμενο σήμα r.

			Με άλλα λόγια, ο αλγόριθμος μέγιστης πιθανοφάνειας βρίσκει το σύμβολο εκείνο, το οποίο όταν πολλαπλασιαστεί με το συντελεστή του καναλιού (channel weight) h, είναι «πιο κοντά» στο λαμβανόμενο σήμα r.

			Επομένως, ο δέκτης μέγιστης πιθανοφάνειας υπολογίζει το εκτιμώμενο σύμβολο εκπομπής ŝ ως εξής (Tse & Viswanath, 2005):

			[image: C:\Users\Chrysa\Desktop\Equations\7.22.wmf]

			Εξίσωση 7.16

			όπου:

			[image: C:\Users\Chrysa\Desktop\Equations\7.23.wmf]

			Εξίσωση 7.17

			είναι το τετράγωνο της Ευκλείδειας απόστασης μεταξύ των σημάτων x και y. Επομένως, επιλέγουμε το σύμβολο si για το οποίο:

			[image: C:\Users\Chrysa\Desktop\Equations\7.25.wmf]

			Εξίσωση 7.18

			Ισοδύναμα, η ανίχνευση μέγιστης πιθανοφάνειας μπορεί να γίνει στο δέκτη, αφού κάνουμε την παρακάτω επεξεργασία:

			[image: C:\Users\Chrysa\Desktop\Equations\7.26.wmf]

			Εξίσωση 7.19

			Επομένως, επιλέγουμε το σύμβολο si για το οποίο:

			[image: C:\Users\Chrysa\Desktop\Equations\7.27.wmf]

			Εξίσωση 7.20

			7.2.1 Εκτίμηση καναλιού (channel estimation)

			Έστω ότι στέλνουμε ένα γνωστό (πιλοτικό) σύμβολο QPSK: για παράδειγμα το (1+1j). Μετά τον πολλαπλα-σιασμό με το συντελεστή του καναλιού:

			[image: C:\Users\Chrysa\Desktop\Equations\7.28.wmf]

			Εξίσωση 7.21

			Το λαμβανόμενο σήμα είναι (απουσία θορύβου):

			[image: C:\Users\Chrysa\Desktop\Equations\7.29.wmf]

			Εξίσωση 7.22

			Επομένως, αν θεωρήσουμε ότι η έξοδος του δέκτη συσχέτισης δίνεται από τον μονοδιάστατο πίνακα: [r1I, r1Q], μπορούμε να υπολογίσουμε τις τιμές του συντελεστή του καναλιού, ως εξής:

			[image: C:\Users\Chrysa\Desktop\Equations\7.30.wmf]

			Εξίσωση 7.23

			Στη συνέχεια, αν στείλουμε ένα οποιοδήποτε QPSK σύμβολο (a+jb), το λαμβανόμενο σήμα είναι:

			[image: C:\Users\Chrysa\Desktop\Equations\7.31.wmf]

			Εξίσωση 7.24

			Γνωρίζοντας τον συντελεστή καναλιού από τη Σχέση (7.23), πολλαπλασιάζοντας το μιγαδικό σήμα της Σχέσης 7.24 με το συζυγές του συντελεστή καναλιού και διαιρώντας με την ισχύ του καναλιού (channel power), έχουμε:

			[image: C:\Users\Chrysa\Desktop\Equations\7.32.wmf]

			Εξίσωση 7.25

			Δηλαδή, λαμβάνουμε το εκπεμπόμενο (άγνωστο) σύμβολο συν θόρυβο, το οποίο μπορεί να σταλεί απευθείας στον αποδιαμορφωτή ML.

			7.3 Προσομοίωση ψηφιακών διαμορφώσεων σε κανάλι με διάλειψη

			Με βάση την προηγούμενη ανάλυση για τη μοντελοποίηση της διάλειψης και την αποδιαμόρφωση του σήματος λήψης παρουσία διάλειψης και θορύβου, μπορούμε να υπολογίσουμε την πιθανότητα σφάλματος για διάφορες διαμορφώσεις με προσομοίωση Monte Carlo στο λογισμικό Matlab.

			Παράδειγμα 7.2

			Υπολογίστε με προσομοίωση Monte Carlo την επίδοση σε πιθανότητα σφάλματος συμβόλου (symbol error probability/SEP) για τις διαμορφώσεις QPSK και 16-QAM σε κανάλι με διάλειψη Rayleigh και AWGN και να τη συγκρίνετε με την αντίστοιχη σε κανάλι AWGN.

			Απάντηση

			% symbol error probability for QPSK modulation in Rayleigh fading

			clear

			N = 5*10^5; % number of symbols

			Es_N0_dB = [0:5:40]; % multiple Es/N0 values in dB

			ipHat = zeros(1,N);

			alpha2qam = [-1 1]; % 2-PAM in each dimension: real & imaginary

			for ii = 1:length(Es_N0_dB)

			ip = randsrc(1,N,alpha2qam) + j*randsrc(1,N,alpha2qam);

			s = (1/sqrt(2))*ip; % normalization of transmit energy to 1

			n = 1/sqrt(2)*[randn(1,N) + j*randn(1,N)]; % AWGN with variance 1

			% channel weight for Rayleigh fading with average power 1

			h = 1/sqrt(2)*[randn(1,N) + j*randn(1,N)]; 

			% add AWGN to channel output for specific SNR value

			r = h.*s + 10^(-Es_N0_dB(ii)/20)*n;

			% we multiple received signal with h*./|h|.^2

			y=conj(h).*r./(h.*conj(h)); 

			% ML demodulation of yhat based on thresholds

			y_re = real(y); % real

			y_im = imag(y); % imaginary

			ipHat(find(y_re < 0 & y_im < 0)) = -1 + -1*j;

			ipHat(find(y_re >= 0 & y_im > 0)) = 1 + 1*j;

			ipHat(find(y_re < 0 & y_im >= 0)) = -1 + 1*j;

			ipHat(find(y_re >= 0 & y_im < 0)) = 1 - 1*j;

			nErr(ii) = size(find([ip- ipHat]),2); % counting the number of errors

			end

			simSer_QPSK = nErr/N;

			theorySer_QPSK_AWGN=2*qfunc(10.^(Es_N0_dB/10))-... qfunc(10.^(Es_N0_dB/10)).^2;

			close all

			figure

			semilogy(Es_N0_dB,theorySer_QPSK,’b.-’);

			hold on

			semilogy(Es_N0_dB,simSer_QPSK,’mx-’);

			axis([0 40 10^-5 1])

			grid on

			legend(‘theory-QPSK-AWGN’, ‘simulation-QPSK-RAYLEIGH’);

			xlabel(‘Es/No, dB’)

			ylabel(‘Symbol Error Rate’)

			title(‘Symbol error probability curve for QPSK(4-QAM)’)

			Λαμβάνουμε τα αποτελέσματα:

			[image: ]

			Σχήμα 7.2: Πιθανότητα σφάλματος συμβόλου για διαμόρφωση QPSK.

			% Symbol error probability for 16-QAM modulation in Rayleigh fading

			clear

			N = 5*10^5; % number of symbols

			% 4-PAM in each dimension: real & imaginary

			alpha16qam = [-3 -1 1 3];

			Es_N0_dB = [0:5:40]; % multiple Es/N0 values in dB

			ipHat = zeros(1,N);

			for ii = 1:length(Es_N0_dB)

			ip = randsrc(1,N,alpha16qam) + j*randsrc(1,N,alpha16qam);

			s = (1/sqrt(10))*ip;      % normalization of transmit energy to 1

			n = 1/sqrt(2)*[randn(1,N) + j*randn(1,N)]; % AWGN with variance 1

			h = 1/sqrt(2)*[randn(1,N) + j*randn(1,N)];

			r = h.*s + 10^(-Es_N0_dB(ii)/20)*n; % add AWGN for specific SNR

			% we multiple received signal with h*./|h|.^2

			y=conj(h).*r./(h.*conj(h));

			% ML demodulation of yhat based on thresholds

			y_re = real(y); % real part

			y_im = imag(y); % imaginary part

			ipHat_re(find(y_re< -2/sqrt(10))) = -3;

			ipHat_re(find(y_re > 2/sqrt(10))) =  3;

			ipHat_re(find(y_re>-2/sqrt(10) & y_re<=0)) = -1;

			ipHat_re(find(y_re>0 & y_re<=2/sqrt(10))) = 1;

			ipHat_im(find(y_im< -2/sqrt(10))) = -3;

			ipHat_im(find(y_im > 2/sqrt(10))) =  3;

			ipHat_im(find(y_im>-2/sqrt(10) & y_im<=0)) = -1;

			ipHat_im(find(y_im>0 & y_im<=2/sqrt(10))) = 1;

			ipHat = ipHat_re + j*ipHat_im;

			% counting the number of errors

			nErr(ii) = size(find([ip- ipHat]),2);

			end

			simBer = nErr/N;

			theoryBer_AWGN = 3*qfunc(sqrt((1/5)*(10.^(Es_N0_dB/10))));

			close all

			figure

			semilogy(Es_N0_dB,theoryBer_AWGN,’b.-’,’LineWidth’,2);

			hold on

			semilogy(Es_N0_dB,simBer,’mx-’,’Linewidth’,2);

			axis([0 40 10^-3 2])

			grid on

			legend(‘theory-16QAM-AWGN’, ‘simulation-16QAM-RAYLEIGH’);

			xlabel(‘Es/No, dB’)

			ylabel(‘Symbol Error Rate’)

			title(‘Symbol error probability curve for 16-QAM modulation’)

			Λαμβάνουμε τα αποτελέσματα:

			[image: ]

			Σχήμα 7.3: Πιθανότητα σφάλματος συμβόλου για διαμόρφωση 16-QAM.

			7.4 Μέθοδοι προσομοίωσης για εύρεση επίδοσης τηλεπικοινωνιακών συστημάτων

			Εκτός από τη μέθοδο προσομοίωσης Monte Carlo, υπάρχουν οι εξής τρόποι να υπολογίσουμε τη μέση πιθανότητα σφάλματος σε ασύρματα κανάλια επικοινωνίας με διάλειψη, δηλαδή να υπολογίσουμε τη στατιστική μέση τιμή (statistical average) (Proakis &Salehi, 2002; Goldsmith 2005):

			[image: C:\Users\Chrysa\Desktop\Equations\7.33.wmf]

			Εξίσωση 7.26

			όπου Pe(γ) είναι η πιθανότητα σφάλματος της διαμόρφωσης που χρησιμοποιούμε για στιγμιαίο SNR, γ. Για παράδειγμα, για BPSK έχουμε::

			[image: C:\Users\Chrysa\Desktop\Equations\7.34.wmf]

			Εξίσωση 7.27

			Για Rayleigh fading, η συνάρτηση πυκνότητας πιθανότητας του SNR, γ, δίνεται από την εκθετική κατανομή:

			[image: C:\Users\Chrysa\Desktop\Equations\7.35.wmf]

			Εξίσωση 7.27

			1ος Tρόπος:

			Υπολογισμός της μέσης τιμής μίας συνάρτησης της τυχαίας μεταβλητής του SNR.

			
					δημιουργούμε N τυχαίες μεταβλητές με την κατανομή του SNR,

					υπολογίζουμε τις τιμές της συνάρτησης Pe(γ) ανάλογα με τη διαμόρφωση, και

					υπολογίζουμε τη μέση τιμή (αθροίζουμε τις παραπάνω τιμές και διαιρούμε με τον αριθμό των επαναλήψεων N).

			

			Παράδειγμα 7.3

			Υπολογίστε την πιθανότητα σφάλματος συμβόλου σε κανάλι επικοινωνίας με διάλειψη Rayleigh για διαμορφώσεις QPSK και 16-QAM.

			Απάντηση

			close all

			clear all

			SNRdB=0:2:30;

			m=1; % parameter for Gamma PDF

			SNR=10.^(SNRdB/10);

			% total number of generated random variables per average SNR: N*itr

			N=500; % create N random variables

			itr=200; % repeat the experiment for itr times

			for step=1:itr

			for kk= 1:1:length(SNRdB)

			h=1;

			h=h.*SNR(kk);

			eqv = gamrnd(m, h/m, 1, N); % random variables with exponential PDF

			M=4;  %QPSK

			EXACT_qpsk=2.*qfunc(sqrt(eqv))-(qfunc(sqrt(eqv))).^2;

			ExactQPSK(step,kk)=sum(EXACT_qpsk)/N;

			M=16; %16-QAM

			b=3/(M-1);

			EXACT_qam=(4*(sqrt(M)-1)/sqrt(M))*qfunc(sqrt(b*eqv)) -

			(4*(sqrt(M)-1).^2/M).*(qfunc(sqrt(b*eqv))).^2;

			ExactQAM(step,kk)=sum(EXACT_qam)/N;

			end

			end

			ExactQPSK=sum(ExactQPSK)/itr

			ExactQAM=sum(ExactQAM)/itr

			figure(1)

			semilogy(SNRdB,ExactQPSK,’x-k’,SNRdB,ExactQAM,’o-k’)

			axis([0 30 10^(-4) 10^0])

			legend(‘QPSK’, ‘16-QAM’)xlabel(‘SNR per symbol’)

			ylabel(‘Average Symbol Error rate’)

			Λαμβάνουμε τα αποτελέσματα:

			[image: ]

			Σχήμα 7.4: SEP για διαμόρφωσεις QPSK και 16-QAM με διάλειψη Rayleigh.

			Παρατηρούμε ότι τα αποτελέσματα του Σχήματος 7.4 συμφωνούν ακριβώς με αυτά της προσομοίωσης Monte Carlo στα Σχήματα 7.2 και 7.3 για το SEP με διάλειψη Rayleigh.

			2ος Tρόπος:

			Χρησιμοποιώντας τη ροπο-γεννήτρια συνάρτηση (moment generating function/MGF) της τυχαίας μεταβλητής του SNR. Χρησιμοποιώντας την εναλλακτική έκφραση της Q-συνάρτησης:

			[image: C:\Users\Chrysa\Desktop\Equations\7.36.wmf]

			Εξίσωση 7.29

			η μέση τιμή της πιθανότητας σφάλματος συμβόλου ανά μέση τιμή του SNR γs  δίνεται ως εξής:

			[image: C:\Users\Chrysa\Desktop\Equations\7.37.wmf]

			Εξίσωση 7.30

			όπου η πιθανότητα σφάλματος για στιγμιαίο SNR ανά σύμβολο, γs, προσεγγίζεται από τη σχέση:

			[image: C:\Users\Chrysa\Desktop\Equations\7.38.wmf]

			Εξίσωση 7.31

			όπου οι παράμετροι αΜ, gM εξαρτώνται από τη διαμόρφωση. Αφού το εσωτερικό ολοκλήρωμα είναι ορισμένο, μπορούμε να αλλάξουμε τη σειρά της ολοκλήρωσης, οπότε έχουμε το αποτέλεσμα:
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			Εξίσωση 7.32

			όπου:

			[image: C:\Users\Chrysa\Desktop\Equations\7.40.wmf]

			Εξίσωση 7.33

			είναι η MGF της  γs με PDF p(γs), ή ισοδύναμα ο μετασχηματισμός Laplace της p(γs). Η MGF, για κάθε κατανομή διάλειψης που μας ενδιαφέρει, μπορεί να υπολογιστεί, εφαρμόζοντας μετασχηματισμό Laplace ή ακόμη να υπολογιστεί αριθμητικά για τις περισσότερες κατανομές διάλειψης (Goldsmith, 2005).

			[image: ]

			Πίνακας 7.1: MGF των πιο γνωστών κατανομών για διάλειψη καναλιού.

			Για παράδειγμα, για στατιστική κατανομή Nakagami-m, (η οποία περιλαμβάνει τη διάλειψη Rayleigh για m=1), έχουμε:

			[image: C:\Users\Chrysa\Desktop\Equations\7.41.wmf]

			Εξίσωση 7.34

			όπου αΜ, gM είναι παράμετροι που εξαρτώνται από τη συγκεκριμένη διαμόρφωση.

			Παράδειγμα 7.4

			Υπολογίστε με τη μέθοδο MGF την πιθανότητα σφάλματος συμβόλου σε κανάλι επικοινωνίας με διάλειψη Rayleigh για διαμόρφωση 8-PSK.

			Απάντηση

			Αρχικά ορίζουμε στο λογισμικό Matlab τη συνάρτηση mgf στο αρχείο mgf.m:

			function y=mgf(phi)

			global gM m SNRaverage

			tmp=sin(phi).*sin(phi);

			y = (1+(gM.* SNRaverage./(m.*tmp))).^(-m);

			Στη συνέχεια, σε ένα νέο  αρχείο Matlab, εισαγάγουμε το κυρίως πρόγραμμα:

			% SER of 8-PSK in Nakagami-m fading channel

			clear;

			global gM m SNRaverage

			m=1; % Nakagami parameter

			M=8; % 8-PSK

			aM=2; % 8-PSK

			gM=sin(pi/M)*sin(pi/M); % 8-PSK

			SNRdB=0:2:30;

			for ii= 1:1:length(SNRdB)

			SNRaverage=10^(SNRdB(ii)/10);

			ser_th(ii) = (aM/pi)*quadl(@mgf, 0, pi/2, 10^(-6));

			end

			figure(1)

			semilogy(SNRdB, ser_th, ‘-b’)

			axis([0 30 10^(-6) 10^0])

			legend(‘8-PSK’)

			xlabel(‘SNR per symbol’)

			ylabel(‘Average Symbol Error rate’)

			Για τιμές του m = 0.5, 1, 2, 4, λαμβάνουμε τα αποτελέσματα:

			[image: ]

			Σχήμα 7.5: SEP για διαμόρφωση 8-PSK με διάλειψη Nakagami-m.

			3ος Tρόπος:

			Απευθείας ολοκλήρωση. Για οποιαδήποτε συνάρτηση πυκνότητας πιθανότητας του SNR μπορούμε να υπολογίσουμε τη Σχέση 7.26 με απευθείας ολοκλήρωση στο λογισμικό Matlab.

			Παράδειγμα 7.5

			Υπολογίστε με τη μέθοδο της απευθείας ολοκλήρωσης την πιθανότητα σφάλματος συμβόλου σε κανάλι επικοινωνίας με διάλειψη Rayleigh για διαμόρφωση ΒPSK.

			Απάντηση

			Για διαμόρφωση BPSK σε κανάλι με διάλειψη Rayleigh, η Εξίσωση 7.26 δίνει:
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			Για να υπολογίσουμε το παραπάνω ολοκλήρωμα στο λογισμικό Matlab, πρώτα πρέπει να ορίσουμε τη συνάρτηση που θα ολοκληρώσουμε. Επομένως, αρχικά ορίζουμε τη συνάρτηση integrand_bpsk στο αρχείο integrand_bpsk.m:

			function y = integrand_bpsk(gama)

			global SNR

			y = qfunc(sqrt(2.*gama)).*(1./SNR).*exp(-gama./SNR);

			Σε ένα νέο αρχείο Matlab, υπολογίζουμε το αποτέλεσμα της ολοκλήρωσης, χρησιμοποιώντας τη συνάρτηση του Matlab quadl και προσεγγίζοντας το άνω όριο ως 5 φορές τη μέση τιμή του SNR:

			clear

			global SNR

			SNRdB=0:2:30;

			for ii=1:length(SNRdB)

			SNR=10^(SNRdB(ii)/10);

			pe(ii)=quadl(@integrand_bpsk, 0, 5*SNR, 10^(-8));

			end

			semilogy(SNRdB, pe, ‘-ob’)

			axis([0 30 10^(-4) 10^0])

			xlabel(‘Average SNR’)

			ylabel(‘Average BER’)

			Λαμβάνουμε τα αποτελέσματα στο Σχήμα 7.6.:
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			Σχήμα 7.6: SEP για διαμόρφωση BPSK με διάλειψη Rayleigh.

			7.5 Eπίδοση ψηφιακών διαμορφώσεων σε διάλειψη Rayleigh για μεγάλες τιμές του SNR

			Η μέση πιθανότητα σφάλματος:

			[image: C:\Users\Chrysa\Desktop\Equations\7.43.wmf]

			δίνεται ως ο στατιστικός μέσος όρος της πιθανότητας σφάλματος κάποιας διαμόρφωσης για στιγμιαίο SNR γ ως προς την κατανομή της τυχαίας μεταβλητής γ.

			Για τη διαμόρφωση BPSK,
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			η μέση πιθανότητα σφάλματος δίνεται σε κλειστή μορφή (closed form) από τη σχέση:

			[image: C:\Users\Chrysa\Desktop\Equations\7.45.wmf]

			Εξίσωση 7.45

			Γράφοντας την παραπάνω σχέση λίγο διαφορετικά, έχουμε:
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			Εξίσωση 7.36

			Χρησιμοποιώντας για μεγάλες τιμές της μέσης τιμής γ την προσέγγιση:
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			έχουμε:
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			Εξίσωση 7.37

			Από τη Σχέση 7.37 προκύπτει ότι η καμπύλη της μέσης πιθανότητας σφάλματος ως προς την μέση τιμή του γ είναι μία ευθεία σε διάγραμμα log-log, δηλαδή σε διάγραμμα που απεικονίζεται η μέση τιμή Pb σε λογαριθμική κλίμακα και η μέση τιμή του γ σε dB. Για οποιαδήποτε ψηφιακή διαμόρφωση, χρησιμοποιώντας την προσεγγιστική σχέση:

			[image: C:\Users\Chrysa\Desktop\Equations\7.49.wmf]

			Εξίσωση 7.38

			όπου οι παράμετροι αΜ, gM εξαρτώνται από τη διαμόρφωση, η αναλυτική σχέση για τη μέση SEP για σύστημα με μία κεραία λήψης με διάλειψη Rayleigh είναι (Goldsmith, 2005):

			[image: C:\Users\Chrysa\Desktop\Equations\7.50.wmf]

			Εξίσωση 7.39

			όπου η τελευταία προσέγγιση ισχύει για μεγάλες τιμές της μέσης τιμής του γ και δείχνει ότι η κλίση είναι ίδια (μέση τιμή Pe αντιστρόφως ανάλογη του της μέσης τιμής του γ) ανεξάρτητα από τη διαμόρφωση.

			Παράδειγμα 7.6

			Υπολογίστε με την προσεγγιστική Σχέση 7.39 τη μέση πιθανότητα σφάλματος συμβόλου σε κανάλι επικοινωνίας με διάλειψη Rayleigh για διαμορφώσεις QPSK και 16-QAM.

			Απάντηση

			clear

			%QPSK

			am=2; gm=1/2;

			Es_N0_dB = [0:2:40];

			EsN0 = 10.^(Es_N0_dB./10);

			SerQPSK_Ray = (am/2).*(1-sqrt((gm.*EsN0)./(1+gm.*EsN0)));

			semilogy(Es_N0_dB,SerQPSK_Ray,’bx-’,’LineWidth’,2);

			hold on

			%16-QAM

			am=3; gm=1/10;

			Ser16QAM_Ray = (am/2).*(1-sqrt((gm.*EsN0)./(1+gm.*EsN0)));

			semilogy(Es_N0_dB,Ser16QAM_Ray,’ro-’,’LineWidth’,2);

			grid on

			legend(‘QPSK’, ‘16-QAM’);

			axis([0 40 10^-4 1])

			xlabel(‘Es/No, dB’);

			ylabel(‘Symbol Error Rate’);

			title(‘SER in Rayleigh fading channel’);

			Λαμβάνουμε τα αποτελέσματα:
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			Σχήμα 7.7: Προσεγγιστική SEP για διαμόρφωσεις QPSK και 16-QAM με διάλειψη Rayleigh.

			Παρατηρούμε ότι οι δύο καμπύλες του SEP παρουσιάζουν την ίδια κλίση για μεγάλες τιμές του SNR, όπως προκύπτει από τη Σχέση 7.39.

			7.6 Τεχνικές διαφορικής λήψης (receive diversity)

			Η επίδραση της διάλειψης στην επίδοση ενός ψηφιακού αποδιαμορφωτή μπορεί να περιοριστεί με το να έχουμε πολλαπλές κεραίες λήψης σε διαφορετικές χωρικές θέσεις, ώστε η κάθε μία να λαμβάνει το σήμα εκπομπής πολλαπλασιασμένο με διαφορετικό συντελεστή καναλιού. Για L κεραίες λήψης έχουμε:
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			Εξίσωση 7.40

			Οι δύο συνηθέστεροι τρόποι συνδυασμού στο δέκτη των πολλαπλών αντιγράφων του συμβόλου εκπομπής sm είναι (Simon &Alouini, 2000; Proakis &Salehi, 2002):

			1. Συνδυασμός μέγιστου λόγου (maximal ratio combining/MRC)

			2. Συνδυασμός με επιλογή (selection combining/SC)

			Στη συνέχεια θα εξετάσουμε τους δύο αυτούς τρόπους διαφορικής λήψης.

			Συνδυασμός μέγιστου λόγου (maximal ratio combining/MRC)

			Το τελικό σήμα που στέλνεται στον αποδιαμορφωτή προκύπτει από το γραμμικό συνδυασμό των σημάτων λήψης με βάρη (weights) ανάλογα με την ισχύ του συντελεστή καναλιού στην κεραία λήψης. Αυτό επιτυγχάνεται πολλαπλασιάζοντας το ri, i = 1, 2, …, L με το συζυγές του συντελεστή του καναλιού
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			και άθροιση, όπως φαίνεται στο Σχήμα 7.8:
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			Σχήμα 7.8: Δέκτης MRC.

			Το σήμα που στέλνεται στον αποδιαμορφωτή είναι:
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			Εξίσωση 7.41

			Το SNR του δέκτη MRC δίνεται από τη σχέση:
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			Εξίσωση 7.42

			Για κανάλι Rayleigh οι τυχαίες μεταβλητές αι2 μπορεί να γραφούν συναρτήσει δύο ανεξάρτητων Γκαουσιανών μεταβλητών (xi, yi) ως εξής:
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			Εξίσωση 7.43

			οπότε:
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			Εξίσωση 7.44

			H PDF της γMRC ακολουθεί την κατανομή chi-squared με 2L βαθμούς ελευθερίας (Goldsmith, 2005):
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			Εξίσωση 7.45

			όπου γ0 είναι η μέση τιμή του SNR ανά κεραία λήψης. Η μέση πιθανότητα σφάλματος:
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			δίνεται ως ο στατιστικός μέσος όρος της πιθανότητας σφάλματος κάποιας διαμόρφωσης για στιγμιαίο SNR, ως προς την κατανομή του γMRC.

			Για διαμόρφωση BPSK,
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			η μέση πιθανότητα σφάλματος δίνεται από τη σχέση:
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			Εξίσωση 7.46

			όπου:
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			Εξίσωση 7.47

			Στις ψηφιακές επικοινωνίες είναι σημαντικό να γνωρίζουμε την προσεγγιστική έκφραση της μέσης τιμής Pe για μεγάλες τιμές του μέσου SNR γ0. Γενικά, αποδεικνύεται ότι για μεγάλες τιμές του μέσου SNR γ0 η μέση πιθανότητας σφάλματος προσεγγίζεται από τη σχέση (Simon &Alouini, 2000):
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			Εξίσωση 7.48

			όπου το GC ορίζεται ως το κέρδος κωδικοποίησης (coding gain) και  GD ορίζεται ως το διαφορικό κέρδος (diversity gain). Η τιμή του GD καθορίζει την κλίση της καμπύλης της μέσης τιμής Pe ως προς το  γ0 σε διάγραμμα log-log, δηλαδή όταν η μέση τιμή Pe απεικονίζεται σε λογαριθμική κλίμακα και το γ0 είναι εκφρασμένο σε dB. Όσο μεγαλύτερη τιμή έχει το GD όσο πιο γρήγορα μειώνεται η μέση τιμή Pe με την αύξηση του γ0. Επίσης, όσο αυξάνει η τιμή του GC τόσο η καμπύλη της μέσης τιμής Pe μετατοπίζεται προς τα αριστερά, δηλαδή ισχύει:
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			Εξίσωση 7.49

			Η Έκφραση 7.46 για τη μέση τιμή Pe της BPSK μπορεί να εκφραστεί σύμφωνα με την Εξίσωση 7.48, επειδή για μεγάλες τιμές του μέσου SNR  γ0 ισχύει μ ≈ 1, οπότε έχουμε:
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			Εξίσωση 7.50

			όπου ως γενικό κανόνα παρατηρούμε ότι η πιθανότητα σφάλματος της μέσης τιμής Pe είναι αντιστρόφως ανάλογη προς την L δύναμη του γ0. Επομένως, το διαφορικό κέρδος είναι GD = L, οπότε όσο μεγαλύτερη είναι η τάξη διαφορισμού L, τόσο μεγαλύτερη είναι η κλίση της καμπύλης tης μέσης τιμής Pe συναρτήσει του γ0.

			7.6.2 Συνδυασμός με επιλογή (selection combining/SC)

			Στη διαφορική λήψη με επιλογή, κάθε φορά επιλέγεται η κεραία λήψης με το μεγαλύτερο SNR ή ισοδύναμα, αφού η ισχύς θορύβου είναι η ίδια σε κάθε κεραία, επιλέγεται κάθε φορά η κεραία με τη μεγαλύτερη ισχύ καναλιού αι2. Στην περίπτωση αυτή, το SNR του συνδυαστή με επιλογή είναι:
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			Εξίσωση 7.51

			Θεωρώντας ότι τα γi, i = 1, …, L είναι ανεξάρτητες τυχαίες μεταβλητές με εκθετική κατανομή:
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			η αθροιστική συνάρτηση πιθανότητας δίνεται από τη σχέση:
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			Εξίσωση 7.52

			Η πιθανότητα ότι όλα τα SNR  γi, i = 1, …, L είναι κάτω από το όριο y είναι:
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			Εξίσωση 7.53

			Η Σχέση 7.53 δίνει την αθροιστική συνάρτηση πιθανότητας της τυχαίας μεταβλητής:
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			Διαφορίζοντας την αθροιστική συνάρτηση πιθανότητας ως προς y, βρίσκουμε τη συνάρτηση πυκνότητας πιθανότητας της γsc, η οποία δίνεται από τη σχέση:

			[image: C:\Users\Chrysa\Desktop\Equations\7.70.wmf]

			Εξίσωση 7.54

			Υπολογίζοντας πάλι το στατιστικό μέσο όρο:

			[image: C:\Users\Chrysa\Desktop\Equations\7.71.wmf]

			μπορεί πάλι να αποδειχτεί ότι η μέση τιμή του Pe είναι ανάλογη του γ0-L. Επομένως,  με τo δέκτη SC επιτυγχάνεται GD = L, όπως και με το δέκτη MRC. Σε αυτή όμως την περίπτωση το κέρδος κωδικοποίησης θα είναι μικρότερο από εκείνο του δέκτη MRC.

			7.7 Επίδοση SEP με χρήση πολλαπλών κεραιών λήψης (receive diversity)

			Στην ενότητα αυτή θα υπολογίσουμε με προσομοίωση Monte Carlo την πιθανότητα σφάλματος συμβόλου με τη χρήση δεκτών διαφορισμού MRC και SC. Οι δέκτες διαφορισμού με πολλαπλές κεραίες λήψης ανήκουν στην κατηγορία της χωρικής διαφορικής λήψης (spatial diversity). Για την προσομοίωση, θεωρούμε ότι κάθε κεραία λαμβάνει μία ανεξάρτητη διαδρομή του σήματος εκπομπής με διάλειψη Rayleigh. Η περίπτωση αυτή δίνει τη βέλτιστη επίδοση SEP και πρακτικά ισχύει για απόσταση κεραιών μεγαλύτερη από μερικά μήκη κύματος του φέροντος εκπομπής.

			Παράδειγμα 7.7

			Υπολογίστε με τη βοήθεια του λογισμικού Matlab την πιθανότητα σφάλματος συμβόλου για διαμόρφωση BPSK (ή bit, αφού πρόκειται για BPSK) για τις εξής περιπτώσεις:

			
					Μία κεραία λήψης.

					Δύο κεραίες λήψης με:	Δέκτη MRC.
	Δέκτη SC.Τι παρατηρείτε;
Απάντηση
% BERR for BPSK modulation in a Rayleigh fading channel with spatial diversity  diversity.
clear
N = 5*10^5; % number of bits or symbols
% Transmitter
ip = rand(1,N)>0.5; % generating bits [0,1] with equal probability
s = 2*ip-1; % BPSK modulation 0 -> -1; 1 -> +1
Es_N0_dB = [0:5:35]; % multiple Eb/N0 values
for ii = 1:length(Es_N0_dB)
% system with 1 antenna
n = 1/sqrt(2)*[randn(1,N) + j*randn(1,N)]; % AWGN with variance 1
h = 1/sqrt(2)*[randn(1,N) + j*randn(1,N)]; % Rayleigh channel
% system with 2 antennas
n1 = 1/sqrt(2)*[randn(1,N) + j*randn(1,N)]; % AWGN in antenna 1
h1 = 1/sqrt(2)*[randn(1,N) + j*randn(1,N)]; % Rayleigh channel 1
n2 = 1/sqrt(2)*[randn(1,N) + j*randn(1,N)]; % AWGN in antenna 2
h2 = 1/sqrt(2)*[randn(1,N) + j*randn(1,N)]; % Rayleigh channel 2
% Received signal with 1 antenna
r = h.*s + 10^(-Es_N0_dB(ii)/20)*n;
% Received signal in each of the 2 antennas
r1 = h1.*s + 10^(-Es_N0_dB(ii)/20)*n1;
r2 = h2.*s + 10^(-Es_N0_dB(ii)/20)*n2;
% equalization of received signal in 1 antenna system
y = r.*conj(h)./(h.*conj(h));
% Equalization and MRC for system with 2 antennas
y_MRC = (r1.*conj(h1)+r2.*conj(h2))./(h1.*conj(h1)+ h2.*conj(h2));
% Selection diversity with 2 antennas based on the maximum channel power
for k=1:N
if h1(k)*conj(h1(k)) > h2(k)*conj(h2(k))
y_sel(k) = r1(k)*conj(h1(k))/(h1(k)*conj(h1(k)));
else
y_sel(k) = r2(k)*conj(h2(k))/(h2(k)*conj(h2(k)));
end
end
% Demodulation
% receiver - threshold based detection (threshold = 0 for BPSK)
ipHat = real(y)>0;
ipHat_MRC = real(y_MRC)>0;
ipHat_sel = real(y_sel)>0;
% counting the errors
nErr(ii) = size(find([ip- ipHat]),2);
nErr_MRC(ii) = size(find([ip- ipHat_MRC]),2);
nErr_sel(ii) = size(find([ip- ipHat_sel]),2);
end
simBer = nErr/N; % simulated ber
simBer_MRC = nErr_MRC/N; % simulated ber
simBer_sel = nErr_sel/N; % simulated ber
semilogy(Es_N0_dB,simBer, ‘mx-’,’LineWidth’,2);
hold on
semilogy(Es_N0_dB,simBer_MRC, ‘bx-’,’LineWidth’,2);
hold on
semilogy(Es_N0_dB,simBer_sel, ‘kx-’,’LineWidth’,2);
axis([0 35 10^-5 0.5])
grid on
legend(‘1 antenna’, ‘2 antennas with MRC’, ‘2 antennas with selection’);
xlabel(‘Eb/No, dB’);
ylabel(‘Bit Error Rate’);
title(‘BER for BPSK modulation in Rayleigh channel’);
[image: ]
Σχήμα 7.9: Επίδοση BPSK με 1 και 2 κεραίες λήψης.
Παρατηρούμε ότι η κλίση των καμπυλών της μέσης τιμής Pe για δέκτη MRC και SC με 2 κεραίες λήψης είναι ίδια, αφού και οι δύο τεχνικές διαφορισμού έχουν το ίδιο διαφορικό κέρδος, GD = 2. Επίσης, η καμπύλη που αντιστοιχεί στο δέκτη MRC είναι πιο αριστερά από εκείνη του δέκτη SC, το οποίο δείχνει ότι έχουμε μεγαλύτερο κέρδος κωδικοποίησης με MRC από ότι με SC.
Παράδειγμα 7.8
Για διαφορική λήψη με MRC, το τελικό SNR του σήματος προς αποδιαμόρφωση είναι:
[image: C:\Users\Chrysa\Desktop\Equations\7.72.wmf]
Για ανεξάρτητα κανάλια με διάλειψη Nakagami-m (με την ίδια παράμετρο m) έχουμε ότι (Simon & Alouini, 2000):
[image: C:\Users\Chrysa\Desktop\Equations\7.73.wmf]
Εξίσωση 7.55
Χρησιμοποιήστε τη μέθοδο MGF για την εύρεση της επίδοσης δέκτη MRC με L=1,2,3 κεραίες λήψης σε κανάλι διάλειψης Nakagami-m με m=1 (Rayleigh).
Απάντηση
Αρχικά ορίζουμε στο λογισμικό Matlab τη συνάρτηση mgf_L στο αρχείο mgf_L.m, η οποία υλοποιεί τη Σχέση 7.55:
function y = mgf_L(phi)
global gM m SNRaverage L
tmp=sin(phi).*sin(phi);
y = (1+(gM.* SNRaverage./(m.*tmp))).^(-m*L);
Σε ένα νέο αρχείο Matlab μπορούμε γρήγορα και εύκολα να υπολογίσουμε την πιθανότητα σφάλματος συμβόλου για διαμόρφωση 8-PSK με δέκτη MRC για 1,2, και 3 κεραίες λήψης.
% SEP of 8-PSK in Nakagami-m fading channel with MRC
clear;
global gM m SNRaverage L
m=1;
M=8; % 8-PSK
aM=2; % 8-PSK
gM=sin(pi/M)*sin(pi/M); % 8-PSK
SNRdB=0:2:30;
div=[1,2,3];
for ii= 1:1:length(SNRdB)
    for jj=1:length(div)
SNRaverage=10^(SNRdB(ii)/10);
L=div(jj);
ser_th(jj,ii) = (aM/pi)*quadl(@mgf_L, 0, pi/2, 10^(-6));
    end
end
figure(1)
semilogy(SNRdB, ser_th(1,:), ‘-k’)
hold on
semilogy(SNRdB, ser_th(2,:), ‘-b’)
hold on
semilogy(SNRdB, ser_th(3,:), ‘-r’)
legend(‘1 antenna’, ‘2 antennas’, ‘3 antennas’)
axis([0 30 10^(-6) 10^0])
xlabel(‘SNR per symbol per antenna’)
ylabel(‘Average Symbol Error rate’)
title(‘MRC performance of 8-PSK’)
Λαμβάνουμε τα αποτελέσματα:
[image: ]
Σχήμα 7.10: Επίδοση 8-PSK με δέκτη MRC για 1, 2, και 3 κεραίες λήψης.
7.8 Αναμετάδοση ενίσχυσης και προώθησης (Amplify-and-Forward/AF)
Στα σύγχρονα τηλεπικοινωνιακά συστήματα μερικές φορές δεν υπάρχει η απευθείας ζεύξη (direct link) μεταξύ πομπού και δέκτη. Σε αυτή την περίπτωση μπορεί να χρησιμοποιηθεί κάποιος αναμεταδότης (relay), ο οποίος δύναται να λάβει το σήμα εκπομπής από την πηγή (source), να το επεξεργαστεί, και να το προωθήσει στον τελικό προορισμό (destination), όπως φαίνεται στο Σχήμα 7.11.
[image: ]
Σχήμα 7.11: Σύστημα ασύρματης μετάδοσης με 2 ζεύξεις.
Το εισερχόμενο σήμα στην είσοδο του αναμεταδότη Β είναι:
[image: C:\Users\Chrysa\Desktop\Equations\7.74.wmf]
Εξίσωση 7.56
όπου Ps είναι η ισχύς εκπομπής του συμβόλου s(t), α1 είναι ο συντελεστής του καναλιού και n1(t) ο AWGN στην πρώτη ζεύξη. Ένας τρόπος επεξεργασίας του σήματος λήψης στον αναμεταδότη είναι η ενίσχυσή του με ένα συντελεστή ενίσχυσης (amplification gain) G και, στη συνέχεια, να σταλεί στο τελικό δέκτη. Το σήμα στο δέκτη C είναι:
[image: C:\Users\Chrysa\Desktop\Equations\7.75.wmf]
Εξίσωση 7.57
όπου α2 είναι ο συντελεστής του καναλιού και n2(t) ο AWGN στη δεύτερη ζεύξη. Το ισοδύναμο συνολικό άκρο-ως-άκρο (end-to-end) SNR δίνεται από τη σχέση:
[image: C:\Users\Chrysa\Desktop\Equations\7.76.wmf]
Εξίσωση 7.58
Στην περίπτωση των αναμεταδοτών, οι οποίοι γνωρίζουν το συντελεστή καναλιού (channel state information / CSI) της πρώτης ζεύξης μεταξύ πομπού και αναμεταδότη, o συντελεστής ενίσχυσης στον αναμεταδότη επιλέγεται έτσι ώστε να αντιστρέφει τη διάλειψη στην πρώτη ζεύξη, και δίνεται από τη σχέση:
[image: C:\Users\Chrysa\Desktop\Equations\7.77.wmf]
Εξίσωση 7.59
όπου PR είναι η ισχύς εξόδου του αναμεταδότη. Αντικαθιστώντας την παραπάνω τιμή του G στη Σχέση 7.76, το συνολικό άκρο-ως-άκρο SNR στο δέκτη προορισμού βρίσκεται ότι είναι:
[image: C:\Users\Chrysa\Desktop\Equations\7.78.wmf]
Εξίσωση 7.60
όπου:
[image: C:\Users\Chrysa\Desktop\Equations\7.79.wmf]
είναι το στιγμιαίο SNR στη ζεύξη πομπού-αναμεταδότη (source-relay link) και:
[image: C:\Users\Chrysa\Desktop\Equations\7.80.wmf]
το στιγμιαίο SNR στη ζεύξη αναμεταδότη-προορισμού (relay-destination link). Η ανάλυση της επίδοσης τέτοιων συστημάτων είναι αρκετά πολύπλοκη, οπότε θα υπολογίσουμε την επίδοση σε πιθανότητα σφάλματος συμβόλου με τη βοήθεια της προσομοίωσης.
Παράδειγμα 7.9
Υπολογίστε την πιθανότητα σφάλματος συμβόλου για διαμόρφωση QPSK για ένα σύστημα μετάδοσης με έναν AF αναμεταδότη:
	Με προσομοίωση Monte Carlo.
	Χρησιμοποιώντας τη Σχέση 7.60 για το συνολικό SNR στον προορισμό.





			

			Απάντηση

			clear

			N = 1.5*10^6; % number of symbols

			Es_N0_dB = [0:5:40]; % multiple Es/N0 values in dB

			ipHat = zeros(1,N);

			alpha2qam = [-1 1]; % 2-PAM in each dimension: real and imaginary

			for ii = 1:length(Es_N0_dB)

			SNR=10^(Es_N0_dB(ii))/10;

			ip = randsrc(1,N,alpha2qam) + j*randsrc(1,N,alpha2qam);

			s = (1/sqrt(2))*ip; % normalization of energy to 1

			n1 = 1/sqrt(2)*[randn(1,N) + j*randn(1,N)]; % AWGN at relay

			n2 = 1/sqrt(2)*[randn(1,N) + j*randn(1,N)]; % AWGN at destination

			h1 = 1/sqrt(2)*[randn(1,N) + j*randn(1,N)]; % channel for first link

			h2 = 1/sqrt(2)*[randn(1,N) + j*randn(1,N)]; % channel for second link

			r1 = h1.*s + 10^(-Es_N0_dB(ii)/20)*n1; 

			G = sqrt(1./(h1.*conj(h1)+1/SNR)); % Amplification gain

			r2 = h2.*G.*r1 + 10^(-Es_N0_dB(ii)/20)*n2;

			y = (conj(h1).*conj(h2).*r2)./(conj(h1).*h1.*conj(h2).*h2.*G);

			% demodulation

			y_re = real(y); % real

			y_im = imag(y); % imaginary

			ipHat(find(y_re < 0 & y_im < 0)) = -1 + -1*j;

			ipHat(find(y_re >= 0 & y_im > 0)) = 1 + 1*j;

			ipHat(find(y_re < 0 & y_im >= 0)) = -1 + 1*j;

			ipHat(find(y_re >= 0 & y_im < 0)) = 1 - 1*j;

			nErr(ii) = size(find([ip- ipHat]),2); % counting the number of errors

			end

			simSer_QPSK_relay = nErr/N;

			figure

			semilogy(Es_N0_dB,simSer_QPSK_relay,’kx-’);

			axis([0 40 10^(-4) 1])

			grid on

			legend(‘simulation QPSK relay CSI’);

			xlabel(‘Es/N0 (dB)’)

			ylabel(‘Symbol Error Rate’)

			title(‘SER vs Es/No for QPSK with CSI-based relay’)

			Λαμβάνουμε τα αποτελέσματα:

			[image: ]

			Σχήμα 7.12: SEP της QPSK για σύστημα μετάδοσης με έναν AF αναμεταδότη.

			Τα σύμβολα «*» στο παραπάνω διάγραμμα αντιστοιχούν στο δεύτερο τρόπο υπολογισμού της πιθανότητα σφάλματος συμβόλου με βάση το άκρο-ως-άκρο SNR, που δίνεται από τη Σχέση 7.60. Και οι δύο τρόποι υπολογισμού της πιθανότητα σφάλματος συμβόλου δίνουν τα ίδια αποτελέσματα. Ο κώδικας για την εύρεση της επίδοσης με βάση το γeq της Σχέσης 7.60 ακολουθεί:

			clear all

			SNRdB=0:5:40;

			m_s = 1;

			SNR=10.^(SNRdB/10);

			N=1000;

			itr=1000;

			for step=1:itr

			for kk=1:1:length(SNRdB)

			h1=1;

			h2=1;

			h1=h1.*SNR(kk);

			h2=h2.*SNR(kk);

			g1 = gamrnd(m_s,h1/m_s, 1, N);

			g2 = gamrnd(m_s,h2/m_s, 1, N);

			eqv = (g1.*g2)./(g1+g2+1);

			Pe_eqv(step, kk) = sum(2*qfunc(sqrt(eqv)))/N;   % SEP for QPSK

			end

			end

			Pe=sum(Pe_eqv)/itr

			hold on

			semilogy(SNRdB, Pe, ‘b*’)

			Σε μερικές περιπτώσεις υπάρχει και απευθείας ζεύξη μεταξύ πομπού και δέκτη. Σε αυτή την περίπτωση, ο συνδυασμός της απευθείας διαδρομής και της διαδρομής μέσω του αναμεταδότη γίνεται με δέκτη MRC, οπότε το ισοδύναμο συνολικό SNR δίνεται από τη σχέση:

			[image: C:\Users\Chrysa\Desktop\Equations\7.81.wmf]

			Εξίσωση 7.61

			Σύμφωνα με τη δεύτερη μέθοδο του Παραδείγματος 7.9, η επίδοση SEP μπορεί να βρεθεί από το συνολικό SNR της Σχέσης 7.61, ως εξής:

			clear all

			SNRdB=0:2:40;

			m_s = 1;

			SNR=10.^(SNRdB/10);

			N=1000;

			itr=1000;

			for step=1:itr

			for kk=1:1:length(SNRdB)

			h=1;

			h1=1;

			h2=1;

			h=h.*SNR(kk);

			h1=h1.*SNR(kk);

			h2=h2.*SNR(kk);

			g_direct = gamrnd(m_s,h/m_s, 1, N);

			g1 = gamrnd(m_s,h1/m_s, 1, N);

			g2 = gamrnd(m_s,h2/m_s, 1, N);

			eqv = g_direct +(g1.*g2)./(g1+g2+1);

			Pe_eqv(step, kk) = sum(2*qfunc(sqrt(eqv)))/N;   % approx. for QPSK

			end

			end

			Pe=sum(Pe_eqv)/itr

			semilogy(SNRdB, Pe, ‘b*-’)

			axis([0 40 10^(-6) 1])

			grid on

			legend(‘simulation QPSK with direct link and one relay with MRC’);

			xlabel(‘Es/N0 (dB)’)

			ylabel(‘Symbol Error Rate’)

			[image: ]

			Σχήμα 7.13: SEP με QPSK για σύστημα μετάδοσης με απευθείας διαδρομή και έναν AF αναμεταδότη.

			Κριτήρια αξιολόγησης

			Κριτήριο

			Υπολογίστε και σχεδιάστε τη πιθανότητα σφάλματος συμβόλου για διαμόρφωση 16-QAM με δέκτη MRC για  L=1, 2, και 3 κεραίες λήψης σε κανάλι με διάλειψη Nakagami-m, με m=2.

			Λύση

			Θα χρησιμοποιήσουμε τη μέθοδο MGF, σύμφωνα με την οποία η πιθανότητα σφάλματος συμβόλου για διαμόρφωση 16-QAM με δέκτη MRC σε κανάλι με διάλειψη Nakagami-m δίνεται από τη σχέση:

			[image: C:\Users\Chrysa\Desktop\Equations\7.82.wmf]

			Εξίσωση 7.62

			Η σχέση αυτή προκύπτει συνδυάζοντας τη Σχέση 7.32 της μέσης πιθανότητας σφάλματος από την MGF του SNR και τη Σχέση 7.55 για την MGF του SNR με δέκτη MRC σε σε κανάλι με διάλειψη Nakagami-m. Οι τιμές αΜ και gM που αντιστοιχούν στη διαμόρφωση 16-QAM, σύμφωνα με τον Πίνακα 4.1, είναι αΜ = 3 και gΜ = 1/10.

			Σημειώνουμε ότι ισχύει gΜ = 2βM  για τις εκφράσεις της πιθανότητας σφάλματος του Πίνακα 4.1. Για τον υπολογισμό της Εξίσωσης 7.62 στο Matlab, δημιουργούμε τη συνάρτηση mgf_L_Nak:

			function y = mgf_L_Nak(phi)

			global gM m SNRaverage L

			tmp=sin(phi).*sin(phi);

			y = (1+(gM.* SNRaverage./(m.*tmp))).^(-m*L);

			Το κυρίως πρόγραμμα είναι:

			% SEP of 16-QAM in Nakagami-m fading channel

			clear;

			global gM m SNRaverage L

			m=2; % Nakagami fading parameter

			aM=3; % 16-QAM

			gM=1/10; % 16-QAM  (bita_m = 1/5)

			SNRdB=0:2:30;

			for ii= 1:1:length(SNRdB)

			SNRaverage=10^(SNRdB(ii)/10);

			L=1;

			ser_L1_m2(ii) = (aM/pi)*quadl(@mgf_L, 0, pi/2, 10^(-6));

			L=2;

			ser_L2_m2(ii) = (aM/pi)*quadl(@mgf_L, 0, pi/2, 10^(-6));

			L=3;

			ser_L3_m2(ii) = (aM/pi)*quadl(@mgf_L, 0, pi/2, 10^(-6));

			end

			figure(1)

			semilogy(SNRdB, ser_L1_m2, ‘-r’)

			hold on

			semilogy(SNRdB, ser_L2_m2, ‘-b’)

			hold on

			semilogy(SNRdB, ser_L3_m2, ‘-k’)

			axis([0 30 10^(-6) 10^0])

			legend(‘1 antenna’, ‘2 antennas’, ‘3 antennas’)

			xlabel(‘SNR per symbol’)

			ylabel(‘Average Symbol Error Probability’)

			title(‘SEP of MRC for 16-QAM in Nakagami-m fading with m=2’)

			Λαμβάνουμε τα αποτελέσματα:

			[image: ]
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			Κεφάλαιο 8

			Μετάδοση Ορθογωνικής Πολυπλεξίας Διαίρεσης Συχνότητας (Orthogonal Frequency Division Multiplexing/OFDM)

			Σύνοψη

			Στο κεφάλαιο αυτό παρουσιάζουμε τον τρόπο με τον οποίο προδιαγράφεται και υλοποιείται μία μετάδοση OFDM. Για δεδομένο φάσμα εκπομπής Fs, η μετάδοση OFDM γίνεται με N υποφέροντα, τα οποία απέχουν φασματική συχνότητα Δf, έτσι ώστε Fs = N∙Δf. Η χρονική διάρκεια της μετάδοσης είναι Τ = Ν∙Ts, όπου Ts = 1 / Fs. To σήμα εκπομπής δημιουργείται με τη χρήση ενός αντίστροφου διακριτού μετασχηματισμού Fourier (Inverse Discrete Fourier Transform/IDFT) με μήκος Ν. Ο δέκτης OFDM υπολογίζει τα σύμβολα διαμόρφωσης χρησιμοποιώντας ένα διακριτό μετασχημaτισμό Fourier (Discrete Fourier Transform/DFT) μήκους Ν. Η επίδοση μίας μετάδοσης OFDM σε πολυδιαδρομικό κανάλι διάλειψης υπολογίζεται με προσομοίωση Monte Carlo.

			Προαπαιτούμενη γνώση

			Ψηφιακές διαμορφώσεις βασικής ζώνης και διέλευσης ζώνης, διακριτός μετασχηματισμός Fourier,.κυκλική συνέλιξη.

			8.1 Σήμα OFDM

			Ένα σήμα OFDM δημιουργείται, πολλαπλασιάζοντας κάθε ένα από Ν σύμβολα μιας ψηφιακής διαμόρφωσης, των οποίων η διάρκεια αλλάζει από Τs σε Τ =N∙Ts, με ένα διαφορετικό υποφέρον με την ίδια διάρκεια, την άθροιση όλων των επιμέρους σημάτων και την εκπομπή του αθροίσματος για χρονική διάρκεια Τ. Σχηματικά, η μετάδοση OFDM απεικονίζεται στο Σχήμα 8.1.

			[image: \\server-pc\Storage_Volume\_ΥΛΙΚΟ ΔΟΥΛΕΙΑΣ\Κάλλιπος Ευθύμογλου\Images - Resized\8.1.png]

			Σχήμα 8.1: Δημιουργία σήματος OFDM.

			Για σήματα διακριτού χρόνου, με συχνότητα δειγματοληψίας Fs το φασματικό περιεχόμενο βρίσκεται στο διάστημα [- Fs/2, Fs/2].

			Οι συχνότητες των υποφερόντων μπορούν να εκφραστούν ισοδύναμα συναρτήσει του ακεραίου αριθμού υποφέροντος (subcarrier index), ως εξής: [- Fs/2, Fs/2] ↔ [- Ν/2 : Ν/2-1]. Η συχνότητα κάθε υποφέροντος στη βασική ζώνη είναι fk = k / T, k = - N/2. …, 0, …, N/2-1.

			Παράδειγμα 8.1

			Το πρότυπο ΙΕΕΕ 802.11a (2003) καθορίζει φάσμα εκπομπής Fs = 20 MHz, T = 3.2μsec και N = 64 (ANSI/IEEE Std 802.11a-1999, 2003). Υπολογίστε: i) το φάσμα εκπομπής στη βασική ζώνη, ii) τις συχνότητες των υποφερόντων, iii) τη φασματική απόσταση των υποφερόντων και iv) τον ρυθμό εκπομπής συμβόλων για μετάδοση OFDM.

			Απάντηση

			
					Για το πρότυπο IEEE 802.11a (2003), η συχνότητα δειγματοληψίας Fs = 20 MHz, οπότε έχουμε:[-10, +10) MHz ↔ [-32, +31]

					Η φασματική απόσταση μεταξύ των υποφερόντων είναι:[image: C:\Users\Chrysa\Desktop\Equations\8.1.wmf]
Εξίσωση 8.1


					Επομένως, οι συχνότητες των υποφερόντων σε βασική ζώνη για το πρότυπο IEEE 802.11a είναι:[image: C:\Users\Chrysa\Desktop\Equations\8.2.wmf]
Εξίσωση 8.2


					Αφού στέλνουμε Ν σύμβολα σε χρονική διάρκεια Τ, ο ρυθμός εκπομπής συμβόλων είναι Rs = N/T = 20∙106 symbols/sec.

			

			Για μετάδοση OFDM, το εκπεμπόμενο σήμα δίνεται από τη σχέση (Harada, 2002):

			[image: C:\Users\Chrysa\Desktop\Equations\8.3.wmf]

			Εξίσωση 8.3

			όπου X(k), k = 0, 1,…, N-1, είναι τα σύμβολα μίας ψηφιακής διαμόρφωσης. Το δειγματοληπτημένο σήμα, με συχνότητα δειγματοληψίας Fs, είναι:

			[image: C:\Users\Chrysa\Desktop\Equations\8.4.wmf]

			Εξίσωση 8.4

			όπου τα Ν δείγματα αντιστοιχούν στη χρονική διάρκεια Τ.

			Η τελευταία σχέση είναι ο αντίστροφος διακριτός μετασχηματισμός Fourier (Inverse Discrete Fourier Transform/IDFT) της ακολουθίας X(k), k = 0, 1,…, N-1. O IDFT παράγει ταυτόχρονα τα N υποφέροντα σήματα με το k-οστό υποφέρον να πολλαπλασιάζεται με το σύμβολο διαμόρφωσης Χ(k), για k = 0, 1,…, N-1. Στο λογισμικό Matlab, o IDFT υλοποιείται με τη συνάρτηση ifft.

			Τα αρχικά σύμβολα διαμόρφωσης μπορεί να ανακτηθούν παίρνοντας το διακριτό μετασχηματισμό Fourier (Discrete Fourier Transform/DFT) των δειγμάτων x(n), ο οποίος ορίζεται από την εξίσωση (Ingle, 1997):

			[image: C:\Users\Chrysa\Desktop\Equations\8.5.wmf]

			Εξίσωση 8.5

			Στο λογισμικό Matlab, o DFT υλοποιείται με τη συνάρτηση fft. Για τις συναρτήσεις ifft and fft του Matlab σημειώνουμε τα εξής:

			
					Η εντολή y = ifft(x, N), έχει ως αποτέλεσμα το σήμα y να έχει ισχύ N φορές λιγότερη από ό,τι το σήμα x. Γι’ αυτό τον λόγο, στον πομπό πολλαπλασιάζουμε την έξοδο του ifft με sqrt(N), έτσι ώστε η εκπεμπόμενη ισχύς να είναι πάλι 1 (όση και η μέση ισχύς των συμβόλων στην είσοδο του ifft).

					Η εντολή y = fft(x, N), έχει ως αποτέλεσμα η ισχύς του σήματος εξόδου (y) να είναι N φορές μεγαλύτερη από αυτή του σήματος εισόδου (x). Γι’ αυτό τον λόγο, στο δέκτη μετά την εντολή του fft διαιρούμε με το sqrt(N), έτσι ώστε να αντισταθμίσουμε την ενίσχυση ισχύος, που προκαλεί το fft με μήκος N.

			

			Ένα πρακτικό θέμα στην παραγωγή του σήματος OFDM είναι ότι ο IDFT παράγει υποφέροντα στο φασματικό διάστημα [0, Fs) αντί για το διάστημα [-Fs/2, Fs/2). Η παραγωγή των συγκεκριμένων Ν υποφερόντων γίνεται εύκολα στο Matlab με τη χρήση της συνάρτησης ifft μήκους Ν. Οι συχνότητες που παράγονται στην έξοδο του ifft είναι στο διάστημα [0, Fs)↔[0: N-1].

			Όμως, οι συχνότητες στο διάστημα [ -Fs/2, 0) ↔ [ - Ν/2 : -1] είναι ισοδύναμες με αυτές στο διάστημα: [ + Fs/2, Fs) ↔ [ Ν/2 : Ν-1], όπως επιβεβαιώνεται με το επόμενο παράδειγμα.

			Παράδειγμα 8.2

			Για το πρότυπο IEEE 802.11a, αποδείξτε ότι η συχνότητα -32∙Fs/64 είναι ισοδύναμη (έχει τις ίδιες τιμές δειγμάτων) με την +32∙Fs/64.

			Απάντηση

			Η παραπάνω ισοδυναμία, αποδεικνύεται εύκολα από τη σχέση

			[image: C:\Users\Chrysa\Desktop\Equations\8.6.wmf]

			Με παρόμοιο τρόπο μπορούμε να αποδείξουμε την ισοδυναμία για τα όλα υποφέροντα με αρίθμηση [-32: 1], η οποία είναι: [-32: 1] ↔ [32: 63].

			Στο λογισμικό Matlab, η προηγούμενη αντιστοίχιση υλοποιείται με τη συνάρτηση fftshift. Για παράδειγμα, αν τα σύμβολα διαμόρφωσης είναι X = [X(1), X(2), …, X(64)], η εντολή ifft(X, N) με Ν = 64, δίνει το σήμα OFDM με 64 υποφέροντα. H συνάρτηση ifft παράγει συχνότητες στο φασματικό διάστημα [0 - Fs), δηλαδή υποφέροντα με συχνότητες: k × Δf = [0, 0.3125, 0.625,..., 19.6875] MHz. Επομένως, αν θέλουμε να απεικονίσουμε το φάσμα εκπομπής σε βασική ζώνη, χρειάζεται να χρησιμοποιήσουμε τη συνάρτηση fftshift, η οποία αντιστοιχεί τις συχνότητες [Fs/2, Fs) στις ισοδύναμες της βασικής ζώνης [-Fs/2, 0).

			Παράδειγμα 8.3

			Βρείτε τον τρόπο να στείλουμε με το λογισμικό Matlab 64 δεδομένα Χ_b = [Χ_b(-32), ..., X_b(-1), X_b(0), X_b(31)], όπου b σημαίνει baseband (βασική ζώνη), στα υποφέροντα k = [-32: +31], όπως αναφέρεται στο πρότυπο ΙΕΕΕ 802.11a (ANSI/IEEE Std 802.11a-1999, 2003).

			Απάντηση

			Στο λογισμικό Matlab, ο μονοδιάστατος πίνακας X_b μπορεί να δοθεί ως Χ_bm ως εξής:

			X_bm = [X_bm(1), X_bm(2), …, X_bm(64)] = X_b

			Επειδή, σύμφωνα με την εντολή ifft(Χ, Ν) του Matlab, τα τελευταία 32 σύμβολα του X θα σταλούν με τα υποφέροντα [32, 63], θα πρέπει για την είσοδο Χ του ifft να ισχύει:

			[X(33), X(34),…, X(64)] = [X_bm(1), X_bm(2), …, X_bm(32)]

			Ο μονοδιάστατος πίνακας Χ, για τον οποίο ισχύει η παραπάνω σχέση, προκύπτει εύκολα με χρήση της εντολής:

			Χ = fftshift(X_bm)

			και η επιθυμητή έξοδος του σήματος OFDM στο χρονικό πεδίο δίνεται ως

			IFFT(fftshift(X_bm), N).

			H συνάρτηση fftshift(Χ_bm) μεταφέρει τις πρώτες Ν/2 τιμές του διανύσματος Χ_bm στο δεύτερο μισό. Επομένως, τα σύμβολα [Χ_b(-32),...,Χ_b(-1)], που αντιστοιχούν στις πρώτες Ν/2 τιμές του vector Χ_bm, θα αντιστοιχιθούν στα σύμβολα [Χ(33), ..., Χ(64)] και θα πολλαπλασιαστούν ένα προς ένα με τα υποφέροντα k = [32:64], τα οποία ισοδυναμούν στα υποφέροντα [-32:-1] στη βασική ζώνη.

			Για παράδειγμα, το σύμβολο Χ_b(-32)=X_bm(1)=Χ(33) θα πολλαπλασιαστεί στο χρονικό πεδίο με τη συχνότητα 32∙Fs/64 η οποία όμως είναι ισοδύναμη με την -32∙Fs/64, αφού:

			[image: C:\Users\Chrysa\Desktop\Equations\8.7.wmf]

			Παρόμοια, κάθε σύμβολο στον μονοδιάστατο πίνακα [Χ_b(-32),...,Χ_b(-1)] θα πολλαπλασιαστεί με το αντίστοιχο υποφέρον από τα k = [-32:-1] Fs/N ↔ [32:63] Fs/N.

			Παράδειγμα 8.4

			Θεωρήστε τις παραμέτρους του προτύπου ΙΕΕΕ 802.11a: BW= 20MHz, Δf= 312.5KHz, N= Fs/Δf= 64. Υπολογίστε στο Matlab τα Ν δείγματα (πλάτη) ενός μόνο υποφέροντος με συχνότητα 5∙Δf = 1.5625 MHz (k=5) και συχνότητα δειγματοληψίας Fs= 20 MHz.

			Απάντηση

			Από τη σχέση που δίνει το IDFT, εύκολα προκύπτει ότι πρέπει να θέσουμε όλα τα X(k)= 0, εκτός από αυτό που αντιστοιχεί στο k= 5 (αρχίζοντας από k= 0), το οποίο πρέπει να είναι Χ(5)= 1, για να παραχθεί μόνο το υποφέρον:

			[image: C:\Users\Chrysa\Desktop\Equations\8.8.wmf]

			Στον κώδικα Matlab που ακολουθεί, το υποφέρον με συχνότητα 1.5625 MHz υπολογίζεται για Ν δείγματα (χρονική διάρκεια Τ = Ν∙Τs=3.2μsec), με τρεις διαφορετικούς τρόπους:

			1ος Τρόπος: Δειγματοληπτώντας το συνεχές σήμα:

			[image: C:\Users\Chrysa\Desktop\Equations\8.9.wmf]

			2ος Τρόπος: Δημιουργώντας το σήμα εκπομπής στη βασική ζώνη με μία μόνο μη μηδενική είσοδο και χρησιμοποιώντας τη συνάρτηση fftshift, ώστε η συνάρτηση fft του Matlab να παράγει τη συχνότητα 1.5625 MHz.

			3ος Τρόπος: Δημιουργώντας το σήμα απευθείας για είσοδο στη συνάρτηση fft του Matlab, το οποίο έχει τιμή 1 μόνο στην είσοδο του IDFT που παράγει τη συχνότητα 1.5625 MHz.

			Σημειώνουμε ότι το πρώτο στοιχείο ενός μονοδιάστατου πίνακα (vector) X στο Matlab είναι το Χ(1) (όχι το Χ(0)), αφού η αρίθμηση των δεικτών αρχίζει από το 1.

			fsMHz = 20; % sampling frequency

			N = 64; % FFT size

			k=5; % subcarrier index

			Df = fsMHz/N;

			fcMHz = k*Df; % signal frequency

			% generating the time domain signal

			x1T = exp(j*2*pi*fcMHz*[0:N-1]/fsMHz);% N samples of frequency fcMHz

			x2F = [zeros(1,N/2),0,zeros(1,4),1,zeros(1,N/2-5-1)];% input to IFFT

			x2T = N*ifft(fftshift(x2F), N); % time signal with ifft and fftshift

			x3F = [0, zeros(1,4), 1, zeros(1,N-1-5)]; % input to IFFT

			x3T = N*ifft((x3F), N); % time domain signal using ifft()

			% Compare the results of three methods of generating N samples of 

			% freq. 5*Δf

			plot(real(x3T), ‘o-b’)

			hold on

			plot(real(x2T), ‘x-r’)

			hold on

			plot(real(x1T), ‘d-k’)

			title(‘real part of subcarrier frequency with 3 implementations’)

			xlabel(‘sample number’)

			ylabel(‘Amplitude’)

			[image: ]

			Σχήμα 8.2: Παραγωγή του υποφέροντος 5∙Δf = 1.5625 MHz με τρεις ισοδύναμους τρόπους.

			Παράδειγμα 8.5

			Σχεδιάστε στο Matlab το φάσμα των N δειγμάτων του υποφέροντος 5∙Δf = 1.5625 MHz (k=5), με συχνότητα δειγματοληψίας Fs = 20 MHz.

			Απάντηση

			fsMHz = 20; % sampling frequency

			N = 64; % FFT size

			k=5; % subcarrier index

			Df = fsMHz/N;

			fcMHz = k*Df; % signal frequency

			% generating the time domain signal

			x1T = exp(j*2*pi*fcMHz*[0:N-1]/fsMHz); % N samples of frequency fcMHz

			x1F = fft(x1T, N)/N; % 64 point FFT

			figure;

			plot([0:N-1]*fsMHz/N, abs(x1F)); % sub-carriers from [0:63]

			xlabel(‘frequency, MHz’)

			ylabel(‘amplitude’)

			title(‘frequency response of complex sinusoidal signal in [0, Fs)’);

			[image: ]

			Σχήμα 8.3: Φασματική απόκριση σήματος 5∙Δf = 1.5625 MHz.

			Παράδειγμα 8.6

			Σχεδιάστε στο Matlab το φάσμα βασικής ζώνης των N δειγμάτων του υποφέροντος 5∙Δf = 1.5625 MHz (k=5), με συχνότητα δειγματοληψίας Fs = 20 MHz.

			Απάντηση

			Για συχνότητα δειγματιοληψίας Fs = 20 MHz, το φάσμα βασικής ζώνης είναι [-10,+10)MHz↔[-32:+31]. Οπότε θα πρέπει να χρησιμοποιήσουμε τη συνάρτηση fftshift στα αποτελέσματα που δίνει η συνάρτηση fft.

			x1F = fft(x1T, N)/N; % 64 pt FFT

			figure;

			plot([-N/2:N/2-1]*fsMHz/N, fftshift(abs(x1F)));

			% sub-carriers from [-32:31]

			xlabel(‘frequency, MHz’)

			ylabel(‘amplitude’)

			title(‘frequency response of complex sinusoid signal in [-Fs/2, Fs/2)’);

			[image: ]

			Σχήμα 8.4: Φασματική απόκριση βασικής ζώνης σήματος 5×Δf = 1.5625 MHz.

			8.1.1 Φάσμα σήματος OFDM

			Στο Παράδειγμα 8.6 υπολογίσαμε με τη βοήθεια του Matlab το φάσμα για ένα μόνο υποφέρον. Σε αυτή την ενότητα θα βρούμε το φάσμα εκπομπής του σήματος OFDM, όπως προδιαγράφεται στο πρότυπο IEEE 802.11a. Για απλότητα, θα θεωρήσουμε σύμβολα διαμόρφωσης BPSK. Σύμφωνα με το πρότυπο IEEE 802.11a, κάθε OFDM σύμβολο έχει 52 υποφέροντα για δεδομένα (σύμβολα διαμόρφωσης), ενώ τα υπόλοιπα 12 θα τα θεωρήσουμε κενά (στην πράξη δεν στέλνονται οι αντίστοιχες συχνότητες).

			Επίσης, στο σήμα εκπομπής για κάθε OFDM σύμβολο των 64 δειγμάτων προσθέτουμε τα τελευταία 16 δείγματα στην αρχή, οπότε το τελικό OFDM σύμβολο θα έχει μήκος 80 δειγμάτων και χρονική διάρκεια (3.2+0.8)μsec = 4μsec. Τα επιπλέον δείγματα ονομάζονται κυκλικό πρόθεμα και είναι απαραίτητα για τη σωστή αποδιαμόρφωση του OFDM symbol σε πολυδιαδρομικό κανάλι, όπως θα δούμε στην επόμενη ενότητα. Για καλύτερη απεικόνιση του φάσματος εκπομπής δημιουργούμε 48 σύμβολα OFDM.

			% Matlab code for generating 48 OFDM signals based on IEEE 802.11a.

			clear

			nFFTSize = 64;

			% subcarriers with data have indices [-26 to -1 1 to 26] at baseband

			subcarrierIndex = [-26:-1 1:26];

			nModSymbols = 52;

			nOFDMsymbols = 48;

			nSymbols = nOFDMsymbols*nModSymbols;

			ip = rand(1,nSymbols) > 0.5; % generating 1’s and 0’s

			% BPSK modulation

			% bit0 --> -1

			% bit1 --> +1

			ipMod = 2*ip - 1;

			% each row will be 1 OFDM symbol

			ipMod = reshape(ipMod, nOFDMsymbols, nModSymbols);

			st = []; % empty vector

			for ii = 1:nOFDMsymbols

			inputiFFT = zeros(1,nFFTSize);

			%assign modulation symbols a1 to a52 to subcarriers[-26: to -1,  1: to 26]

			inputiFFT(subcarrierIndex+nFFTSize/2+1) = ipMod(ii,:);

			%shift subcarriers at indices [-26: to -1] to fft input indices [38: to 63]

			inputiFFT = fftshift(inputiFFT);

			% create OFDM symbol

			outputiFFT = sqrt(nFFTSize)*ifft(inputiFFT, nFFTSize);

			% add cyclic prefix of 16 samples

			outputiFFT_with_CP = [outputiFFT(49:64) outputiFFT]; % new length = 80

			st = [st outputiFFT_with_CP];

			end

			close all

			fsMHz = 20;

			[Pxx,W] = pwelch(st,[],[],4096,20);

			plot([-2048:2047]*fsMHz/4096,10*log10(fftshift(Pxx)));

			xlabel(‘frequency, MHz’)

			ylabel(‘power spectral density’)

			title(‘Transmit spectrum OFDM (based on 802.11a)’);

			[image: ]

			Σχήμα 8.5: Φάσμα σήματος OFDM (βασισμένο στο πρότυπο ΙΕΕΕ 802.11a).

			8.1.2 Χρήση του κυκλικού προθέματος (cyclic prefix/CP)

			Στη ενότητα αυτή θα δούμε τη χρησιμότητα που έχει το κυκλικό πρόθεμα στη μετάδοση OFDM σε ένα κανάλι πολλαπλών διαδρομών. Έστω μία ακολουθία εκπομπής x[n], 0 ≤ n ≤ N-1, με μήκος Ν δείγματα, και ένα κανάλι διακριτού χρόνου με κρουστική απόκριση h = {h(0), …, h[M]}. Το μήκος της κρουστική απόκρισης του καναλιού δίνεται από τη σχέση: Μ + 1 = Τm/Τs, όπου Τm είναι η μέγιστη καθυστέρηση του πολυδιαδρομικού καναλιού (channel multipath delay spread) και Ts είναι ο χρόνος δειγματοληψίας (sampling time) των δειγμάτων της ακολουθίας εκπομπής x[n], 0 ≤ n ≤ N-1 (Harada &Prasad, 2002).

			[image: \\server-pc\Storage_Volume\_ΥΛΙΚΟ ΔΟΥΛΕΙΑΣ\Κάλλιπος Ευθύμογλου\Images\8.6.png]

			Σχήμα 8.6: Κρουστική απόκριση πολυδιαδρομικού καναλιού.

			Το κυκλικό πρόθεμα του x[n] αποτελείται από τα δείγματα {x[N-M], …, [n-1]}, δηλαδή τις τελευταίες Μ τιμές του x[n]. Για κάθε ακολουθία εκπομπής x[n] μήκους Ν, αυτά τα Μ δείγματα τοποθετούνται στην αρχή της ακολουθίας εκπομπής. Αυτό δημιουργεί μία νέα ακολουθία εκπομπής

			[image: ]

			[image: \\server-pc\Storage_Volume\_ΥΛΙΚΟ ΔΟΥΛΕΙΑΣ\Κάλλιπος Ευθύμογλου\Images\8.7.png]

			Σχήμα 8.7: Δημιουργία του κυκλικού προθέματος.

			Έστω ότι η νέα ακολουθία είναι είσοδος σε ένα κανάλι πολλαπλών διακριτών διαδρομών (ισοδύναμο με φίλτρο FIR με κρουστική απόκριση h[n]). Η έξοδος y[n] δίνεται από τη γραμμική συνέλιξη (linear convolution) της ακολουθίας εκπομπής με το h[n]. Επομένως, η έξοδος y[n] για n = 0 ≤ n ≤ N-1 υπολογίζεται ως εξής (Goldsmith, 2005):

			[image: ]

			Εξίσωση 8.6

			όπου [image: C:\Users\Chrysa\Desktop\Equations\On.wmf] συμβολίζει την κυκλική συνέλιξη (circular convolution) μήκους Ν. Το x[n-k]N είναι η κυκλική μετατόπιση του x[n] με περίοδο Ν. Η τρίτη ισότητα της (8.6) προκύπτει επειδή για 0 ≤ k ≤ Μ ισχύει:

			[image: ]

			Για 0 ≤ n ≤ N-1 (Σχήμα 8.7). Επομένως, με την προσθήκη του CP στο σήμα εκπομπής, το αποτέλεσμα της γραμμικής συνέλιξης της νέας ακολουθίας εκπομπής με το h[n], που δίνει την έξοδο y[n] για 0 ≤ n ≤ N-1, ισούται με την κυκλική συνέλιξη μήκους Ν του αρχικού σήματος x[n]με το h[n]. Από τη θεωρία σημάτων γνωρίζουμε ότι ο DFT μήκους Ν της εξόδου y[n] για 0 ≤ n ≤ N-1, δίνεται από τη σχέση (απουσία θορύβου):

			[image: C:\Users\Chrysa\Desktop\Equations\8.13.wmf]

			Εξίσωση 8.7

			όπου X[k] και H[k], k=0, 1, …, N-1, είναι οι Ν τιμές του DFT για το x[n] και το h[n], αντίστοιχα, που δίνονται από την Εξίσωση 8.5. Επομένως, αν γνωρίζουμε το h[n], η αρχική ακολουθία x[n], 0 ≤ n ≤ N-1 μπορεί να βρεθεί από την έξοδο του καναλιού y[n], 0 ≤ n ≤ N-1, ως εξής (Ingle &Proakis, 1997):

			[image: C:\Users\Chrysa\Desktop\Equations\8.14.wmf]

			Εξίσωση 8.8

			Παρατηρήστε ότι, από την πρώτη ισότητα της Εξίσωσης 8.6, η y[n] ορίζεται για -M ≤ n ≤ N-1, δηλαδή έχει μήκος Ν+Μ. Όμως, τα πρώτα Μ δείγματα y[-M], …, y[-1], δεν χρειάζονται για να ανακτήσουμε την αρχική ακολουθία x[n], 0 ≤ n ≤ N-1, και αφαιρούνται πριν τη είσοδο στο DFT μήκους Ν. Αυτό είναι ιδιαίτερα βολικό, γιατί τα πρώτα Μ δείγματα του

			[image: ]

			έχουν επιπλέον διασυμβολική παρεμβολή (InterSymbol Interference - ISI) από τα τελευταία Μ δείγματα του σήματος εκπομπής του προηγούμενο μπλοκ (εξαιτίας των καθυστερημένων διαδρομών διάδοσης στο κανάλι). Επομένως, το διάστημα φύλαξης (guard interval) που προσφέρεται από το CP χρησιμεύει και στο να εξαλειφθεί η διασυμβολική παρεμβολή μεταξύ των μπλοκ δεδομένων, όπως φαίνεται στο Σχήμα 8.8. Η συνολική διάρκεια κάθε συμβόλου OFDM είναι TOFDM = Tg + T, όπου T=N∙Ts και Tg είναι το διάστημα φύλαξης. Η αφαίρεση στο δέκτη των πρώτων Μ δειγμάτων λήψης, χρονικής διάρκειας Tg, γίνεται χωρίς να επηρεάζεται η ανάκτηση της αρχικής ακολουθίας πληροφορίας (Yong Soo Cho, et al., 2010).

			[image: \\server-pc\Storage_Volume\_ΥΛΙΚΟ ΔΟΥΛΕΙΑΣ\Κάλλιπος Ευθύμογλου\Images\8.8.png]

			Σχήμα 8.8: Επίδραση κυκλικού προθέματος στην αποφυγή ISI μεταξύ των OFDM συμβόλων.

			8.1.3 Μετάδοση OFDM με κυκλικό πρόθεμα

			Έστω ένα σύμβολο OFDM στην έξοδο του IFFT: x(n) = x(0), x(1), …, x(N-1). Στη συνέχεια, ακολουθούμε τη διαδικασία προσθήκης του CP με μήκος Μ δείγματα, όπως φαίνεται στο Σχήμα 8.7. Η προσθήκη του CP στην αρχή του συμβόλου OFDM έχει ως αποτέλεσμα να μετατρέπεται η γραμμική συνέλιξη του συνολικού συμβόλου εκπομπής με το πολυδιαδρομικό κανάλι σε κυκλική συνέλιξη του αρχικού συμβόλου OFDM με το κανάλι, που δίνει την έξοδο για 0 ≤ n ≤ N-1. Στο δέκτη, «πετάμε» τα πρώτα Μ δείγματα (αφού δεν χρειάζονται, όπως αποδείξαμε στην προηγούμενη ενότητα) και τα επομένα Ν δείγματα στα οποία υπάρχει θόρυβος AWGN με δείγματα w(n), n = 0, 1, ..., Ν-1, στέλνονται σε ένα DFT μήκους N. Το αποτέλεσμα στην έξοδο του DFT είναι (Ingle &Proakis, 1997):

			[image: C:\Users\Chrysa\Desktop\Equations\8.16.wmf]

			Εξίσωση 8.9

			όπου Ν είναι το μήκος του IDFT/DFT και δίνει τον αριθμό των ορθογωνίων υποφερόντων του σήματος OFDM και Η(k) είναι η απόκριση συχνότητας του καναλιού στo k-οστό υποφέρον, η οποία δίνεται από τη σχέση:
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			Εξίσωση 8.10

			Για ένα πολυδιαδρομικό κανάλι με L διαδρομές. Το σήμα λήψης στην έξοδο του DFT δίνεται διαγραμματικά στο Σχήμα 8.9.
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			Σχήμα 8.9: Ανάλυση της λήψης του σήματος OFDM σε Ν σήματα στενής ζώνης.

			Παρατηρούμε, λοιπόν, ότι μετά το DFT μήκους Ν στο δέκτη, το σήμα Y(k) ισούται με το σύμβολο διαμόρφωσης Χ(k) πολλαπλασιασμένο με ένα μιγαδικό αριθμό, ο οποίος είναι η απόκριση συχνότητας του καναλιού στην k-οστή συχνότητα, συν θόρυβος. Επομένως, η επίδραση του πολυδιαδρομικού καναλιού στο σύμβολο διαμόρφωσης Χ(k) εμφανίζεται να προέρχεται από μία μόνο διαδρομή, με διάλειψη που δίνεται από την τιμή Η(k) για το k-οστό σύμβολο διαμόρφωσης. Έχουμε, δηλαδή, αποφύγει τη διασυμβολική παρεμβολή μεταξύ των συμβόλων Χ(k), λόγω των πολλαπλών διαδρομών λήψης που φτάνουν στον δέκτη. Επομένως, η χρήση IDFT/DFT μετατρέπει (transforms) το πολυδιαδρομικό κανάλι ή κανάλι ευρείας ζώνης με επιλεκτική διάλειψη (selective fading), όπως θα δούμε στην επόμενη ενότητα, σε παράλληλα κανάλια στενής ζώνης (narrowband channels) με σταθερή διάλειψη (flat fading) σε κάθε κανάλι.

			Η ανίχνευση των συμβόλων διαμόρφωσης Χ(k) γίνεται πολύ απλά με χρήση απόφασης μέγιστης πιθανοφάνειας, όπως είδαμε στις διαμορφώσεις με σταθερή διάλειψη ανά σύμβολο (μία διαδρομή λήψης), δηλαδή, αφού κάνουμε την επεξεργασία:
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			Εξίσωση 8.11

			ή ισοδύναμα:

			[image: C:\Users\Chrysa\Desktop\Equations\8.19.wmf]

			Εξίσωση 8.12

			Η Σχέση 8.29 δείχνει ότι το αποτέλεσμα της επεξεργασίας:

			[image: C:\Users\Chrysa\Desktop\Equations\8.20.wmf]

			αποτελείται από το σύμβολο Χ(k) συν θόρυβο και μπορεί να σταλεί απευθείας στον αποδιαμορφωτή ML.

			8.1.4 Επίδραση του CP στην επίδοση BEP μετάδοσης OFDM σε πολυδιαδρομικό κανάλι

			Στην ενότητα αυτή θα χρησιμοποιήσουμε προσομοίωση Monte Carlo, για να βρούμε την επίδοση σε πιθανότητα σφάλματος μιας μετάδοσης OFDM και την επίδραση που έχει το μήκος του CP σε σχέση με το μήκος της κρουστικής απόκρισης του καναλιού. Το πολυδιαδρομικό κανάλι ορίζεται με βάση τις εξής παραμέτρους (Yong Soo Cho, et al., 2010):

			
					Την καθυστέρηση της κάθε διαδρομής, με την καθυστέρηση της τελευταίας διαδρομής να καθορίζει τη μέγιστη καθυστέρηση (maximum delay spread) του καναλιού.

					Τη διασπορά ισχύος στις πολλαπλές διαδρομές (power delay profile).

					Η διακριτότητα στο χρονικό πεδίο (time resolution) ισούται με το χρόνο δειγματοληψίας (sampling time), δηλαδή με το αντίστροφο του εύρους φάσματος εκπομπής (Τs = 1/Fs). Γενικά, όσο περισσότερο ευρυζωνικό είναι ένα σύστημα εκπομπής, τόσο περισσότερες διαδρομές μπορούν να διακριθούν στο δέκτη.

			

			Παράδειγμα 8.7

			Θεωρήστε ένα σύστημα με Fs = 20MHz (Ts = 50 nsec). Υλοποιήστε μία προσομοίωση ενός OFDM σήματος με Ν = 64 υποφέροντα σε ένα πολυδιαδρομικό κανάλι, το οποίο εμφανίζει διαδρομές τις χρονικές στιγμές τ (nsec) = [0, 100, 200,300] nanosecs με μέση ισχύ/διαδρομή που δίνεται από τον μονοδιάστατο πίνακα p=[0.35, 0.25, 0.25, 0.15] και την κάθε διαδρομή να ακολουθεί κατανομή Rayleigh. Υπολογίστε την πιθανότητα σφάλματος συμβόλου, συναρτήσει του SNR ανά σύμβολο για CP με μήκη Μ = 0, 4, και 8.

			Απάντηση

			Στο λογισμικό Matlab λαμβάνουμε υπόψη το χρόνο δειγματοληψίας Ts = 50 nsec και ορίζουμε το παραπάνω πολυδιαδρομικό κανάλι ως εξής:

			h = [h(1), 0, h(2), 0, h(3), 0, h(4)]

			Το σήμα εκπομπής θα υποστεί γραμμική συνέλιξη (linear convolution) με τον μονοδιάστατο πίνακα h. To δεύτερο στοιχείο του h είναι 0, διότι δεν υπάρχει διαδρομή με χρονική καθυστέρηση 50 nsec, ενώ η διαδρομή με καθυστέρηση 100 nsec εμφανίζεται στο τρίτο στοιχείο του h. Για τον ίδιο λόγο έλλειψης διαδρομών υπάρχουν τα υπόλοιπα μηδενικά στο h στις χρονικές στιγμές 150 και 250 nsecs. To h(4) αντιστοιχεί στη χρονική καθυστέρηση 300 nsec. Το μήκος του πολυδιαδρομικού καναλιού ισούται με L= (Τm/Ts)+1 = (300/50)+1 = 7.

			clear all;

			Fs=10*10^6;

			N=64;

			Ts=1/Fs;

			T=N*Ts;

			SNR_dB=[0:4:40];

			M_0=0; % length cyclic prefix 0

			M_4=4; % length cyclic prefix 4

			M_8=8; % length cyclic prefix 8

			itr=5*10^3;

			alpha2pam = [-1 1]; % 2-PAM per dimension

			for jj=1:length(SNR_dB)

			SNR=10^(SNR_dB(jj)/10);

			for kk=1:itr

			a = randsrc(1,N,alpha2pam) + j*randsrc(1,N,alpha2pam);

			s = (1/sqrt(2))*a; % normalization of energy Es=1

			ofdm_sym = sqrt(N)*ifft(s); % sqrt(N) so that Es =1

			tx_ofdm_cp0=[ofdm_sym];

			tx_ofdm_cp4=[ofdm_sym(N-M_4+1:N), ofdm_sym];

			tx_ofdm_cp8=[ofdm_sym(N-M_8+1:N), ofdm_sym];

			p=[0.35,0.25,0.25,0.15]; %power delay profile

			h(1)=sqrt(p(1))*(randn(1,1)+i*randn(1,1))/sqrt(2);

			h(2)=sqrt(p(2))*(randn(1,1)+i*randn(1,1))/sqrt(2);

			h(3)=sqrt(p(3))*(randn(1,1)+i*randn(1,1))/sqrt(2);

			h(4)=sqrt(p(4))*(randn(1,1)+i*randn(1,1))/sqrt(2);

			h=[h(1),0, h(2),h(3),0, h(4)];

			rx_0=conv(h,tx_ofdm_cp0);

			rx_4=conv(h,tx_ofdm_cp4);

			rx_8=conv(h,tx_ofdm_cp8);

			noise_0=(randn(1,length(rx_0))+i*randn(1,length(rx_0)))/sqrt(2);

			noise_4=(randn(1,length(rx_4))+i*randn(1,length(rx_4)))/sqrt(2);

			noise_8=(randn(1,length(rx_8))+i*randn(1,length(rx_8)))/sqrt(2);

			rx_n_0=rx_0+noise_0/sqrt(SNR);

			rx_n_4=rx_4+noise_4/sqrt(SNR);

			rx_n_8=rx_8+noise_8/sqrt(SNR);

			for ii=1:N

			rx_data_0(ii)=rx_n_0(ii+M_0);

			rx_data_4(ii)=rx_n_4(ii+M_4);

			rx_data_8(ii)=rx_n_8(ii+M_8);

			end

			f_0=fft(rx_data_0,N)/sqrt(N);

			f_4=fft(rx_data_4,N)/sqrt(N);

			f_8=fft(rx_data_8,N)/sqrt(N);

			h_dft=fft(h,N); % frequency response of channel

			for k=1:N

			a_rx_0(k)=f_0(k)/h_dft(k);

			a_rx_4(k)=f_4(k)/h_dft(k);

			a_rx_8(k)=f_8(k)/h_dft(k);

			% QPSK symbol detection

			if real(a_rx_0(k))<0 && imag(a_rx_0(k))<0

			a_r_0(k)=-1-1*j;

			elseif real(a_rx_0(k))>=0 && imag(a_rx_0(k))>=0

			a_r_0(k)=1+1*j;

			elseif real(a_rx_0(k))<0 && imag(a_rx_0(k))>=0

			a_r_0(k)=-1+1*j;

			elseif real(a_rx_0(k))>=0 && imag(a_rx_0(k))<0

			a_r_0(k)=1-1*j;

			end

			if real(a_rx_4(k))<0 && imag(a_rx_4(k))<0

			a_r_4(k)=-1-1*j;

			elseif real(a_rx_4(k))>=0 && imag(a_rx_4(k))>0

			a_r_4(k)=1+1*j;

			elseif real(a_rx_4(k))<0 && imag(a_rx_4(k))>=0

			a_r_4(k)=-1+1*j;

			elseif real(a_rx_4(k))>=0 && imag(a_rx_4(k))<0

			a_r_4(k)=1-1*j;

			end

			if real(a_rx_8(k))<0 && imag(a_rx_8(k))<0

			a_r_8(k)=-1-1*j;

			elseif real(a_rx_8(k))>=0 && imag(a_rx_8(k))>=0

			a_r_8(k)=1+1*j;

			elseif real(a_rx_8(k))<0 && imag(a_rx_8(k))>=0

			a_r_8(k)=-1+1*j;

			elseif real(a_rx_8(k))>=0 && imag(a_rx_8(k))<0

			a_r_8(k)=1-1*j;

			end

			end

			errors_0(kk)=sum((a_r_0~=a));

			errors_4(kk)=sum((a_r_4~=a));

			errors_8(kk)=sum((a_r_8~=a));

			end

			pe_cp0(jj)=sum(errors_0)/(N*itr);

			pe_cp4(jj)=sum(errors_4)/(N*itr);

			pe_cp8(jj)=sum(errors_8)/(N*itr);

			end

			semilogy(SNR_dB,pe_cp0,’b-s’,’LineWidth’,2)

			axis([0 40 10^(-5) 10^0])

			hold on

			semilogy(SNR_dB,pe_cp4,’m-v’,’LineWidth’,2)

			axis([0 40 10^(-5) 10^0])

			hold on

			semilogy(SNR_dB,pe_cp8,’r-*’,’LineWidth’,2)

			axis([0 40 10^(-5) 10^0])

			hold on

			title(‘OFDM with QPSK and different CP lengths’)

			legend(‘CP length=0’,’CPlenth=4’,’CP length=8’)

			xlabel(‘SNR in dB’)

			ylabel(‘Symbol Error Rate’)

			Λαμβάνουμε τα αποτελέσματα που φαίνονται στο Σχήμα 8.10.
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			Σχήμα 8.10: Επίδραση της διάρκειας του CP στην επίδοση SEP.

			Από το Σχήμα 8.10 προκύπτει ότι, όταν το μήκος του CP είναι μεγαλύτερο (ή ίσο) με το μήκος του πολυδιαδρομικού καναλιού, τότε η πιθανότητα σφάλματος συμβόλου μειώνεται συνεχώς με την αύξηση του SNR. Όταν, όμως, το μήκος του CP είναι μικρότερο από το μήκος του πολυδιαδρομικού καναλιού, τότε παρουσιάζεται διασυμβολική παρεμβολή στην έξοδο του DFT, που αυξάνει όσο το SNR ανά σύμβολο αυξάνει και οδηγεί σε ένα επίπεδο πιθανότητας σφάλματος (probability error floor). Για το κανάλι του Παραδείγματος 8.7, αυτό συμβαίνει για μήκη CP M = 0 (χωρίς CP) και 4, τα οποία είναι μικρότερα από το μήκος του πολυδιαδρομικού καναλιού (L = 7).
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			8.1.5 Μελέτη διάλειψης σήματος OFDM σε πολυδιαδρομικό κανάλι

			Όπως είδαμε στο Παράδειγμα 8.7, όταν η χρονική διάρκεια του CP είναι μεγαλύτερη από τη μέγιστη καθυστέρηση των πολλαπλών διαδρομών, η επίδραση της διασυμβολικής παρεμβολής λόγω πολυδιαδρομικής μετάδοσης μπορεί να εξαλειφθεί εντελώς. Σε αυτή την ενότητα θα μελετήσουμε τη στατιστική κατανομή της διάλειψης των συμβόλων διαμόρφωσης για μετάδοση OFDM σε πολυδιαδρομικό κανάλι.

			διάλειψης των συμβόλων διαμόρφωσης για μετάδοση OFDM σε πολυδιαδρομικό κανάλι.

			Έστω ένα σήμα OFDM το οποίο μεταδίδεται σε ένα κανάλι L πολλαπλών διαδρομών με τυχαία πλάτη σε κάθε διαδρομή. Το μήκος της κρουστικής απόκρισης του καναλιού είναι L = |Τm/ Τs|, όπου Τm είναι η μέγιστη καθυστέρηση του πολυδιαδρομικού καναλιού και Τs o χρόνος μεταξύ των δειγμάτων. Θεωρούμε ότι το πλάτος |h(l)| της διάλειψης της l-οστής διαδρομής, l, = 0, …, L-1, ακολουθεί κάποια κατανομή (για παράδειγμα, κατανομή Rayleigh). Από τη σχέση 8.12 προκύπτει ότι στην έξοδο του DFT με μήκος Ν παίρνουμε το κάθε σύμβολο X(k), k = 0, 1, …, N-1, πολλαπλασιαζόμενο με την αντίστοιχη απόκριση συχνότητας του καναλιού H(k), k = 0, 1, …, N-1, συν θόρυβο. Για πολυδιαδρομικό κανάλι που αποτελείται από L διαδρομές με πλάτη Al=|h(l)| και φάσεις φ(l), η απόκριση συχνότητας στην k-οστή συχνότητα είναι:
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			Εξίσωση 8.13

			Οι συμφασικές (in-phase) και ορθογώνιες (quadrature-phase) συνιστώσες του συντελεστή Η(k) δίνονται από τις σχέσεις:
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			Εξίσωση 8.14

			όπου:
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			Εξίσωση 8.15

			Οι συνιστώσες Xc(k) και Xs(k) αντιστοιχούν στις τυχαίες διαδικασίες Χ1 και Χ2 του Κεφαλαίου 7.1, για συστήματα στενής ζώνης. Tο συνολικό πλάτος και η φάση της απόκρισης συχνότητας για την k-οστή συχνότητα είναι:

			[image: C:\Users\Chrysa\Desktop\Equations\8.24.wmf]

			Εξίσωση 8.16

			και:
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			Εξίσωση 8.17

			Αντίστοιχα, για συστήματα στενής ζώνης υπάρχει συνήθως μία μόνο διαδρομή λήψης με πλάτος το οποίο ακολουθεί κάποια στατιστική κατανομή. Σε συστήματα ευρείας ζώνης, όπως το OFDM, το κανάλι ορίζεται ως πολυδιαδρομικό, όπου κάθε διαδρομή χαρακτηρίζεται από διάλειψη, που ακολουθεί επίσης κάποια στατιστική κατανομή. Όμως, ο συνδυασμός των IDFT/DFT για μετάδοση/λήψη σήματος OFDM, έχει ως αποτέλεσμα κάθε σύμβολο διαμόρφωσης να πολλαπλασιάζεται με ένα μόνο συντελεστή. Η κατανομή του πλάτους του συντελεστή καναλιού για συστήματα στενής ζώνης δεν έχει, γενικά, την ίδια κατανομή με τα πλάτη των συντελεστών H(k), τα οποία αντιστοιχούν, επίσης, σε σήματα στενής ζώνης. Αποδεικνύεται, όμως, ότι για την πολύ σημαντική περίπτωση πολυδιαδρομικού καναλιού με κάθε διαδρομή να ακολουθεί την κατανομή Rayleigh, αλλά με διαφορετική μέση ισχύ, το πλάτος |H(k)|, για κάθε k, έχει, επίσης, κατανομή Rayleigh.

			Σημειώνουμε ότι, με βάση το παραπάνω αποτέλεσμα, η επίδοση πιθανότητας σφάλματος σε πολυδιαδρομικό κανάλι Rayleigh κάποιας διαμόρφωσης, που στέλνεται με σήμα OFDM, θα είναι ίδια με εκείνη που έχει η ψηφιακή διαμόρφωση σε κανάλι Rayleigh με μία μόνο διαδρομή. Αυτό είναι πολύ σημαντικό αφού η μετάδοση OFDM καταφέρνει να αναιρέσει την επίδραση των πολλαπλών διαδρομών στο σήμα λήψης.

			Στη συνέχεια, θα δείξουμε πως μπορούμε να χρησιμοποιήσουμε προσομοίωση για να υπολογίσουμε την κατανομή των πλατών |H(k)|. Από τη θεωρία γραμμικών συστημάτων γνωρίζουμε ότι η απόκριση συχνότητας της κρουστικής απόκρισης του πολυδιαδρομικού καναλιού είναι (Ingle & Proakis, 1997):

			[image: C:\Users\Chrysa\Desktop\Equations\8.26.wmf]

			Εξίσωση 8.18

			όπου L είναι το μήκος της κρουστικής απόκρισης. Εφαρμόζοντας δειγματοληψία της Η(ω) για συχνότητες ω=2π∙k/N, 0 ≤ k ≤ N-1, παίρνουμε τον DFTN{h(l)}, δηλαδή:

			[image: C:\Users\Chrysa\Desktop\Equations\8.27.wmf]

			Εξίσωση 8.19

			Όπου φαίνεται ότι οι Σχέσεις 8.11 και 8.14 είναι ίδιες. Σημειώνουμε ότι για σήματα διακριτού χρόνου με χρονική απόσταση δειγμάτων Ts = 1/Fs, η συχνότητα Fs ισοδυναμεί στη ψηφιακή γωνιακή συχνότητα 2π. Επομένως, οι συχνότητες 2π∙k/N ισοδυναμούν στις συχνότητες των υποφερόντων k∙Fs/N. Από την Εξίσωση 8.19 προκύπτει ότι η απόκριση H(k) στην k-οστή συχνότητα υποφέροντος (ψηφιακή γωνιακή συχνότητα (2π/Ν)k που αντιστοιχεί στην αναλογική συχνότητα (Fs / N)k) μπορεί να βρεθεί, παίρνοντας το DFT μήκους Ν της κρουστικής απόκρισης του καναλιού h(l) = h(0), …, h(L-1) με μήκος L.

			Παράδειγμα 8.8

			Έστω ένα σήμα OFDM με εύρος φάσματος ΒW = F s= 20 MHz (Ts = 1/Fs = 50 nsec μεταξύ των δειγμάτων του σήματος εκπομπής) και Ν = 64 υποφέροντα.

			Δημιουργήστε ένα κανάλι διάδοσης με μία μόνο διαδρομή με διάλειψη Rayleigh και επιβεβαιώστε:

			
					Την κατανομή Rayleigh για το πλάτος του καναλιού.

					Ότι πρόκειται για διάλειψη με επίπεδη απόκριση συχνότητας (flat fading channel), όπου όλα τα σύμβολα εκπομπής πολλαπλασιάζονται με τον ίδιο συντελεστή καναλιού.

					Για ένα κανάλι με μία διαδρομή, υπολογίστε τη σταθερή τιμή των H(k), k = 0, 1, …, N.

			

			Απάντηση

			1):

			clear;

			NN=10000;

			bins=100;

			h = (randn(1,NN)+i*randn(1,NN))/sqrt(2); % one path fading

			rv = abs(h);

			[n xout]=hist (rv,bins);

			bar(xout, n/ (NN* (max(xout) /bins) ) ) % ! 

			axis ([0 3 0 1] )

			g = findobj (gca, ‘Type’ , ‘patch’ ) ;

			set (g, ‘FaceColor’, ‘r’ , ‘LineStyle’, ‘:’ , ‘EdgeColor’, ‘w’ )

			hold on

			y = raylpdf ( [0 : 0.1 : 3] , 1/sqrt(2)) ;

			x=0 : 0.1 : 3 ;

			plot (x, y, ‘* ‘ )

			Λαμβάνουμε τα αποτελέσματα:

			[image: \\server-pc\Storage_Volume\_ΥΛΙΚΟ ΔΟΥΛΕΙΑΣ\Κάλλιπος Ευθύμογλου\Images\8.11.png]

			Σχήμα 8.11: Κατανομή Rayleigh για κανάλι με μία μόνο διαδρομή.

			2):

			clear;

			N = 64; % # of subcarriers

			h = (randn(1,1)+i*randn(1,1))/sqrt(2); % one path fading

			H = fft(h, N); % frequency response of channel with 1 path

			b = abs(H); % magnitude of frequency response

			plot(b,’o-’)

			xlabel(‘subcarrier index’)

			ylabel(‘frequency response’)

			Λαμβάνουμε τα αποτελέσματα:

			[image: \\server-pc\Storage_Volume\_ΥΛΙΚΟ ΔΟΥΛΕΙΑΣ\Κάλλιπος Ευθύμογλου\Images\8.12.png]

			Σχήμα 8.12: Απόκριση συχνότητας καναλιού με μία μόνο διαδρομή > Επίπεδη διάλειψη στο πεδίο συχνοτήτων (flat fading): το |Η(k)| είναι ίδιο για όλα τα k: 0 ≤ k ≤ N-1.

			Το Σχήμα 8.12 δείχνει ότι η απόκριση συχνότητας του καναλιού με μία μόνο διαδρομή, δειγματοληπτημένη στο πεδίο συχνοτήτων με βήμα συχνότητας 2π/Ν (ισοδύναμα βήμα Fs/N σε αναλογικές συχνότητες), είναι σταθερή (έχει την ίδια τιμή για όλα τα τα k: 0 ≤ k ≤ N-1.

			3): Το προηγούμενο αποτέλεσμα αποδεικνύεται και αναλυτικά ως εξής:

			[image: C:\Users\Chrysa\Desktop\Equations\8.28.wmf]

			Εξίσωση 8.20

			όπου φαίνεται ότι η τιμή των H(k), για όλα τα k (όλα τα υποφέροντα) ισούται με το πλάτος της διαδρομής h(0).

			Παράδειγμα 8.9

			Έστω μία μετάδοση με σήμα OFDM με Ν = 64 υποφέροντα και φάσμα εκπομπής Fs = 20MHz. O χρόνος δειγματοληψίας για το σήμα εκπομπής, αλλά και για το κανάλι είναι Τs = 1/Fs = 1/(20×106) = 50 nsec.

			Δημιουργήστε την κρουστική απόκριση ενός καναλιού με 3 πολυδιαδρομικές συνιστώσες (multipath components) h = [h(0), h(1), h(2)], που φτάνουν στον δέκτη τις χρονικές στιγμές τ = [0, 100, 200] nsec με μέση ισχύ, που δίνεται από το power delay profile p = [0.5, 0.3, 0.2] (και συνολική ισχύ λήψης

			[image: C:\Users\Chrysa\Desktop\Equations\8.29.wmf]

			Σχεδιάστε την απόκριση συχνότητας του πολυδιαδρομικού καναλιού.

			Απάντηση

			% Show that the multipath channel results in selective fading

			clear;

			Fs = 20*10^6; % sampling frequency AND signal bandwidth

			L=3; % multipath fading

			N=64; % total number of carriers - FFT length

			p = [0.5, 0.3, 0.2]; % declare power delay profile

			h(1) = sqrt(p(1))*(randn(1,1)+i*randn(1,1))/sqrt(2);

			h(2) = sqrt(p(2))*(randn(1,1)+i*randn(1,1))/sqrt(2);

			h(3) = sqrt(p(3))*(randn(1,1)+i*randn(1,1))/sqrt(2);

			h = [h(1), 0, h(2), 0, h(3)]; % consider the multipath delay profile

			H = fft(h, N); % frequency response of last channel response

			b = abs(H); % magnitude of frequency response

			plot(b, ‘-o’)

			xlabel(‘subcarrier index’)

			ylabel(‘frequency response’)

			[image: \\server-pc\Storage_Volume\_ΥΛΙΚΟ ΔΟΥΛΕΙΑΣ\Κάλλιπος Ευθύμογλου\Images\8.13.png]

			Σχήμα 8.13: Απόκριση συχνότητας πολυδιαδρομικού καναλιού > Επίλεκτική διάλειψη ως προς τις συχνότητες (selective fading): το |Η(k)| είναι διαφορετικό για κάθε k: 0 ≤ k ≤ N-1.

			Από το Σχήμα 8.13 παρατηρούμε ότι η απόκριση συχνότητας της κρουστικής απόκρισης του καναλιού με L= 3 διαδρομές, με ανεξάρτητη Rayleigh διάλειψη η καθεμία, έχει διαφορετικά πλάτη |Η(k)| στα διάφορα k (υποφέροντα). Επομένως, τα πολυδιαδρομικά κανάλια παρουσιάζουν διάλειψη που μεταβάλλεται στο πεδίο συχνοτήτων, το οποίο ονομάζεται επιλεκτική διάλειψη (selective fading).

			Παράδειγμα 8.10

			Για το πολυδιαδρομικό κανάλι του Παραδείγματος 8.9 (πολυδιαδρομικό κανάλι με τρεις διαδρομές Rayleigh), δείξτε ότι η στατιστική κατανομή των |H(k)| είναι Rayleigh. Επίλεξτε τυχαία k= 22.

			Απάντηση

			% Prove that the magnitude of the frequency response of a multipath channel

			% at an arbitrary frequency follows the Rayleigh pdf.

			clear;

			Fs = 10*10^6; % sampling frequency AND signal bandwidth

			L=3; % multipath fading

			N=64; % total number of carriers - FFT length

			bins=50;

			carrier_no = 22;	% select any sub-carrier form 1-N (=64)

			p = [0.5, 0.3, 0.2]; % declare power delay profile

			NN=10000;

			for m=1:NN % find the amplitude of the frequency response

			% of one subcarrier for NN channel implementations

			h(1) = sqrt(p(1))*(randn(1,1)+i*randn(1,1))/sqrt(2);

			h(2) = sqrt(p(2))*(randn(1,1)+i*randn(1,1))/sqrt(2);

			h(3) = sqrt(p(3))*(randn(1,1)+i*randn(1,1))/sqrt(2);

			h = [h(1), 0, h(2), 0, h(3)]; % consider the multipath delay profile

			H = fft(h, N); % channel frequency response

			H0 = abs(H); % magnitude of frequency response

			H0_no(m)=H0(carrier_no); % pick amplitude of carrier_no

			end

			figure(2)

			[nfreq xoutfreq]=hist (H0_no,bins);

			bar(xoutfreq, nfreq / (NN* (max(xoutfreq) /bins) ) )

			axis ([0 3 0 1] )

			g = findobj (gca, ‘Type’ , ‘patch’ ) ;

			set (g, ‘FaceColor’, ‘r’ , ‘LineStyle’, ‘:’ , ‘EdgeColor’, ‘w’ )

			hold on

			y = raylpdf ( [0 : 0.1 : 3] , 1/sqrt(2)) ;

			x=0 : 0.1 : 3 ;

			plot (x, y, ‘* ‘ )

			[image: \\server-pc\Storage_Volume\_ΥΛΙΚΟ ΔΟΥΛΕΙΑΣ\Κάλλιπος Ευθύμογλου\Images\8.14.png]

			Σχήμα 8.14: Στατιστική κατανομή για το |Η(k)| για τυχαία τιμή του k= 22 (0 ≤ k ≤ N-1).

			Κριτήρια αξιολόγησης

			Κριτήριο 1

			Για ένα σύστημα OFDM με Ν= 128 και συχνότητα δειγματοληψίας Fs βρείτε με ποια συχνότητα βασικής ζώνης είναι ισοδύναμη η συχνότητα f70 = 70(Fs /128), η οποία είναι μεγαλύτερη από την Fs / 2. Αποδείξτε το με τη χρήση του Matlab.

			Λύση

			Η παραπάνω συχνότητα, όταν δειγματοληπτηθεί με συχνότητα δειγματοληψίας Fsθα εμφανιστεί σε βασική ζώνη (διάστημα [-Fs /2, Fs /2)↔[-64:63]), ως η f-58 = -58(Fs /128), όπως αποδεικνύει η παρακάτω μαθηματική σχέση:

			[image: C:\Users\Chrysa\Desktop\Equations\8.30.wmf]

			Στο λογισμικό Μatlab, η παραπάνω ισοδυναμία αποδεικνύεται εύκολα ως εξής:

			clear;

			N=128;

			k1=70;

			k2=-58;

			n = [0:N-1];

			x1 = exp(j*2*pi*k1*n/N);

			x2 = exp(j*2*pi*k2*n/N);

			plot(n, real(x1), ‘bo-’)

			hold on

			plot(n, real(x2), ‘rx-’)

			xlabel(‘sample number, n’)

			ylabel(‘amplitude’)

			[image: \\server-pc\Storage_Volume\_ΥΛΙΚΟ ΔΟΥΛΕΙΑΣ\Κάλλιπος Ευθύμογλου\Images\8.15.png]

			Σχήμα 8.15: Αποτελέσματα κριτηρίου 1.

			Κριτήριο 2

			Η θεωρία στα σήματα και συστήματα δίνει το παρακάτω αποτέλεσμα:

			[image: C:\Users\Chrysa\Desktop\Equations\8.31.wmf]

			Εξίσωση 8.21

			όπου [image: C:\Users\Chrysa\Desktop\Equations\On.wmf] συμβολίζει την κυκλική συνέλιξη (circular convolution) μήκους Ν και DFTΝ είναι ο δειγματοληπτημένος μετασχηματισμός Fourier σε Ν συχνότητες.

			Δηλαδή, για δύο σήματα με Ν δείγματα το καθένα, ο πολλαπλασιασμός των δύο διακριτών φασμάτων τους με Ν τιμές το καθένα, αντιστοιχεί στην κυκλική τους συνέλιξη στο χρονικό πεδίο (και όχι στη γραμμική συνέλιξη). Η κυκλική συνέλιξη δύο σημάτων με Ν δείγματα το καθένα δίνει ως αποτέλεσμα ένα σήμα επίσης με Ν δείγματα, το οποίο υπολογίζεται, θεωρώντας ότι το ένα από τα δύο σήματα είναι περιοδικό και χρησιμοποιώντας κυκλική καθυστέρηση, αντί για γραμμική.

			Για παράδειγμα, το x2(n) = {1,2,3,4} μπορεί να θεωρηθεί ως η πρώτη περίοδος (δείγματα με κόκκινο χρώμα) της περιοδικής σειράς: 1 2 3 4 1 2 3 4 1 2 3 4. Η κυκλική καθυστέρηση κατά 2 δείγματα δίνει: x2(n-2)4 = {3,4,1,2}.

			Ενώ, η κυκλική αντιστροφή στον χρόνο είναι: x2(-n)={1,4,3,2}. Η κυκλική συνέλιξη μήκους Ν (N-point circular convolution) δίνεται από τη σχέση:

			[image: C:\Users\Chrysa\Desktop\Equations\8.32.wmf]

			Εξίσωση 8.22

			Επίσης, μπορούμε να υπολογίσουμε την κυκλική συνέλιξη, παίρνοντας IDFT με μήκος Ν στο δεύτερο μέρος της Εξίσωσης 8.21, ως εξής:

			[image: C:\Users\Chrysa\Desktop\Equations\8.33.wmf]

			Εξίσωση 8.23

			Ερώτηση

			Δείξτε με τη χρήση του λογισμικού Matlab, ότι η γραμμική συνέλιξη για ένα σήμα με κυκλικό πρόθεμα μπορεί να δώσει ίδιο αποτέλεσμα με την κυκλική συνέλιξη του αρχικού σήματος. Έστω x = [1 2 3 4 5 6] και h=[0.8 -0.5 -0.1].

			Απάντηση

			Αρχικά υπολογίζουμε την κυκλική συνέλιξη του x με το h, χρησιμοποιώντας τη Σχέση 8.23 και τις συναρτήσεις ifft(∙) και fft(∙) με μήκος 6, δηλαδή το μήκος του x, ως εξής:

			>> y1 = ifft(fft(x,6).*fft(h,6))

			y1 =

			Columns 1 through 6

			-2.7000 0.5000 1.3000 1.5000 1.7000 1.9000

			Αυτό θα είναι το ζητούμενο αποτέλεσμα για τη γραμμική συνέλιξη του σήματος x, με κάποιο κυκλικό πρόθεμα, και του h. Το μήκος της κρουστικής απόκρισης του h είναι 3, οπότε επιλέγουμε μήκος κυκλικού προθέματος 4. Στη συνέχεια, προσθέτουμε το CP στο x και υπολογίζουμε τη γραμμική συνέλιξη x*h:

			% add cyclic prefix of length 4 to original signal

			>> x2=[x(end-3:end), x]

			x2 =

			Columns 1 through 10

			3 4 5 6 1 2 3 4 5 6

			% x2 (10 samples) is sent in the channel instead of x (6 samples)

			% The received signal is

			y2=conv(h, x2)

			y2 =

			Columns 1 through 10

			2.4000 1.7000 1.7000 1.9000 -2.7000 0.5000 1.3000 1.5000 1.7000 1.9000

			Παρατηρώντας τις τιμές του y2, βλέπουμε ότι οι 6 τιμές του y2 μετά το μήκος του CP, δηλαδή από το y2(5) μέχρι το y2(10), είναι ακριβώς ίδιες με το αποτέλεσμα του y1.

			y= y2(5:10)

			ans =

			-2.7000 0.5000 1.3000 1.5000 1.7000 1.9000

			Συμπέρασμα

			Προσθέτοντας δείγματα από το τέλος του αρχικού σήματος εκπομπής στην αρχή του εκπεμπόμενου σήματος, πετυχαίνουμε, ώστε η έξοδος της γραμμικής συνέλιξης με την κρουστική απόκριση του καναλιού να ισούται με την κυκλική συνέλιξη του αρχικού σήματος (χωρίς το CP) με την κρουστική απόκριση του καναλιού . Επομένως, τα N δείγματα του σήματος λήψης y μετά το CP δίνονται από τη σχέση:

			[image: C:\Users\Chrysa\Desktop\Equations\8.35.wmf]

			Επομένως, παίρνοντας DFTΝ στα δείγματα του y ισχύει:

			[image: C:\Users\Chrysa\Desktop\Equations\8.36.wmf]

			Εξίσωση 8.24

			ή ισοδύναμα:

			[image: C:\Users\Chrysa\Desktop\Equations\8.37.wmf]

			Εξίσωση 8.15
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			ΚΕΦΑΛΑΙΟ 9

			Συστήματα Διασποράς Φάσματος

			Σύνοψη

			Στο κεφάλαιο αυτό παρουσιάζεται η τεχνική μετάδοσης διευρυμένου φάσματος με χρήση ψευδοτυχαίας ακολουθίας. Η τεχνική αυτή επιτυγχάνει πολλαπλή πρόσβαση χρηστών, χρησιμοποιώντας διαφορετική ακολουθία για κάθε χρήστη. Με τη βοήθεια του Matlab, θα εξετάσουμε τις ιδιότητες των ψευδοτυχαίων ακολουθιών που χρησιμοποιούνται για πολλαπλή πρόσβαση σε συστήματα διασποράς φάσματος (spread spectrum systems) και θα υπολογίσουμε με προσομοίωση Monte Carlo την επίδοση ενός συστήματος με πολλαπλούς χρήστες σε κανάλι AWGN.

			Προαπαιτούμενη γνώση

			Το κεφάλαιο αυτό απαιτεί από τον αναγνώστη να έχει βασικές γνώσεις ψηφιακών επικοινωνιών.

			9.1 Εύρος φάσματος ψηφιακού σήματος

			Στο Κεφάλαιο 2 είδαμε ότι ένα ψηφιακό σήμα 2-PAM (πολικό NRZ στη βασική ζώνη ή σήμα BPSK στη διέλευση ζώνης) με διάρκεια συμβόλου Τs και τετραγωνικό παλμό εκπομπής έχει φασματική πυκνότητα ισχύος, που δίνεται από τη σχέση (Ingle & Proakis, 2007):

			[image: C:\Users\Chrysa\Desktop\Equations\9.1.wmf]

			Εξίσωση 9.1

			Το εύρος του φάσματος εκπομπής προσεγγίζεται από το αντίστροφο του χρόνου αλλαγής πλάτους του σήματος εκπομπής, δηλαδή BW ≈ 1/Τs. Αν πολλαπλασιάσουμε στο χρονικό πεδίο ένα σύμβολο BPSK με μία κωδική λέξη, η οποία αποτελείται από Ν σύμβολα 2-PAM, με διάρκεια Tc το καθένα (ονομάζονται «chips»), έτσι ώστε Ts = N∙Tc, τότε το νέο σήμα εκπομπής θα έχει εύρος φάσματος που δίνεται από τη σχέση BW ≈ 1/Τc και θα είναι Ν φορές μεγαλύτερο από το εύρος φάσματος του αρχικού σήματος. Το φασματικό περιεχόμενο του νέου σήματος θα δίνεται από τη Σχέση 9.1, αντικαθιστώντας το Τs με το Τc. Τα σήματα αυτά ονομάζονται ευρυζωνικά (wide band), αφού καταλαμβάνουν πολύ μεγαλύτερο εύρος φάσματος σε σχέση με το αρχικό σήμα στενής ζώνης (narrow band). Επομένως, ο πολλαπλασιασμός στο χρονικό πεδίο των δύο σημάτων 2-PAM (ή ισοδύναμα BPSK) έχει ως αποτέλεσμα τη διεύρυνση του φάσματος εκπομπής εκπομπής (Simon, et al., 1994).

			Παράδειγμα 9.1

			Υπολογίστε τη φασματική πυκνότητα ισχύος για μετάδοση BPSK και για μετάδοση διευρυμένου φάσματος με Ν=15. Τι παρατηρείτε;

			Απάντηση

			Χρησιμοποιούμε το Matlab για να υπολογίσουμε την Εξίσωση 9.1. Για ευκολία, θεωρούμε Α = 1, Ts = 1, και Tc = 1/Ν.

			clear;

			N=15; % spreading factor = number of chips per bit

			x = -15:0.01:15;

			g = (sin (pi .* x)./(pi .*x)).^2;

			plot(x,g, ‘b-’)

			hold on

			gc = (1/N)*(sin (pi .* x./N)./(pi .*x./N)).^2;

			plot(x,gc, ‘r-’)

			xlabel(‘f*T_s’)

			ylabel(‘power spectral density’)

			legend(‘narrow band spectrum’, ‘wide band spectrum’)

			Λαμβάνουμε τα αποτελέσματα:

			[image: ]

			Σχήμα 9.1: PSD σήματος BPSK και του αντίστοιχου σήματος διευρυμένου φάσματος.

			Από το Σχήμα 9.1, παρατηρούμε ότι η χρήση Ν = 15 chips στη χρονική διάρκεια ενός bit του αρχικού σήματος, έχει ως αποτέλεσμα η PSD του σήματος εκπομπής να μειωθεί ανά μονάδα φάσματος αλλά και να απλωθεί σε εύρος φάσματος πολλαπλάσιο του εύρους φάσματος του αρχικού σήματος.

			Ένας χρήστης ο οποίος πολλαπλασιάζει τα αρχικά δεδομένα εκπομπής με μία κωδική λέξη μήκους Ν, θα χρησιμοποιεί κανάλι επικοινωνίας με ευρύ φάσμα εκπομπής. Άρα, αν θεωρήσουμε ότι μία εταιρία τηλεπικοινωνιακών διαθέτει το διευρυμένο εύρος φάσματος που έχει το νέο σήμα εκπομπής, τότε μόνο ένας χρήστης θα μπορεί να εκπέμπει κάθε χρονική στιγμή. Συνεπώς, ποιο είναι το όφελος στις ασύρματες επικοινωνίες για την πολλαπλή πρόσβαση χρηστών;

			Η απάντηση βρίσκεται στο σχεδιασμό των κωδικών λέξεων με μήκος Ν. Αποδεικνύεται ότι μπορούμε να παράγουμε Ν κωδικές λέξεις, μήκους Ν η καθεμία, οι οποίες να είναι μεταξύ τους σχεδόν ορθογώνιες. Η ορθογωνιότητα των αυτών κωδικών λέξεων εγγυάται ότι μπορεί να υπάρχουν Ν χρήστες, οι οποίοι να επικοινωνούν ταυτόχρονα στο διευρυμένο φάσμα εκπομπής. Στη λήψη, ο δέκτης συσχετίζει το λαμβανόμενο σήμα με την κωδική λέξη του επιθυμητού χρήστη, για να ανακτήσει τα δεδομένα του χρήστη (ανάκτηση αρχικού σήματος στενής ζώνης). Επομένως, η ίδια ψευδοτυχαία ακολουθία χρησιμοποιείται στη διαμόρφωση και αποδιαμόρφωση των αρχικών δεδομένων (Simon, et al., 1994).

			9.2 Συναρτήσεις αυτοσυσχέτισης και ετεροσυσχέτισης κωδικών λέξεων

			Για την ταυτόχρονη πολλαπλή πρόσβαση χρηστών, οι οποίοι εκπέμπουν στο ίδιο φάσμα συχνοτήτων, οι κωδικές λέξεις, που χρησιμοποιούνται, θα πρέπει να είναι εύκολο να διακριθούν μεταξύ τους. Αυτό συνεπάγεται ότι πρέπει να χρησιμοποιούνται ακολουθίες με μικρές τιμές της συνάρτησης ετεροσυσχέτισης. Επιπλέον, λόγω του πολυδιαδρομικού καναλιού, κάθε ακολουθία θα πρέπει να έχει μικρές τιμές της συνάρτησης αυτοσυσχέτισης για μετατόπιση διαφορετική του μηδενός, ώστε η παρεμβολή των επιπλέον διαδρομών σε γειτονικά σύμβολα να είναι όσο γίνεται μικρότερη.

			Η συνάρτηση αυτοσυσχέτισης μίας συνάρτησης Χ(t) ορίζεται από τη σχέση (Proakis & Salehi, 2002):

			[image: C:\Users\Chrysa\Desktop\Equations\9.2.wmf]

			Εξίσωση 9.2

			όπου τ είναι η χρονική μετατόπιση των δύο σημάτων που συσχετίζονται. Στο λογισμικό Matlab η μαθηματική Σχέση 9.2 υλοποιείται με τη συνάρτηση autocorr.m:

			% autocorr.m

			% Autocorrelation function of a sequence

			function [out] = autocorr(indata)

			% indata: input sequence

			% tn: number of periods for the time shift

			% out: autocorrelation data

			if nargin < 2

			tn=1;

			end

			ln = length(indata);

			out = zeros(1, ln);

			for ii=0:ln*tn-1

			out (ii+1) = sum(indata.*shift(indata,ii,0));

			end

			Η συνάρτηση shift, που χρησιμοποιείται μέσα στη συνάρτηση autocorr.m, είναι:

			% shift.m

			% Shift the contents of the register.

			function [outregi] = shift (inregi,shiftr,shiftu)

			% inregi : Vector or matrix

			% shiftr : The amount of shift to the right.

			% shiftu : The amount of shift to the top.

			% outregi : Register output

			[h, v] = size(inregi);

			outregi = inregi;

			shiftr = rem(shiftr,v);

			shiftu = rem(shiftu,h);

			if shiftr > 0

			outregi(:,1 :shiftr) = inregi(:,v-shiftr+1:v );

			outregi(:,1+shiftr:v ) = inregi(:,1 :v-shiftr);

			elseif shiftr < 0

			outregi(:,1 :v+shiftr) = inregi(:,1-shiftr:v );

			outregi(:,v+shiftr+1:v ) = inregi(:,1 :-shiftr);

			end

			inregi = outregi;

			if shiftu > 0

			outregi(1 :h-shiftu,:) = inregi(1+shiftu:h, :);

			outregi(h-shiftu+1:h, :) = inregi(1 :shiftu,:);

			elseif shiftu < 0

			outregi(1 :-shiftu,:) = inregi(h+shiftu+1:h, :);

			outregi(1-shiftu:h, :) = inregi(1 :h+shiftu,:);

			end

			Τα στοιχεία που χρειάζεται η συνάρτηση αυτοσυσχέτισης είναι το όνομα της ακολουθίας και ο αριθμός των περιόδων κώδικα, για τον οποίο θέλουμε να υπολογιστεί η συνάρτηση αυτοσυσχέτισης. Στη συνέχεια, ακολουθούν παραδείγματα υπολογισμού της αυτοσυσχέτισης ακολουθιών με τη χρήση του λογισμικού Matlab.

			Παράδειγμα 9.2

			Υπολογίστε τη συνάρτηση αυτοσυσχέτισης για την ακολουθία X = [1,1,1,-1,-1,1,-1] για αριθμό μετατοπίσεων ίσο με μία περίοδο του Χ (7 τιμές μετατόπισης).

			Απάντηση

			X=[1 1 1 -1 -1 1 -1];

			Rxx = autocorr(X)

			7  -1  -1  -1  -1  -1  -1

			plot(Rxx)

			[image: ]

			Σχήμα 9.2: Απάντηση παραδείγματος 9.2.

			Παράδειγμα 9.3

			Υπολογίστε τη συνάρτηση αυτοσυσχέτισης για την ακολουθία X = [-1,-1,1,1,1,1,-1] για αριθμό μετατοπίσεων ίσο με μία περίοδο.

			Απάντηση

			X=[-1 -1 1 1 1 1 -1];

			Rxx = autocorr(X)

			7   3  -1  -5  -5  -1   3

			plot(Rxx)

			[image: ]

			Σχήμα 9.3: Απάντηση παραδείγματος 9.3.

			Παράδειγμα 9.4

			Υπολογίστε τη συνάρτηση αυτοσυσχέτισης για την ακολουθία X = [-1,1,1,1,-1] για αριθμό μετατοπίσεων ίσο με μία περίοδο.

			Απάντηση

			X=[-1 1 1 1 -1];

			Rxx = autocorr(X)

			5   1  -3  -3   1

			plot(Rxx)

			[image: ]

			Σχήμα 9.4: Απάντηση παραδείγματος 9.4.

			Η συνάρτηση ετεροσυσχέτισης δίνει τον βαθμό ομοιότητας μεταξύ δυο διαφορετικών ακολουθιών X(t) και Y(t) και ορίζεται από τη σχέση (Proakis & Salehi, 2002):

			[image: C:\Users\Chrysa\Desktop\Equations\9.3.wmf]

			Εξίσωση 9.3

			Όπου τ είναι η χρονική μετατόπιση των δύο σημάτων που συσχετίζονται. Η συνάρτηση Matlab, που υλοποιεί τη συνάρτηση ετεροσυσχέτισης δύο ακολουθιών, είναι:

			% crosscorr.m

			% Crosscorrelation function of a sequence

			function [out] = crosscorr(indata1, indata2, tn)

			% indata1: input sequence1

			% indata2: input sequence2

			% tn: number of periods for the time shift

			% out: crosscorrelation data

			if nargin < 3

			tn=1;

			end

			ln = length(indata1);

			out = zeros(1,ln*tn);

			for ii=0:ln*tn-1

			out(ii+1) = sum(indata1.*shift(indata2,ii,0));

			end

			Τα στοιχεία, που χρειάζεται η συνάρτηση ετεροσυσχέτισης, είναι τα ονόματα των δύο ακολουθιών και ο αριθμός των περιόδων, που δίνει τον αριθμό των μετατοπίσεων, για τις οποίες θέλουμε να υπολογιστεί η συνάρτηση ετεροσυσχέτισης. Στη συνέχεια, ακολουθούν παραδείγματα υπολογισμού της συνάρτησης ετεροσυσχέτισης ακολουθιών με τη χρήση του λογισμικού Matlab.

			Παράδειγμα 9.5

			Υπολογίστε τη συνάρτηση ετεροσυσχέτισης για τις ακολουθίες X = [1,1,1,-1,-1,1,-1] και Y = [1,-1,1,-1,1,-1,1] για αριθμό μετατοπίσεων ίσο με μία περίοδο.

			Απάντηση

			X=[1 1 1 -1 -1 1 -1];

			Y=[1 -1 1 -1 1 -1 1];

			Rxy = crosscorr(X,Y)

			-1   3  -1   3  -5   3  -1

			plot(Rxy)

			[image: ]

			Σχήμα 9.5: Απάντηση παραδείγματος 9.5.

			Παράδειγμα 9.6

			Υπολογίστε τη συνάρτηση ετεροσυσχέτισης για τις ακολουθίες X = [-1,-1,1,1,1,-1,1] και Y = [1,-1,-1,1,1,-1,-1] για αριθμό μετατοπίσεων ίσο με μία περίοδο.

			Απάντηση

			X=[-1 -1 1 1 1 -1 1];

			Y=[1 -1 -1 1 1 -1 -1];

			Rxy = crosscorr(X,Y)

			1  -3   1   1  -3  -3   5

			plot(Rxy)

			[image: ]

			Σχήμα 9.6: Απάντηση παραδείγματος 9.6.

			Παράδειγμα 9.7

			Υπολογίστε τη συνάρτηση ετεροσυσχέτισης για τις ακολουθίες X = [-1,1,1,-1,1] και Y = [1,-1,1,-1,-1] για αριθμό μετατοπίσεων ίσο με μία περίοδο.

			Απάντηση

			X=[-1 1 1 -1 1];

			Y=[1 -1 1 -1 -1];

			Rxy = crosscorr(X,Y)

			-1  -1   3   -5		3 

			plot(Rxy)

			[image: ]

			Σχήμα 9.7: Απάντηση παραδείγματος 9.7.

			9.3 Παραγωγή κωδικών λέξεων m-ακολουθιών

			Στην ενότητα αυτή θα εξετάσουμε τις ψευδοτυχαίες ακολουθίες που μπορεί να παραχθούν με χρήση καταχωρητών ολίσθησης με γραμμική ανατροφοδότηση (linear feedback shift register/LFSR), οι οποίες είναι γνωστές ως m-ακολουθίες (Simon et al., 1994). Το Σχήμα 9.2 δείχνει ένα τέτοιο κύκλωμα, το οποίο περιγράφεται με το πολυώνυμο g(x) = x5 + x2 + 1 και παράγει μία περιοδική ακολουθία με περίοδο Ν = 25-1 = 31. Στη γενική περίπτωση, οι m-ακολουθίες με τη μέγιστη δυνατή περίοδο N = 2n-1 παράγονται από πολυώνυμα της μορφής::

			[image: C:\Users\Chrysa\Desktop\Equations\9.4.wmf]

			Εξίσωση 9.4

			δηλαδή, παράγονται από ένα κύκλωμα με n καταχωρητές δυαδικής μετατόπισης με συγκεκριμένη γραμμική ανατροφοδότηση, η οποία προσδιορίζεται από τους συντελεστές του πολυωνύμου. Για παράδειγμα, το κύκλωμα του Σχήματος 9.2 έχει g0 = g2 = 1 και g1 = g3 = g4 = 0.

			[image: ]

			Σχήμα 9.8: Κύκλωμα LFSR για παραγωγή m-ακολουθίας με μήκος Ν=31.

			Η περιοδική συνάρτηση αυτοσυσχέτισης μιας m-ακολουθίας δίνεται από τη σχέση:

			[image: ]

			Εξίσωση 9.5

			Για n ≠ 0 mod 4, υπάρχουν ζευγάρια μεγίστου μήκους ακολουθιών με τρεις τιμές ετεροσυσχέτισης [-t(n), t(n)-2], όπου:

			[image: ]

			Εξίσωση 9.6

			Η συνάρτηση Matlab που δημιουργεί m-ακολουθίες είναι η εξής:

			% mseq.m

			% The generation function of m-sequence

			function [mout] = mseq(stg, taps, inidata, n)

			% stg: Number of stages

			% taps: Position of register feedback

			% inidata: Initial sequence

			% n: Number of output sequences, each one shifted by 1 sample (optional)

			% mout: Output m-sequence

			if nargin < 4

			n = 1;

			end

			mout = zeros(n,2^stg-1);

			fpos = zeros(stg,1);

			fpos (taps) = 1;

			for ii=1:2^stg-1

			mout(1,ii) = inidata(stg); % storage of the output data

			num = mod(inidata*fpos,2); % calculation of the feedback data

			inidata (2:stg) = inidata(1:stg-1); % one shifts the register

			inidata(1) = num; % return feedback data

			end

			if n > 1

			for ii=2:n

			mout(ii,:) = shift(mout(ii-1,:),1,0);

			end

			end

			Ο αριθμός των καταχωρητών stg, τα σημεία ανατροφοδότησης taps, και η αρχικές τιμές των καταχωρητών ολίσθησης inidata δίνονται ως δεδομένα εισόδου στη συνάρτηση mseq. Η τέταρτη παράμετρος εισόδου n, όταν υπάρχει, δίνει τον αριθμό των m-ακολουθιών που παράγονται στην έξοδο (κάθε m-ακολουθία με ένα δείγμα κυκλικής μετατόπισης με την προηγούμενη).

			Χρησιμοποιώντας τις συναρτήσεις αυτοσυσχέτισης και ετεροσυσχέτισης της Ενότητας 9.2, μπορούμε να υπολογίσουμε τις ιδιότητες των m-ακολουθιών.

			Παράδειγμα 9.8

			Χρησιμοποιήστε τη συνάρτηση mseq, για να υπολογίσετε την m-ακολουθία για ένα LFSR με 4 καταχωρητές με αρχικές τιμές [1,0,1,1] και κόμβους ανατροφοδότησης τον 1ο και τον 3ο. Στη συνέχεια, υπολογίστε τη συνάρτηση αυτοσυσχέτισης της m-ακολουθίας.

			Απάντηση

			m1 = mseq(4, [1,3], [1,0,1,1])

			Το αποτέλεσμα είναι μία ακολουθία με μήκος 24-1 = 15 bits:

			1 1 0 1 0 0 1 1 1 0 1 0 0 1 1

			Για τον υπολογισμό της συνάρτησης αυτοσυσχέτισης πρέπει να μετατρέψουμε την m-ακολουθία, που αποτελείται από 0 και 1, σε ακολουθία από -1 και 1. Αυτό επιτυγχάνεται με την εξής εντολή:

			m1 = 2*m1-1;

			Οι τιμές της αυτοσυσχέτισης δίνονται:

			autocorr(m1)

			15, -1, -1, -1, -5, -1, -1, 7, 7, -1, -1, -5, -1, -1, -1

			Παράδειγμα 9.9

			Χρησιμοποιήστε τη συνάρτηση mseq, για να υπολογίσετε 4 m-ακολουθίες για ένα LFSR με 3 καταχωρητές με αρχικές τιμές [1,0,1] και κόμβους ανατροφοδότησης τον 1ο και τον 3ο. Στη συνέχεια, υπολογίστε τη συνάρτηση αυτοσυσχέτισης της πρώτης m-ακολουθίας.

			Απάντηση

			m1 = mseq(3,[1,3],[1,0,1],4)

			Λαμβάνουμε τα αποτελέσματα:

			m1 =

			1   0   1   0   0   1   1

			1   1   0   1   0   0   1

			1   1   1   0   1   0   0

			0   1   1   1   0   1   0

			Παρατηρούμε ότι κάθε μία m-ακολουθία προκύπτει με κυκλική μετατόπιση κατά ένα δείγμα της προηγούμενης.

			m1 = 2*m1-1;

			autocorr(m1(1,:)

			7  -1  -1  -1  -1  -1  -1

			Παράδειγμα 9.10

			Χρησιμοποιήστε τη συνάρτηση mseq, για να υπολογίσετε την m-ακολουθία για ένα LFSR με 3 καταχωρητές με αρχικές τιμές [1,1,1] και κόμβους ανατροφοδότησης τον 2ο και τον 3ο. Στη συνέχεια, υπολογίστε τη συνάρτηση αυτοσυσχέτισης της m-ακολουθίας.

			Απάντηση

			m2 = mseq(3, [2,3], [1,1,1])

			Το αποτέλεσμα είναι μία ακολουθία με μήκος 23-1 = 7 bits:

			m2 =

			1 1 1 0 0 1 0

			Οι τιμές συνάρτησης αυτοσυσχέτισης της m2 είναι οι εξής:

			m2 = 2*m2-1;

			autocorr(m2)

			7  -1  -1  -1  -1  -1  -1

			Παράδειγμα 9.11

			Υπολογίστε τη συνάρτηση ετεροσυσχέτισης της πρώτης ακολουθίας του πίνακα m1 του Παραδείγματος 9.9 με την m2 του Παραδείγματος 9.10.

			Απάντηση

			crosscorr(m1(1,:),m2) 

			3, -1, -1, -5, 3, 3, -1

			crosscorr(m1(2,:),m2) =

			-1, 3, -1, -1, -5, 3, 3

			Οι παραπάνω τιμές της ετεροσυσχέτισης είναι οι αναμενόμενες, γιατί t(3) = 5, οπότε οι τιμές που πρέπει να έχουμε σύμφωνα με την Εξίσωση 9.6 είναι [-1,-5, 3]. Επομένως, αυτό το ζεύγος m-ακολουθιών είναι προτιμώμενο, αφού έχει τις ζητούμενες τιμές αυτοσυσχέτισης και ετεροσυσχέτισης, που δίνονται για n = 3 από τις Σχέσεις 9.5 και 9.6, αντίστοιχα.

			Παράδειγμα 9.12

			Χρησιμοποιήστε τη συνάρτηση mseq, για να υπολογίσετε:

			
					Την m-ακολουθία για ένα LFSR με 5 καταχωρητές με αρχικές τιμές [1,0,1,1,1] και κόμβους ανατροφοδότησης τον 2ο και τον 5ο.

					Την m-ακολουθία για ένα LFSR με 5 καταχωρητές με αρχικές τιμές [1,0,1,0,1] και κόμβους ανατροφοδότησης τον 2ο, 3ο, 4ο και 5ο.

					Στη συνέχεια, υπολογίστε τη συνάρτηση αυτοσυσχέτισης των δύο παραπάνω m-ακολουθιών.

					Υπολογίστε τη συνάρτηση ετεροσυσχέτισης των δύο παραπάνω m-ακολουθιών.

			

			Απάντηση

			1.

			m1 = mseq(5,[2,5],[1,0,1,1,1])

			Αποτέλεσμα:

			m1 =

			1 1 1 0 1 1 0 0 0 1 1 1 1 1 0 0 1 1 0 1 0 0 1 0 0 0 0 1 0 1 0

			2.

			m2 = mseq(5,[2,3,4,5],[1,0,1,0,1])

			Αποτέλεσμα:

			m2 =

			1 0 1 0 1 0 0 0 1 1 1 0 1 1 1 1 1 0 0 1 0 0 1 1 0 0 0 0 1 0 1

			3.

			Οι τιμές αυτοσυσχέτισης των m1 και m2 είναι:

			m1 = 2*m1-1;

			autocorr(m1)

			31 -1 -1 -1 -1 -1 -1 -1 -1 -1 -1 -1 -1 -1 -1 -1 -1 -1 -1 -1 -1 -1 -1 -1 -1 -1 -1 -1 -1 -1 -1

			m2 = 2*m2-1;

			autocorr(m2)

			31 -1 -1 -1 -1 -1 -1 -1 -1 -1 -1 -1 -1 -1 -1 -1 -1 -1 -1 -1 -1 -1 -1 -1 -1 -1 -1 -1 -1 -1 -1

			4.

			Και της ετεροσυσχέτισης των m1 και m2:

			crosscorr(m1,m2)=

			7 7 -1 7 -1 -1 -9 -1 -1 -1 -1 -9 -1 7 -1 -9 -9 7 -1 7 7 -1 -1 -1 -9 7  -9 7 7 -1 -1

			Σύμφωνα με τη Σχέση 9.5, δύο m-ακολουθίες, που παράγονται από δύο LFSR με 5 καταχωρητές, είναι προτιμώμενο ζεύγος όταν οι τιμές της ετεροσυσχέτισης τους είναι [-1,- t(5), t(5)-2] με t(5) = 9, δηλαδή [-1,-9,7]. Οπότε, προκύπτει ότι τα m1 και m2 αποτελούν ένα προτιμώμενο ζεύγος m-ακολουθιών.

			9.4 Παραγωγή ακολουθιών Gold

			Οι m-ακολουθίες έχουν καλά χαρακτηριστικά αυτοσυσχέτισης, όμως, ο αριθμός των m-ακολουθιών, που έχουν το ίδιο μήκος και τα ίδια χαρακτηριστικά ετεροσυσχέτισης, είναι περιορισμένος. Σε ένα σύστημα πολλαπλής πρόσβασης, όπου πολλοί χρήστες επικοινωνούν μεταξύ τους στο ίδιο φάσμα συχνοτήτων, απαιτούνται πολλές ακολουθίες με συγκεκριμένες τιμές ετεροσυσχέτισης.

			Η ακολουθία Gold αποτελεί μια τέτοια περίπτωση ψευδοτυχαίων ακολουθιών. Η ακολουθία Gold παράγεται από το αποκλειστικό OR (exclusive OR/EXOR) δύο m-ακολουθιών, οι οποίες αποτελούν ένα προτιμώμενο ζευγάρι, για το οποίο οι τιμές της συνάρτησης ετεροσυσχέτισης είναι συγκεκριμένες. Ο αριθμός των ακολουθιών Gold, που παράγονται κάθε φορά από ένα προτιμώμενο ζευγάρι δύο m-ακολουθιών με n καταχωρητές, είναι 2n + 1. Κάθε Gold-ακολουθία λαμβάνεται με την αλλαγή της αρχικής τιμής των καταχωρητών. Οι ακολουθίες Gold, που παράγονται από ένα προτιμώμενο ζευγάρι m-ακολουθιών με n καταχωρητές ολίσθησης η καθεμία, έχουν τρεις τιμές ετεροσυσχέτισης [-1,-t(n), t(n)-2], όπου το t(n) δίνεται από την Εξίσωση 9.6 (Goldsmith, 2005).

			Ο Πίνακας 9.1 δίνει τις m-ακολουθίες για αριθμό καταχωρητών n = 3, 4, …, 9 και τον αριθμό των προτιμώμε-νων ζευγαριών για κάθε n.
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			Πίνακας 9.1: m-ακολουθίες από τις οποίες μπορούν να δημιουργηθούν ακολουθίες Gold.

			Η συνάρτηση Maltab, που παράγει τις ακολουθίες Gold, δίνεται παρακάτω:

			% goldseq.m

			% The generation function of Gold sequence

			function [gout] = goldseq(m1, m2, n)

			% m1: m-sequence 1

			% m2 : m-sequence 2

			% n: Number of output sequences (optional)

			% gout: Output Gold sequence

			if nargin < 3

			n = 1;

			end

			gout = zeros(n,length(m1));

			for ii=1:n

			gout(ii,:) = xor(m1,m2);

			m2 = shift(m2,1,0);

			end

			Παράδειγμα 9.13

			Έστω ότι έχουμε το εξής προτιμώμενο ζευγάρι m-ακολουθιών (με βάση τον Πίνακα 9.1):

			m1 = mseq(3,[1,3],[1,1,1]),

			m2 = mseq(3,[2,3],[1,1,1]).

			
					Υπολογίστε τρείς Gold-ακολουθίες από τις m1 και m2.

					Υπολογίστε τη συνάρτηση αυτοσυσχέτισης των τριών Gold-ακολουθιών.

					Υπολογίστε τη συνάρτηση ετεροσυσχέτισης των τριών Gold-ακολουθιών.

			

			Απάντηση

			1. Οι τρεις ακολουθίες Gold παράγονται με την εντολή:

			g1=goldseq(m1,m2, 3)

			Αποτέλεσμα:

			g1 =

			0   0   0   0   1   1   0

			1   0   0   1   1   0   1

			0   1   0   1   0   0   0

			2. Για τον υπολογισμό της αυτοσυσχέτισης και της ετεροσυσχέτισης πρέπει να μετατρέψουμε τις ακολουθίες Gold, που αποτελούνται από 0 και 1, σε ακολουθίες που αποτελούνται από -1 και 1, χρησιμοποιώντας την εντολή:

			g1 = 2*g1-1;

			Οι τιμές της αυτοσυσχέτισης είναι:

			autocorr(g1(1,:)) = 7 3 -1 -1 -1 -1 3

			autocorr(g1(2,:)) = 7 -1 -5 3 3 -5 -1

			autocorr(g1(3,:)) = 7 -1 3 -1 -1 3 -1

			3. Και της ετεροσυσχέτισης:

			crosscorr(g1(1,:),g1(2,:))= -1 3 -1 -5 -1 3 -1

			crosscorr(g1(1,:),g1(3,:))= -1 3 3 3 3 -1 -1

			crosscorr(g1(2,:),g1(3,:))= -1 -1 -1 3 -1 -1 -1

			Οι παραπάνω ακολουθίες Gold είναι αποδεκτές, αφού σύμφωνα με τη σχέση (9.5) για n=3, t(n)=5, και οι τιμές της ετεροσυσχέτισης πρέπει να είναι [-1,-t(3), t(3)-2] = [-1,-5,3], όπως και είναι.

			Παράδειγμα 9.14

			Έστω ότι έχουμε το εξής προτιμώμενο ζευγάρι m-ακολουθιών (με βάση τον Πίνακα 9.1):

			m1 = mseq(5, [2,5], [1,0,1,1,1]),

			m2 = mseq(5, [2,3,4,5], [1,0,1,0,1]).

			
					Υπολογίστε τρείς Gold-ακολουθίες από τις m1 και m2.

					Υπολογίστε τη συνάρτηση αυτοσυσχέτισης των τριών Gold- ακολουθιών.

					Υπολογίστε τη συνάρτηση ετεροσυσχέτισης των τριών Gold- ακολουθιών.

			

			Απάντηση

			1. Οι τρεις Gold-ακολουθίες παράγονται με την εντολή:

			g1=goldseq(m1,m2,3)

			Αποτέλεσμα:

			g1 = 0 1 0 0 0 1 0 0 1 0 0 1 0 0 1 1 0 1 0 0 0 0 0 1 0 0 0 1 1 1 1

			0 0 1 1 1 0 0 0 0 0 0 0 1 0 1 1 0 0 0 1 1 0 1 1 1 0 0 1 0 0 0

			1 0 0 0 0 1 1 0 0 1 0 0 1 0 1 1 0 0 0 1 1 0 1 1 1 1 0 1 0 1 1

			2. Oι τιμές της συνάρτησης αυτοσυσχέτισης των δύο πρώτων ακολουθιών είναι:

			g1 = 2*g1-1;

			autocorr(g1(1,:))

			31 -1 -1 7 -1 -9 7 -1 -9 7 -1 -9 7 7 -1 7 7 -1 7 7 -9 -1 7 -9 -1 7 -9  -1 7 -1 -1

			autocorr(g1(2,:))

			31 7 -1 -1 -1 -1 -9 -1 7 -1 7 7 7 -1 -9 -1 -1 -9 -1 7 7 7 -1 7 -1 -9 -1 -1 -1 -1 7

			3. Και της ετεροσυσχέτισης των δύο πρώτων:

			crosscorr(g1(1,:),g1(2,:))

			-1 -1 -1 7 -1 7 -1 -1 7 7 -1 -1 7 7 -1 7 -1 -1 -1 -1 -1 -1 -1 -1 7 7 7 7 -1 -9 -1

			Οι παραπάνω ακολουθίες Gold είναι αποδεκτές, αφού σύμφωνα με τη Σχέση 9.5 για n = 5, (n )= 9, και οι τιμές της ετεροσυσχέτισης πρέπει να είναι [-1,-t(5), t(5)-2] = [-1,-9,7], όπως και είναι.

			9.4.1 Παραγωγή Ορθογώνιων Gold-ακολουθιών

			Μια βελτιωμένη έκδοση της Gold-ακολουθίας είναι η ορθογώνια ακολουθία Gold, στην οποία προστίθεται μία επιπλέον τιμή, έτσι ώστε ο αριθμός των 0 και 1 να είναι ο ίδιος. Το πλεονέκτημα που προκύπτει είναι ότι η τιμή της ετεροσυσχέτισης των ορθογώνιων Gold-ακολουθιών για μηδενική μετατόπιση είναι μηδέν. Στα άλλα σημεία της συνάρτησης ετεροσυσχέτισης τα χαρακτηριστικά μιας ορθογώνιας Gold-ακολουθίας είναι τα ίδια με αυτά της αρχικής Gold-ακολουθίας. Χρησιμοποιώντας ορθογώνιες Gold-ακολουθίες, συγχρονισμένοι χρήστες με μία διαδρομή καναλιού θα παρουσιάζουν μηδενική παρεμβολή μεταξύ τους και η επίδοση με έναν χρήστη ή με πολλούς θα είναι η ίδια, όπως θα δούμε και από το αποτέλεσμα της προσομοίωσης.

			9.5 Υπολογισμός BEP συστήματος διασποράς φάσματος με πολλαπλούς χρήστες

			Στο κεφάλαιο αυτό παρουσιάζουμε τον υπολογισμό της πιθανότητας σφάλματος ενός συγχρονισμένου συστήματος (synchronous system) πολλαπλής πρόσβασης με διαίρεση κώδικα (code division multiple access/CDMA). Σε ένα τέτοιο σύστημα διευρυμένου φάσματος απευθείας ακολουθίας (direct sequence/DS) CDMA οι χρήστες έχουν τις δικές τους ψευδοτυχαίες ακολουθίες, για να πολλαπλασιάσουν τα δεδομένα εκπομπής (Rhee, 1998). Σε κάθε χρήστη τα δεδομένα διαμορφώνονται με κάποια ψηφιακή διαμόρφωση. Στη συνέχεια, το πλάτος εκπομπής για τις συνιστώσες I&Q πολλαπλασιάζονται με μία ακολουθία κώδικα, όπως είναι η m-ακολουθία ή η Gold-ακολουθία. Τo σήμα από κάθε χρήστη αθροίζεται για εκπομπή από τον κεντρικό σταθμό την ίδια χρονική στιγμή και στο ίδιο φάσμα εκπομπής. Κάθε χρήστης μπορεί να διακρίνει τα δικά του αρχικά δεδομένα, συσχετίζοντας το λαμβανόμενο σήμα με τη δική του ακολουθία. Στην προσομοίωση, που ακολουθεί, χρησιμοποιούμε διαμόρφωση ΒPSK.

			Στο κεντρικό πρόγραμμα της προσομοίωσης αρχικά καθορίζονται οι παράμετροι που θα χρησιμοποιηθούν. Σε αυτή την προσομοίωση έχουμε τη δυνατότητα να χρησιμοποιήσουμε τρείς κατηγορίες ψευδοτυχαίων ακολουθιών: 1) την m-ακολουθία, 2) την Gold-ακολουθία ή 3) την ορθογώνια Gold-ακολουθία, με την επιλογή της τιμής της μεταβλητής seq = {1, 2, 3}, αντίστοιχα. Η συνάρτηση Matlab gold_code_3 υλοποιεί κάθε μία από τις τρεις κατηγορίες ακολουθιών για αριθμό καταχωρητών n = 3, δηλαδή για μήκος κωδικής λέξης Ν = 7 (Ν = 8 για την ορθογώνια Gold-ακολουθία).

			function code = gold_code_3(user, seq)

			n = 3; % number of shift registers

			ptap1 = [1 3]; % position of taps for 1st m-sequence, see Table 9.1

			ptap2 = [2 3]; % position of taps for 2nd m-sequence, see Table 9.1

			regi1 = [1 1 1]; % initial value of register for 1st

			regi2 = [1 1 1]; % initial value of register for 2nd

			% ******Generation of the spreading code ******

			switch seq

			case 1 % m-sequence

			code = mseq(n,ptap1,regi1,user);

			case 2 % Gold sequence

			m1 = mseq(n,ptap1,regi1);

			m2 = mseq(n,ptap1,regi2);

			code = goldseq(m1,m2,user);

			case 3 % Orthogonal Gold sequence

			m1 = mseq(n,ptap1,regi1);

			m2 = mseq(n,ptap1,regi2);

			code = [goldseq(m1,m2,user),zeros(user,1)];

			end

			code = 2 * code - 1;

			Το πρόγραμμα Matlab που ακολουθεί υπολογίζει την πιθανότητα σφάλματος bit ενός χρήστη (u = 1) σε περιβάλλον AWGN για ένα συγχρονισμένο σύστημα DS CDMA με 7 χρήστες (Nu = 7), που χρησιμοποιεί m-ακολουθίες (seq = 1) με παράμετρο διεύρυνσης φάσματος 7 ( N=7).

			clear

			*************  Initial Parameters *****************

			Nu = 7; % number of users

			u = 1; % desired user

			seq = 1; % 1:m-sequence

			% 2:Gold

			% 3:Orthogonal Gold

			N=7;    % spreading factor

			*****************************************************

			ebn0 = 0:2:14; % ebn0 in dB

			nloop = 3000; % simulation number of times

			for kk=1:length(ebn0)

			for ii=1:nloop

			c=gold_code_3(Nu, seq);

			Q=100; % # of data per user

			bits = (rand(Nu, Q) > 0.5);

			x = 2*bits-1; % Binary modulation

			if Nu == 1

			spreaded = c(1,:)’*x(1,:)/N; Spreading data of desired user

			else

			for user = 1: Nu

			spread(user,:,:) =c(user,:)’*x(user,:)/N;

			% Spreading each user data

			end

			spreaded=sum(spread);     % sum of signals for all users

			end

			tx = reshape(spreaded,1,Q*N);  %TX signal

			noise = 10^(-ebn0(kk)/10);

			rx = tx + randn(1,Q*N)*noise;

			z=reshape(rx,N,Q);

			despread = c(u,:)*z; % multiply received signal with desired code

			bits_hat = despread > 0;

			error(ii) = sum(abs(bits(u,:)-bits_hat(1,:)));

			end

			ber(kk)=sum(error)/(Q*nloop);

			end

			semilogy(ebn0, ber, ‘ko-’)

			axis([0 14 10^-5 1])

			xlabel(‘E_b/N_0 (dB)’)

			ylabel(‘Probability of error’)

			title(‘BEP of CDMA using m-sequences with spreading factor 7’)

			Θα εκτελέσουμε το προηγούμενο πρόγραμμα για τρία διαφορετικά σενάρια επικοινωνίας: 1) με ένα μόνο χρήστη να εκπέμπει (δηλαδή μόνο ο επιθυμητός χρήστης εκπέμπει) 2) 4 χρήστες εκπέμπουν ταυτόχρονα και 3) και οι 7 χρήστες (Nu = N) στέλνουν δεδομένα. Σε κάθε περίπτωση υπολογίζουμε την πιθανότητα σφάλματος bit για τον επιθυμητό χρήστη, ο οποίος τυχαία επιλέγεται να αντιστοιχεί σε u = 1. Οι αρχικές παράμετροι της προηγούμενης προσομοίωσης για κάθε ένα σενάριο δίνονται ως εξής:

			1) Για 1 χρήστη με Ν=7, θέτουμε:

			Nu = 1; % number of users

			u = 1; % desired user

			seq = 1; % 1:m-sequence

			% 2:Gold

			% 3:Orthogonal Gold

			N=7; % spreading factor

			2) για 4 χρήστες με Ν=7, θέτουμε:

			Nu = 4; % number of users

			u = 1; % desired user

			seq = 1; % 1:m-sequence

			% 2:Gold

			% 3:Orthogonal Gold

			N=7; % spreading factor

			3) για 7 χρήστες με Ν=7 o καθένας, θέτουμε:

			Nu = 7; % number of users

			u = 1; % desired user

			seq = 1; % 1:m-sequence

			% 2:Gold

			% 3:Orthogonal Gold

			N=7; % spreading factor

			Λαμβάνουμε τα αποτελέσματα (χρησιμοποιώντας hold on κάθε φορά που εκτελούμε το πρόγραμμα προσομοίωσης):
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			9.9: Επίδοση BEP για DS CDMA με χρήση m-ακολουθιών σε περιβάλλον AWGN.

			Το Σχήμα 9.9 δείχνει ότι όσο ο αριθμός των χρηστών που στέλνουν δεδομένα ταυτόχρονα αυξάνει, τόσο χειροτερεύει η επίδοση της πιθανότητας σφάλματος για τον επιθυμητό χρήστη. Αυτό συμβαίνει διότι χρησιμοποιώντας m-ακολουθίες για τους χρήστες, η τιμή της συνάρτησης ετεροσυσχέτισης για μηδενική μετατόπιση μεταξύ των m-ακολουθιών δεν είναι 0, το οποίο δημιουργεί παρεμβολή μεταξύ των χρηστών, ακόμα και για ένα συγχρονισμένο σύστημα μετάδοσης. Επομένως, όσο ο αριθμός των χρηστών αυξάνεται, θα αυξάνεται και η πιθανότητα σφάλματος για κάθε χρήστη.

			Παρόμοια αύξηση του BEP παρουσία πολλών χρηστών παρατηρείται και στην περίπτωση ακολουθιών Gold. Σε αντίθεση, χρησιμοποιώντας ορθογώνιες Gold-ακολουθίες, η τιμή της ετεροσυσχέτισης μεταξύ των χρηστών είναι 0, όταν οι ακολουθίες είναι συγχρονισμένες (για μηδενική μετατόπιση μεταξύ των ακολουθιών κάθε χρήστη). Αυτό σημαίνει ότι το BEP σε αυτή την περίπτωση δεν επηρεάζεται από τον αριθμό των χρηστών, που στέλνουν ταυτόχρονα τα δικά τους δεδομένα. Αυτό επιβεβαιώνεται με προσομοίωση στο Σχήμα 9.4 που ακολουθεί, το οποίο προκύπτει αν εκτελέσουμε δύο φορές το αρχικό πρόγραμμα Matlab, αλλά κάθε φορά με τις εξής αρχικές παραμέτρους:

			1) Για 7 χρήστες με Ν = 7 για Gold-ακολουθίες, θέτουμε:

			Nu = 7; % number of users

			u = 1; % desired user

			seq = 2; % 1:m-sequence

			% 2:Gold

			% 3:Orthogonal Gold

			N=7; 	% spreading factor

			2) Για 7 χρήστες με Ν=8 για ορθογώνιες Gold-ακολουθίες, θέτουμε:

			Nu = 7; % number of users

			u = 1; % desired user

			seq = 3; % 1:m-sequence

			% 2:Gold

			% 3:Orthogonal Gold

			N=8; % spreading factor for orthogonal-Gold

			Λαμβάνουμε τα παρακάτω αποτελέσματα:
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			Σχήμα 9.10: Επίδοση BEP για DS CDMA με χρήση Gold-ακολουθιών σε περιβάλλον AWGN.

			Κριτήρια αξιολόγησης

			Κριτήριο

			Χρησιμοποιήστε τη συνάρτηση mseq για να υπολογίσετε:

			
					Την m-ακολουθία για ένα LFSR με 5 καταχωρητές με αρχικές τιμές [1,0,1,1,0] και κόμβους ανατροφοδότησης τον 3ο και τον 5ο.

					Την m-ακολουθία για ένα LFSR με 5 καταχωρητές με αρχικές τιμές [1,0,0,1,1] και κόμβους ανατροφοδότησης τον 1ο και 4ο.

					Στη συνέχεια, υπολογίστε τη συνάρτηση αυτοσυσχέτισης των δύο m-ακολουθιών.

					Υπολογίστε τη συνάρτηση ετεροσυσχέτισης των δύο m-ακολουθιών.

			

			Λύση

			1.

			m1=mseq(5,[3,5],[1,0,1,1,0])

			Αποτέλεσμα:

			m1 = 0 1 1 0 1 1 1 0 1 0 1 0 0 0 0 1 0 0 1 0 1 1 0 0 1 1 1 1 1 0 0

			2.

			m2=mseq(5,[1,4],[1,0,0,1,1])

			Αποτέλεσμα:

			m2 = 1 1 0 0 1 0 0 0 1 1 1 1 0 1 0 1 1 0 0 1 0 0 0 1 1 1 1 0 1 0 1

			3.

			Οι τιμές της συνάρτησης αυτοσυσχέτισης των m1 και m2 είναι:

			m1=2*m1-1;

			autocorr(m1)

			31 -1 -1 -1 -1 -1 -1 -1 -1 -1 -1 -1 -1 -1 -1 -1 -1 -1 -1 -1 -1 -1 -1 -1 -1 -1 -1 -1 -1 -1 -1

			m2=2*m2-1;

			autocorr(m2)

			31 -1 -1 -5 -1 -1 -5 3 -5 3 -5 -1 -1 -5 -1 15 15 -1 -5 -1 -1 -5 3 -5 3  -5 -1 -1 -5 -1 -1

			4.

			Και της ετεροσυσχέτισης των m1 και m2:

			crosscorr(m1,m2)

			1 1 9 -11 -3 5 -7 1 -3 9 1 9 -3 1 -3 -7 5 5 -3 -11 1 -3 -3 1 5 1 9 5 5 -7 -7

			Από τις τιμές της συνάρτησης ετεροσυσχέτισης φαίνεται ότι αυτό το ζεύγος δεν είναι προτιμώμενο, γιατί οι τιμές ετεροσυσχέτισης δεν περιορίζονται στις τιμές [-1,-9,7].
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