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        Εισαγωγή

      
    

  


  1.1 ΣΚΟΠΟΣ


  Το παρόν Κεφάλαιο 1 παρουσιάζει περιληπτικά τη φύση και το σκοπό των έργων και υπηρεσιών όπου ο μηχανικός έχει αυξημένο και υπεύθυνο ρόλο. Ιδιαίτερα καταγράφονται οι τύποι των δραστηριοτήτων και εγκαταστάσεων που συνιστούν τα συστήματα υποδομής της κοινωνίας. Τα τεχνικά έργα σχεδιάζονται, χρηματοδοτούνται, πραγματοποιούνται, συντηρούνται και λειτουργούν στα πλαίσια ενός γενικότερου συστήματος υποδομών και μπορεί να εμπίπτουν στη δραστηριότητα του ιδιωτικού ή του δημόσιου τομέα. Η σημασία τέτοιων έργων για το σύγχρονο πολιτισμό είναι τεράστια και πολλές μελέτες υποδεικνύουν ότι υπάρχει θετική συσχέτιση ανάμεσα στο μέγεθος των έργων υποδομής και την ισχύ της εθνικής οικονομίας. Το εισαγωγικό αυτό κεφάλαιο περιλαμβάνει επίσης μερικές γενικές αρχές και βασικούς ορισμούς που εφαρμόζονται στο σχεδιασμό τεχνικών έργων, καθώς και μια σύντομη παρουσίαση της μεθόδου της συστημικής ανάλυσης. Το κεφάλαιο ολοκληρώνεται με παραδείγματα δημιουργίας υποδειγμάτων για συστήματα ή υπο-συστήματα έργων μηχανικού, για τα οποία θα χρησιμοποιηθούν οι μεθοδολογίες που αναπτύσσονται στα επόμενα κεφάλαια του βιβλίου.


  1.2 ΤΥΠΟΙ ΕΡΓΩΝ ΥΠΟΔΟΜΗΣ


  Τα έργα υποδομής έχουν σαν βασικό σκοπό την εξυπηρέτηση, την ανάπτυξη και τη βελτίωση της κοινωνίας. Εμπεριέχουν την σύλληψη, σχεδιασμό, τεχνική μελέτη, κατασκευή και λειτουργία εγκαταστάσεων που είναι ουσιώδεις για την σύγχρονη ζωή, από συστήματα μεταφορών έως υπεράκτιες εξέδρες εξόρυξης πετρελαίου. Ο όρος «δημόσια έργα» αναφέρεται συνήθως σε μεγάλα τεχνικά έργα και παραπέμπει σε σκοπούς και λειτουργίες όπως οι παρακάτω:


  
    	Εθνικοί οδοί, δρόμοι, γέφυρες, σήραγγες


    	Μέσα μαζικής μεταφοράς, χώροι στάθμευσης, και άλλα έργα επίγειας μεταφοράς


    	Αεροδρόμια και άλλες αεροπορικές εγκαταστάσεις


    	Συστήματα ύδρευσης, επεξεργασίας και διανομής νερού


    	Συστήματα συλλογής, επεξεργασίας, και διάθεσης υγρών λυμάτων


    	Συστήματα συλλογής, επεξεργασίας, και διάθεσης στερεών αποβλήτων


    	Ανάπτυξη υδατικών πόρων για άρδευση, πλημμυρική προστασία, αναψυχή, και ναυσιπλοΐα


    	Λιμενικές, παράκτιες και υπεράκτιες εγκαταστάσεις


    	Παραγωγή και διάθεση υδροηλεκτρικής ενέργειας


    	Κτίρια κατοικίας και κτίρια γραφείων και καταστημάτων


    	Κτίρια ειδικών χρήσεων (δικαστήρια, σχολεία, βιβλιοθήκες, νοσοκομεία, αστυνομικά τμήματα, πυροσβεστικοί σταθμοί, φυλακές)


    	Μουσεία, στάδια, και άλλα έργα πολιτισμού και αναψυχής

  


  Τα παραπάνω έργα αποτελούν το σημαντικότερο μέρος της υλικής υποδομής μιας χώρας. Απαιτούν σημαντικές επενδύσεις κεφαλαίου, παρέχουν "δημόσιες υπηρεσίες" ή λύνουν προβλήματα που θεωρούνται ότι εμπίμπτουν στο χώρο ευθύνης του δημόσιου τομέα. Η αναγκαιότητα και η σκοπιμότητα των περισσότερων από τα έργα αυτά αξιολογείται συνήθως με γενικές μεθόδους προσδιορισμού των οικονομικών χαρακτηριστικών τους (κόστη και οφέλη).


  Τις τελευταίες τέσσερις δεκαετίες το ισχυροποιημένο "περιβαλλοντικό κίνημα" έχει ενθαρρύνει πολιτικές σχεδιασμού και διαχείρισης των πόρων για την προστασία και εμπλουτισμό του φυσικού περιβάλλοντος, προωθώντας νέους τύπους τεχνικών έργων:


  
    	Έργα συντήρησης αρχαιολογικών, ιστορικών, βιολογικών, και γεωλογικών αξιοθέατων


    	Έργα προστασίας οικολογικών συστημάτων


    	Έργα βελτίωσης της ποιότητας των νερών, του εδάφους και του αέρα


    	Έργα ενίσχυσης της τοπικής και περιφερειακής οικονομικής ανάπτυξης και απασχόλησης (ιχθυοκαλλιέργειες, δασοκαλλιέργειες)


    	Έργα βελτίωσης της υγείας και ασφάλειας του πληθυσμού


    	Συστήματα ενίσχυσης της ετοιμότητας αντιμετώπισης εκτάκτων καταστάσεων


    	Άλλα έργα βελτίωσης της "ποιότητας της ζωής"

  


  Η κείμενη νομοθεσία επιβάλλει για όλα τα σημαντικά τεχνικά έργα την εκπόνηση αναλύσεων και μελετών περιβαλλοντικών επιπτώσεων, οι οποίες μπορεί επίσης να περιλαμβάνουν μελέτες αισθητικών και κοινωνικών επιπτώσεων.


  1.3 ΑΡΧΕΣ ΣΧΕΔΙΑΣΜΟΥ ΤΩΝ ΕΡΓΩΝ ΥΠΟΔΟΜΗΣ


  Το σύνολο των υποδομών μιας χώρας αντανακλά την κοινωνική και ιστορική εξέλιξη και χαρακτηρίζει το επίπεδο της συλλογικής προσπάθειας. Οι μορφές και λειτουργίες των υποδομών συμβάλλουν στο να κατανοούνται οι ομοιότητες και διαφορές ανάμεσα σε περιοχές, ομάδες ανθρώπων, και πολιτισμούς. Η υλική υποδομή συνίσταται από διάφορες κατασκευές, κτίρια, αγωγούς, δρόμους, τροχιόδρομους, γέφυρες, σήραγγες, και δίκτυα. Εξ ίσου σημαντικό και ευμετάβλητο είναι το "λογισμικό" για την υλική υποδομή, όλοι οι επίσημοι και ανεπίσημοι κανόνες για την λειτουργία αυτών των συστημάτων.


  Πόσο ζωτικά είναι τα έργα υποδομής; Χρειάζεται μόνο να σκεφτούμε πως θα ήταν η ζωή, αν ο κάθε πολίτης ήταν χωριστά υπεύθυνος για τη διάθεση των αποβλήτων, την άντληση και τον καθαρισμό του νερού, και την εξεύρεση τρόπων μετακίνησης. Το εύρος, ασφάλεια, βάθος, και ποικιλία των κοινωνικών επαφών που βιώνουμε σήμερα εξαρτώνται σε μεγάλο βαθμό από την ποιότητα της υποδομών.


  Η εθνική κυβέρνηση έχει και θα συνεχίσει να έχει ένα πρωτεύοντα ρόλο στο σχεδιασμό και τη χρηματοδότηση δημόσιων έργων. Αυτό περιλαμβάνει την κατανομή κονδυλίων για επενδύσεις, και τους κανονισμούς και επίβλεψη του σχεδιασμού. Σε μεταβαλλόμενο βαθμό, ανάλογα με τη χώρα και την τοποθεσία κάθε συγκεκριμένου έργου, η κατανομή κονδυλίων ενδεχομένως εξαρτάται από μακροοικονομικές μελέτες, και μπορεί επίσης να εξαρτάται από πολιτικούς και θεσμικούς παράγοντες. Συνήθως πολλοί φορείς σε όλα τα επίπεδα της κυβέρνησης σχεδιάζουν, μελετούν και λειτουργούν δημόσια έργα, αξιοποιώντας τους δικούς τους υπαλλήλους και/ή συμβαλλόμενοι με ιδιωτικές εταιρείες.


  Οι επαγγελματίες που εμπλέκονται στο χώρο των έργων υποδομής αναγνωρίζουν την διεπιστημονική φύση του σχεδιασμού τους. Εκτός από την λειτουργική αποτελεσματικότητα του συγκεκριμένου έργου, και τις επιδράσεις του στην δημόσια υγεία και ασφάλεια όσων επηρεάζονται από αυτό, οι υπεύθυνοι σχεδιασμού καλούνται να θεωρήσουν τις επωφελείς και ανεπιθύμητες περιβαλλοντικές, κοινωνικές, και οικονομικές επιπτώσεις του συγκεκριμένου έργου. Πρέπει επίσης να συνυπολογίσουν άλλους παράγοντες, π.χ. πολιτικής, θεσμικής, αισθητικής, νομικής και οικονομικής φύσης, που καθορίζουν κατά πόσον ένα συγκεκριμένο έργο είναι αποδεκτό και μπορεί να υλοποιηθεί με επιτυχία. Οι φορείς σχεδιασμού σήμερα δεν αρκεί να στελεχώνονται μόνο με υπαλλήλους εξειδικευμένους σε επιστημονικά πεδία όπως η μηχανική, τα οικονομικά, η βιολογία, η νομική, και οι κοινωνικές και πολιτικές επιστήμες. Υπεύθυνοι σχεδιασμού είναι συνήθως άτομα με τεχνική εξειδίκευση, που όμως έχουν επιπρόσθετα βασική κατανόηση των άλλων επιστημών και την ικανότητα να συνεργάζονται με άλλους επαγγελματίες.


  Όσοι επηρεάζονται από τις επωφελείς και ανεπιθύμητες επιπτώσεις των συγκεκριμένων έργων πρέπει να συμμετέχουν στο σχεδιασμό. Ο αποτελεσματικός σχεδιασμός έργων υποδομής απαιτεί όχι μόνο κατάλληλη σχέση και συνεργασία ανάμεσα στους υπεύθυνους σχεδιασμού στο εθνικό, περιφερειακό και τοπικό επίπεδο, και ανάμεσα στους υπεύθυνους στο επίπεδο τομέα και συγκεκριμένου έργου, αλλά επίσης και ενεργό συμμετοχή των επωφελούμενων από το συγκεκριμένο έργο και άλλων ενδιαφερόμενων για το σχεδιασμό στα διάφορα στάδια της εξέλιξης του. Τα ενδιαφερόμενα μέρη μπορεί να περιλαμβάνουν κοινωνικές ομάδες πίεσης με ειδικά συμφέροντα, αλλά και άτομα που δεν επηρεάζονται άμεσα από το αποτέλεσμα του σχεδιασμού.


  Το φυσικό, περιβαλλοντικό, κοινωνικό και πολιτικό πλαίσιο μέσα στο οποίο λαμβάνει χώρα ο σχεδιασμός διαφέρει επίσης από τόπο σε τόπο. Έτσι ο υπεύθυνος σχεδιασμού, όταν προσπαθεί να υιοθετήσει μια γενική προσέγγιση και λεπτομερείς μεθοδολογίες, πρέπει να αναγνωρίσει ότι κάθε συγκεκριμένο έργο παρουσιάζει ποικιλία ιδιομορφιών και περιορισμών. Τεχνικές σχεδιασμού που έχουν εφαρμοστεί προηγουμένως με επιτυχία για συγκεκριμένα έργα διαφόρων τύπων μπορούν να αποτελέσουν οδηγό για το σχεδιασμό παρόμοιων έργων στο μέλλον. Όμως, για τα περισσότερα έργα είναι πιθανό ότι ο υπεύθυνος θα θελήσει να κάνει τροποποιήσεις ανάλογα με τις νέες συνθήκες κάτω από τις οποίες είναι υποχρεωμένος να εργαστεί.


  1.4 ΜΕΡΙΚΟΙ ΒΑΣΙΚΟΙ ΟΡΙΣΜΟΙ ΣΤΟ ΣΧΕΔΙΑΣΜΟ ΕΡΓΩΝ ΥΠΟΔΟΜΗΣ


  Το συγκεκριμένο έργο (project) είτε μόνο ή σαν συνιστώσα ενός συνολικού σχεδίου ή ενός προγράμματος είναι και θα συνεχίζει να είναι το κύριο όχημα για σχεδιασμό και υλοποίηση των έργων υποδομής.


  Ο σχεδιασμός περιλαμβάνει την αναγνώριση, μορφοποίηση, και ανάλυση του συγκεκριμένου έργου. Δραστηριότητες σχεδιασμού επίσης περιλαμβάνονται και σε επόμενες φάσεις του έργου όπως υλοποίηση, μελέτη, κατασκευή, και λειτουργία. Οι μηχανικοί συνήθως διακρίνουν τον σχεδιασμό (planning) και τον υπολογισμό ή τεχνικό σχεδιασμό (design), χρησιμοποιώντας τον δεύτερο όρο για την εκπόνηση λεπτομερειακών μελετών μηχανικού, σχεδίων και προδιαγραφών για κατασκευές, εξοπλισμούς και άλλες συνιστώσες του συγκεκριμένου έργου.


  Ενώ οι όροι σκοπός (purpose), επιδίωξη (goal), και στόχος (objective) έχουν παρόμοια σημασία στη καθημερινή γλώσσα, στο σχεδιασμό έργων υποδομής έχουν διαφορετική σημασία. Παραδοσιακά ο όρος “σκοπός” αναφέρεται σε μια κατηγορία αναγκών και προβλημάτων σε ένα οικονομικό τομέα όπως υδατικοί πόροι ή μεταφορές, ενώ ο όρος “επιδίωξη” ή “στόχος” υπονοεί μια ευρύτερη αξία όπως περιβαλλοντική ποιότητα ή κοινωνική ισότητα. Οι όροι “επιδίωξη” ή “στόχος” επίσης χρησιμοποιούνται σε διάφορες επιστήμες για να εκφράσουν μετρήσιμες ποσότητες για το επιθυμητό αποτέλεσμα ενός συγκεκριμένου έργου, όπως κόστος (ελαχιστοποίηση), καθαρό όφελος (μεγιστοποίηση), ιδιότητα (π.χ. υψόμετρο πλημμύρας, αριθμός βακτηριδίων, μονάδες δημόσιων κατοικιών, κλπ). Οι πολιτικές σχετίζονται με επιδιώξεις ή στόχους και υπόκεινται σε διάφορους νομικούς, θεσμικούς και άλλους περιορισμούς που περιστέλλουν την ανάπτυξη και διαχείριση μέσα σε καθορισμένα όρια.


  Έχοντας αφετηρία δύο εκδοχές σχεδιασμού, που καθεμιά είναι βέλτιστη όσον αφορά διαφορετικούς στόχους, είναι δυνατό να εξετάζονται σταθμίσεις (tradeoffs) οι οποίες αυξάνουν την απόδοση για τον ένα στόχο μειώνοντας την απόδοση για τον άλλο. Συχνά μια τέτοια διαδικασία οδηγεί στη πιο ικανοποιητική συμβιβαστική λύση, με την έννοια ότι μπορεί να συμπεριλαμβάνονται μέτρα που βελτιώνουν την ποιότητα του περιβάλλοντος, αλλά προκαλούν μείωση στο καθαρό οικονομικό όφελος.


  Στο σχεδιασμό, χρειάζεται να δοθεί επαρκής προσοχή στις εξωτερικότητες (θετικές και αρνητικές) οικονομικής, κοινωνικής, και περιβαλλοντικής φύσης, οι οποίες είναι επιδράσεις αποδιδόμενες σε μια λύση, αλλά δεν εμπίπτουν στο κύριο αντικείμενο του συγκεκριμένου έργου.


  1.5 Η ΜΕΘΟΔΟΣ ΤΗΣ ΣΥΣΤΗΜΙΚΗΣ ΑΝΑΛΥΣΗΣ


  Παρ΄ όλο που έργα υποδομής έχουν κατασκευαστεί συνεχώς επί χιλιετίες, ο σύγχρονος σχεδιασμός τέτοιων έργων έχει εξελιχθεί μόνο τα τελευταία 70 χρόνια. Από τεχνολογική και οικονομική άποψη, ο σχεδιασμός έργων υποδομής μέσα σε ένα πολύπλευρο, πολυσκοπικό, πολυστοχικό περιφερειακό πλαίσιο είναι η λογική εξέλιξη παλαιών μεθόδων, όπως αυτή προσδιορίστηκε από την ανάπτυξη σύγχρονων τεχνικών όπως ανάλυση συστημάτων, επιχειρησιακή έρευνα, και προγραμματισμός υπολογιστών. Μείζονες αλλαγές, επιπλέον αυτών των τεχνολογικών εξελίξεων, έχουν επέλθει με την εισαγωγή συμπληρωματικών ζητημάτων (ιδιαίτερα περιβαλλοντικών και κοινωνικών παραγόντων) που συνήθως δεν είναι ποσοτικοποιήσιμα με την παραδοσιακή έννοια (όπως είναι δυνατόν να ποσοτικοποιούνται οι δομικοί, λογιστικοί, λειτουργικοί, και άλλοι τεχνολογικοί παράγοντες). Δηλαδή, στον κεντρικό ρόλο των μηχανικών στο σχεδιασμό των έργων, προστέθηκε η συμβολή οικονομολόγων, ιδιαίτερα μετά την απαίτηση για ανάλυση οφέλους-κόστους, και πιο πρόσφατα η συμμετοχή οικολόγων, κοινωνιολόγων, και άλλων περιβαλλοντικών και κοινωνικών επιστημόνων μετά την απαίτηση για προετοιμασία μιας ειδικής μελέτης ("Μελέτη Περιβαλλοντικών Επιπτώσεων") για κάθε δράση που έχει "σημαντικές" παράπλευρες επιπτώσεις.


  Η μέθοδος της συστημικής ανάλυσης, η οποία παρουσιάζεται σχηματικά στο Σχήμα 1.1, είναι μια σύγχρονη μέθοδος σχεδιασμού που είναι σε θέση να παράγει υπηρεσίες και έργα αποτελεσματικά όσο αφορά το κόστος, αποδοτικά για το σκοπό που προορίζονται, και υλοποιήσιμα μέσω των υφιστάμενων πόρων. Η ανάλυση συστημάτων, σαν πρωτογενής έννοια, μπορεί να αναφέρεται σε οποιαδήποτε συστηματική και επιστημονική προσέγγιση για επίλυση προβλημάτων. Περιλαμβάνει παραδοσιακές μεθόδους καθώς και τις πιο πρόσφατα αναπτυγμένες μαθηματικές μεθόδους του επιστημονικό πεδίου της επιχειρησιακής έρευνας.


  Μια συστημική προσέγγιση τυπικά περιλαμβάνει τα εξής βήματα:


  Βήμα 1 - Εξειδίκευση των στόχων: Βασικός σκοπός κάθε έργου ή προγράμματος είναι η προστασία της υγείας και ευημερίας του ανθρώπου και του περιβάλλοντος γενικότερα. Άλλοι σκοποί μπορεί να προκύπτουν από ερωτήσεις όπως: Πρόκειται για έργο τοπικής ή εθνικής σημασίας; Εξυπηρετεί τα συμφέροντα συγκεκριμένης κοινωνικής ομάδας (π.χ. αγρότες) ή το σύνολο του πληθυσμού; Προάγεται το επενδυτικό κέρδος ή ασκείται κοινωνική πολιτική (επιδοτήσεις, ανακατανομή εισοδήματος, φορολογικές ελαφρύνσεις); Στα πλαίσια των τεχνικών έργων οι σκοποί (π.χ. η διατήρηση αποδεκτής ποιότητας νερού για τις επιθυμητές χρήσεις) μεταφράζονται πρακτικά σε στόχους τήρησης συγκεκριμένων προδιαγραφών ή ορίων (π.χ. συγκέντρωση διαλυμένου οξυγόνου πάνω από 6 mg/l) που περιέχονται σε κανονισμούς και κωδικοποιούν αφ’ ενός τη υπάρχουσα γνώση για τις ιδιότητες των υλικών, τη κατανόηση των φυσικών φαινομένων κλπ και αφ’ ετέρου τις επικρατούσες κοινωνικές αντιλήψεις και το επίπεδο οικονομικής ανάπτυξης.


  Βήμα 2 - Καθορισμός των κριτηρίων αποτελεσματικότητας: Τα κριτήρια με τα οποία κρίνεται η αποδοτικότητα μιας στρατηγικής είναι ανάγκη να είναι σε συμφωνία με τους στόχους, όπως ορίστηκαν παραπάνω, ώστε ο μελετητής να μπορεί να γνωρίζει πότε οι στόχοι έχουν επιτευχθεί ή πόσο αποτελεσματικό είναι ένα συγκεκριμένο έργο σε σχέση με την εκπλήρωση των στόχων. Με βάση τα παραπάνω, τα κριτήρια αποτελεσματικότητας συνήθως συγκρίνουν τις αποκρίσεις του συστήματος σε διάφορες φορτίσεις με τους στόχους που καθορίστηκαν στο Βήμα 1. Το τελευταίο εξηγεί την ιδιαίτερη σημασία των υποδειγμάτων υπολογισμού της συμπεριφοράς του συστήματος όταν χρησιμοποιούνται διαφορετικοί συνδυασμοί εξωτερικών φορτίσεων.
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  Σχήμα 1.1. Η μέθοδος της συστημικής ανάλυσης


  Βήμα 3 - Κατάλληλα υποδείγματα υπολογισμού της συμπεριφοράς: Η κατασκευή και χρήση υποδειγμάτων επιτρέπει να εκτιμάται η φύση και η συμπεριφορά της σχεδιαζόμενης λύσης και να ελέγχεται η αποτελεσματικότητα εναλλακτικών καταστάσεων φόρτισης. Φυσικά, το τελικό αποτέλεσμα εφαρμογής τέτοιων υποδειγμάτων πρέπει να είναι συμβατό, τόσο με τους στόχους που έχουν τεθεί, όσο και με τα κριτήρια αποτελεσματικότητας που έχουν επιλεγεί. Με αυτόν τον τρόπο ο μελετητής μπορεί να αποφασίσει κάτω από ποιες συνθήκες εκπληρούνται οι στόχοι και να μετρήσει την αποτελεσματικότητα οποιασδήποτε λύσης.


  Βήμα 4 - Θεώρηση πολλών εναλλακτικών λύσεων: Κατά την επιλογή των τιμών μεταβλητών σχεδιασμού και τη διαμόρφωση των εναλλακτικών λύσεων πρέπει να λαμβάνονται υπόψη οι υπάρχοντες περιορισμοί ώστε τα αποτελέσματα να είναι πρακτικά, αποδεκτά και εφαρμόσιμα. Τέτοιοι περιορισμοί είναι δυνατό να προέρχονται από τη δυσκολία πρακτικής εφαρμογής ορισμένων μέτρων, από τις υπερβολικά αρνητικές επιπτώσεις σε παραγωγικές δραστηριότητες, από την αναμενόμενη αντιδημοτικότητα ορισμένων μέτρων, από περιορισμένη διαθεσιμότητα ορισμένων αγαθών κλπ.


  Για παράδειγμα η δυνατότητα εξυπηρέτησης ενός συστήματος ύδρευσης μπορεί να αυξηθεί:


  Α. με μείωση της ζήτησης με περιορισμό της χρήσης νερού


  Β. με εκμετάλλευση των υπόγειων νερών


  Γ. με εισαγωγή νερού από άλλες υδρολογικές λεκάνες


  Δ. με κατασκευή νέων ταμιευτήρων στην ίδια υδρολογική λεκάνη


  Για κάθε εναλλακτική λύση ανακύπτουν νέα ερωτήματα που πρέπει να απαντηθούν, π.χ. στην επιλογή Δ πόσοι ταμιευτήρες, που, πόσο μεγάλοι, πως θα χρηματοδοτηθεί η κατασκευή τους;


  Βήμα 5 - Σύγκριση εναλλακτικών λύσεων και ανάλυση ευαισθησίας: Η εργασία αυτή περιλαμβάνει τη συστηματική αξιολόγηση όλων των διαθέσιμων λύσεων με εκτίμηση της σχετικής τους αποτελεσματικότητας όσον αφορά τους στόχους, το κόστος και την εφαρμοσιμότητα. Με αυτόν τον τρόπο εξετάζεται η ευαισθησία του συστήματος (π.χ. της ποιότητας αέρα στο κέντρο μιας πόλης) σε σχέση με διάφορα εναλλακτικά μέτρα (π.χ. με την απαγόρευση της κυκλοφορίας των ΙΧ), ή ακόμα και σε σχέση με το βαθμό αυστηρότητας ορισμένων μέτρων (π.χ. με τον βαθμό καθαρότητας των καυσίμων).


  Το τελικό προϊόν αυτής της διαδικασίας μπορεί να συνοψίζεται σε ένα πίνακα που καταχωρεί την αποτελεσματικότητα των εναλλακτικών λύσεων σε σχέση με την εκπλήρωση των στόχων που έχουν τεθεί και κατατάσσει τα μέτρα αυτά ιεραρχικά. Η εργασία αυτή διευκολύνεται με τα επιλεγμένα υποδείγματα για το σύστημα και τεχνικές προσομοίωσης σε υπολογιστή. Ενδέχεται να βασίζεται σε μια σωρευτική και απλοποιημένη περιγραφή του κοινωνικού, οικονομικού και φυσικού συστήματος (lumped model) η οποία παρέχει την δυνατότητα προσδιορισμού της «καλύτερης» λύσης με βελτιστοποίηση.


  Βήμα 6 - Διαμόρφωση βέλτιστων στρατηγικών: Η «βέλτιστη» λύση που προέκυψε από το προηγούμενο βήμα επιβεβαιώνεται ως «εφικτή» με χρήση λεπτομερέστερων υποδειγμάτων (distributed model). Οι επιπτώσεις της λύσης κατανοούνται και εκτιμώνται με προσομοίωση. Επιλέγεται ένα σύνολο από εφαρμόσιμα μέτρα, με τα οποία πληρούνται όλοι οι στόχοι που έχουν τεθεί με το ελάχιστο δυνατόν κόστος. Η διαμόρφωση πραγματικά βέλτιστων στρατηγικών απαιτεί, μεταξύ άλλων, λεπτομερείς τεχνικές αναλύσεις, καθώς επίσης και οικονομική θεώρηση κάθε εναλλακτικής λύσης. Αν δεν υπάρχουν τέτοια αναλυτικά τεχνικοοικονομικά στοιχεία, συνήθως επιχειρείται να διαμορφωθούν λογικές και πραγματικά αποτελεσματικές στρατηγικές με κοινή λογική, εμπειρία, και ακολουθώντας απλούς κανόνες.


  Στην περίπτωση που δεν είναι διαθέσιμα κατάλληλα υποδείγματα, η λήψη αποφάσεων θα μπορούσε να βασιστεί μόνο σε μετρήσεις των μεταβλητών κατάστασης του συστήματος. Εάν π.χ. οι συγκεντρώσεις ρύπων στα νερά ενός ποταμού υπερβαίνουν τα επιτρεπτά όρια, τότε διαμορφώνονται και υλοποιούνται στρατηγικές ελέγχου που αποτελούνται από απλά και εφαρμόσιμα μέτρα, η αποδοτικότητα και επάρκεια των οποίων κρίνεται από τις βελτιώσεις που επιφέρουν, όπως προκύπτουν από τις συνεχιζόμενες μετρήσεις της ποιότητας των νερών. Για να γίνουν τα παραπάνω είναι απαραίτητη η καλή εμπειρική κατανόηση της υπάρχουσας κατάστασης, η οποία μπορεί να χρησιμοποιηθεί από το προσωπικό για διαμόρφωση ενός πλαισίου κανόνων (έμπειρο σύστημα). Στην παραπάνω εμπειρική ή στοιχειώδη προσέγγιση, η διαμόρφωση στρατηγικών βασίζεται περισσότερο στη διαίσθηση και εμπειρία του προσωπικού των υπηρεσιών σχεδιασμού, παρά σε αυστηρή διαδικασία ανάλυσης. Επιπλέον, η κάθε στρατηγική πρώτα εφαρμόζεται και μετά διαπιστώνεται η αποτελεσματικότητά της. Η έλλειψη δυνατότητας ελέγχου της αποτελεσματικότητας κάθε λύσης εκ των προτέρων και η ως εκ τούτου ανάγκη πειραματισμού με εφαρμογή μέτρων μπορεί να αποδειχτεί εξαιρετικά δαπανηρή και χρονοβόρα διαδικασία.


  Ένα πιο εξελιγμένο σχήμα για διαμόρφωση λύσεων περιλαμβάνει τη δημιουργία των κατάλληλων υποδειγμάτων συμπεριφοράς του συστήματος. Τα διαθέσιμα στοιχεία από μετρήσεις χρησιμοποιούνται για την επαλήθευση και βαθμονόμηση των υποδειγμάτων, έτσι ώστε οι προβλέψεις τους να ανταποκρίνονται στην πραγματικότητα. Αποτέλεσμα της εφαρμογής των υποδειγμάτων είναι η λήψη μια σαφέστερης εικόνας σε σχέση με την αποτελεσματικότητα του σχεδιασμού καθώς είναι δυνατόν να εντοπιστούν πιθανές παραβάσεις των προδιαγραφών. Σε αυτή τη περίπτωση είναι δυνατό να διαμορφωθούν εναλλακτικές στρατηγικές ελέγχου, η αποτελεσματικότητα των οποίων σε σχέση με τη βελτίωση της υφισταμένης κατάστασης και την επίτευξη των επιθυμητών στόχων μπορεί εύκολα να υπολογιστεί με χρήση των ήδη επαληθευμένων υποδειγμάτων.


  Μετά την εφαρμογή υπάρχει η δυνατότητα συνεχούς βελτίωσης με επαναλαμβανόμενα βήματα μέχρι να επιτευχθεί ένα ικανοποιητικό επίπεδο. Με αυτόν τον τρόπο εξαλείφεται, σε μεγάλο βαθμό, η ανάγκη των πειραματισμών κατά την εφαρμογή της στρατηγικής και τούτο προφανώς προσφέρει σημαντικά περιθώρια εξοικονόμησης χρόνου και χρήματος. Εν τούτοις τα πλεονεκτήματα αυτά μπορούν να επιτευχθούν μόνο δια μέσου εντατικότερης ανάλυσης και αυτή μπορεί να απλοποιηθεί μόνο με τη βοήθεια κατάλληλων και πρακτικών εργαλείων, που καθίστανται έτσι απαραίτητα προκειμένου η όλη διαδικασία να είναι αποδοτική και κατάλληλη για ευρεία εφαρμογή.


  Βήμα 7- Υλοποίηση της διαμορφωμένης στρατηγικής: Σαν γενικός κανόνας, τα μέτρα που επιλέγονται μέσω της στρατηγικής χρειάζονται περαιτέρω ανάλυση και επαλήθευση, πριν από την εφαρμογή τους. Η έκταση της περαιτέρω ανάλυσης εξαρτάται φυσικά από το κόστος του συγκεκριμένου μέτρου και από το βαθμό της αβεβαιότητας που αισθανόμαστε σε σχέση με τις προβλέψεις μας. Πέρα από την πρόσθετη ανάλυση και επαλήθευση, είναι πιθανό ότι για μερικά πολύπλοκα μέτρα απαιτείται και μελέτη εφαρμογής πριν την εκτέλεσή τους. Στρατηγικές που περιλαμβάνουν συγκεκριμένα τεχνικά ή θεσμικά μέτρα αντί νομοθετικές διατάξεις και όρια αποβλήτων ή εκπομπών, είναι πολύ πιο εφαρμόσιμες στην πράξη.


  Βήμα 8 - Εκτίμηση των αποτελεσμάτων: Η εργασία αυτή περιλαμβάνει την ενδεχόμενη προσαρμογή της αρχικής στρατηγικής. Υπενθυμίζεται ότι οι διαδικασίες διαμόρφωσης στρατηγικών δεν αποτελούν μια μοναδική προσπάθεια, αλλά αντίθετα μια συνεχή διεργασία, η οποία προοδευτικά βελτιώνεται από την ανάδραση των προηγούμενων εμπειριών και αποτελεσμάτων.


  Σαν τελευταία παρατήρηση πρέπει να αναφερθεί ότι τα τεχνικά έργα σχεδιάζονται και κατασκευάζονται επί αιώνες χωρίς συγκεκριμένη αναφορά και επίγνωση του πλαισίου της συστημικής ανάλυσης. Όμως, στη σύγχρονη πραγματικότητα η πολυπλοκότητα των συστημάτων και η εξέλιξη της τεχνολογίας επιτάσσουν τον ολοκληρωμένο σχεδιασμό μέσω μιας βέλτιστης οικονομικής προσέγγισης. Παρά το γεγονός ότι ο βαθμός χρήσης τέτοιων μεθοδολογιών διαφέρει σε κάθε χώρα και για κάθε τύπο έργου, η υπάρχουσα εμπειρία δείχνει ότι τα αναμενόμενα οφέλη από τέτοιο σχεδιασμό είναι σημαντικά, ιδιαίτερα στις αναπτυσσόμενες χώρες, σε σχέση τόσο με τη ποιότητα του τελικού αποτελέσματος όσο και με την επιτυγχανόμενη οικονομία και ταχύτητα υλοποίησης.


  Η αυστηρή εφαρμογή της συστημικής αντίληψης στη παραγωγή των τεχνικών έργων είναι μια απαιτητική υπόθεση, καθώς απαιτεί τα λεπτομερή χαρακτηριστικά του συστήματος, σειρά από τεχνικο-οικονομικές μελέτες, εφαρμογή υποδειγμάτων υπολογισμού της συμπεριφοράς, ανάλυση ευαισθησίας και διαμόρφωση βέλτιστων στρατηγικών σε σχέση με τους στόχους που έχουν τεθεί. Οι παραπάνω απαιτήσεις, παρά τα πιθανά οφέλη, καθιστούν την εφαρμογή των αυστηρών συστημικών αναλύσεων απαγορευτική στην πράξη για έργα μικρής κλίμακας. Εν τούτοις, η λήψη αποφάσεων είναι μια αναγκαία και διαρκής διαδικασία και η επινόηση τεχνικών συστημικής ανάλυσης με απλοποιημένες απαιτήσεις, που είναι αποδεκτές από την μεγάλη πλειοψηφία των μελετητών και ικανές να βελτιώσουν την αποτελεσματικότητα των προωθούμενων μέτρων, αποκτούν μεγάλη πρακτική σημασία.


  1.6 ΜΑΘΗΜΑΤΙΚΑ ΥΠΟΔΕΙΓΜΑΤΑ ΤΕΧΝΙΚΩΝ ΣΥΣΤΗΜΑΤΩΝ


  Στην Ενότητα 1.5 αναδείχθηκε ο κεντρικός ρόλος που κατέχουν τα υποδείγματα του συστήματος στη μέθοδο της συστημικής ανάλυσης. Το μαθηματικό υπόδειγμα είναι ένα ουσιώδες εργαλείο στο σύγχρονο σχεδιασμό και διαχείριση έργων και συστημάτων. Σε γενικές γραμμές, ένα τέτοιο υπόδειγμα αποτελείται από μια ή περισσότερες δηλώσεις, εκφρασμένες με μαθηματικούς όρους, οι οποίες περιγράφουν σχέσεις ανάμεσα σε εξαρτημένες και ανεξάρτητες μεταβλητές, όπως παρουσιάζεται στο Σχήμα 1.2. Η ανάλυση των μαθηματικών υποδειγμάτων έχει διευκολυνθεί σημαντικά με τη διαθεσιμότητα σύγχρονων ηλεκτρονικών υπολογιστών που επιτρέπουν τη λύση πολλών προβλημάτων τα οποία δεν θα ήταν πρακτικό ή δυνατό να αναλυθούν με άλλα μέσα.


  Πίνακες, γραφήματα, μαθηματικές εξισώσεις, λογικές δηλώσεις, και λεκτικές περιγραφές είναι μέσα περιγραφής των ορίων του συστήματος, των στοιχείων εισόδου και εξόδου του συστήματος και των σχέσεων τους, και οποιασδήποτε ανάδρασης ανάμεσα στις μεταβλητές εξόδου και εισόδου.


  Εάν ο στόχος του ελάχιστου κόστους είναι σταθερός και αποκλειστικός, ενδεχομένως να είναι δυνατό να αναπτυχθεί μόνο μια λύση για παρουσίαση στους υπεύθυνους αποφάσεων. Όμως σε πολλές περιπτώσεις οι στόχοι δεν γνωστοί με τόση σαφήνεια, και διάφορα εναλλακτικά σχήματα αξίζει να παρουσιάζονται στους υπεύθυνους αποφάσεων διότι συνεισφέρουν με αποτελεσματικούς τρόπους στις συνιστώσες των στόχων.


  [image: image]


  Σχήμα 1.2. Σχηματική περιγραφή μαθηματικού υποδείγματος


  Υπάρχουν διάφοροι τύποι μαθηματικών υποδειγμάτων του συστήματος ανάλογα με τα είδη των μαθηματικών συναρτήσεων που χρησιμοποιούνται. Παρακάτω επιχειρείται η κατηγοριοποίηση των μαθηματικών υποδειγμάτων που χρησιμοποιούνται σε συστήματα υδατικών πόρων:


  (α) Αλγεβρική εξίσωση: Μπορεί να προκύψει με προσαρμογή καμπύλης σε εμπειρικές μετρήσεις π.χ. όγκος φερτών = fn(έκταση λεκάνης απορροής)


  y = f(x) = a0 + a1 + a2x2


  (β) Εξίσωση διαφορών: Μπορεί να περιγράφουν χρονικά μεταβαλλόμενα συστήματα με καθυστέρηση, μνήμη, πολλαπλές μεταβλητές κλπ, π.χ.


  σχέση βροχής – απορροής       yk + 1 = akyk + bkxk


  σχέση στάθμης – απορροής      [image: image]


  (γ) Κανονική διαφορική εξίσωση: Μπορεί να προκύψει από ισοζύγιο μάζας, ή διεργασίες απομείωσης ή προσαύξησης της εξεταζόμενης μεταβλητής κατάστασης, π.χ. μεταβολή της ποσότητας διαλυμένου οξυγόνου y(t) σε λίμνη που δέχεται ρυπαντικό φορτίο x(t)


  [image: image]


  (δ) Ολοκληρωτική εξίσωση: Όπως η γνωστή από την υδρολογία σχέση βροχόπτωσης – παροχής (υδρογράφημα) με την μορφή ολοκληρώματος


  [image: image]


  (ε) Διαφορική εξίσωση με μερικές παραγώγους: Όπως η εξίσωση ροής σε υπόγειο υδροφορέα


  [image: image]


  
    
      	όπου

      	S

      	συντελεστής αποθήκευσης

      	παράμετρος
    


    
      	

      	T

      	μεταφορικότητα

      	παράμετρος
    


    
      	

      	h

      	υδραυλικό φορτίο

      	εξαρτημένη μεταβλητή
    


    
      	

      	R

      	κατείσδυση

      	εξωγενής μεταβλητή
    


    
      	

      	P

      	ένταση άντλησης

      	μεταβλητή απόφασης
    

  


  



  Παράδειγμα 1.1 Κρεμαστή ράβδος – διαμόρφωση εξισώσεων


  Ένα στοιχείο μήκους L θα φτιαχτεί από αρκετά ισχυρό υλικό ώστε με λογικό εμβαδόν διατομής, να αντέχει σε φορτίο F. Η ράβδος θα κρεμαστεί κατακόρυφα, στερεωμένη στην οροφή ενός χώρου από την μια άκρη, και η επιμήκυνση λόγω φορτίου δεν θα ξεπερνά δ μονάδες.


  Α. Περιγραφή προβλήματος και στόχου Μετά από συνεργασία του ιδιοκτήτη του χώρου και του μηχανικού-μελετητή προκύπτει κοινή κατανόηση του προβλήματος και του στόχου, ώστε να μην προκύψουν αργότερα διαφωνίες για την προτεινόμενη λύση.


  Β. Συμβολικό υπόδειγμα


  



  
    L μήκος του στοιχείου σε μέτρα (δίδεται)

  


  
    ΔL επιμήκυνση (m)

  


  
    Ax εμβαδόν της διατομής του στοιχείου (m2)

  


  
    Α το σημείο επαφής οροφής με το στοιχείο (δίδεται)

  


  
    Β το κάτω άκρο του στοιχείου (δίδεται)

  


  
    Ε μέτρο ελαστικότητας του υλικού

  


  
    F το αξονικό φορτίο (δίδονται οι ακραίες τιμές του)

  


  
    FA, FB αξονικά φορτία στα ακραία σημεία Α και Β

  


  
    UA, UB μετακινήσεις των σημείων Α και Β εξ αιτίας των FA και FB

  


  
    δ μεγίστη επιτρεπτή τιμή του UB

  


  
    

  


  Το υπόδειγμα αυτό συνδέει τη γνώση που έχει ο μηχανικός για το πραγματικό υπόδειγμα που ακολουθεί πιο κάτω.


  [Πραγματικός κόσμος] [image: image] [Συμβολικό μοντέλο] [image: image] [Μαθηματικό Μοντέλο]


  Από τις μεταβλητές μερικές ελέγχονται άμεσα από το μηχανικό και άλλες όχι. Εάν πρέπει να καθορίσουμε το Ax και το E αυτές οι μεταβλητές ονομάζονται «μεταβλητές απόφασης». Οι άλλες μεταβλητές, για δεδομένο F, μπορούν να υπολογισθούν σαν συναρτήσεις των Ax, E και F.


  Γ. Σχηματικό υπόδειγμα

  Στο Σχήμα 1.3 εμφανίζεται η απλοποιημένη περιγραφή του πραγματικού συστήματος, όπως την κατανοεί ο μηχανικός. Είναι ζητούμενο να ελεγχθεί κατά πόσο η περιγραφή αυτή ενσωματώνει τα βασικά χαρακτηριστικά του συστήματος.


  [image: image]


  Σχήμα 1.3. Σχηματικό υπόδειγμα του συστήματος


  Δ. Μαθηματικά υποδείγματα

  Γιά την συμπεριφορά του συστήματος:


  [image: image]


  Για την αντίδραση του συστήματος σε εξωτερικά ερεθίσματα:


  Το φορτίο FB είναι η εισροή (input) στο σύστημα και οι μετακινήσεις, UA και UB είναι οι εκροές (output). Από τις (1), (2) και (3),


  [image: image]


  Για την σχεδίαση της ράβδου απαιτείται:UB ≤ δ [image: image]


  και για διακύμανση του F μεταξύ των τιμών F1 και F2      [image: image]


  Έτσι ο μηχανικός συμπεραίνει ότι οποιαδήποτε επιλογή Αx και Ε που ικανοποιεί την (8) θα πρέπει να είναι αποδεκτή. Πως θα γίνει η επιλογή; Η αισθητική επιβάλλει περιορισμούς στο εμβαδό της διατομής ενώ ο ιδιοκτήτης επιθυμεί μια οικονομική λύση. Έστω ότι διαμορφώνονται τα επιπλέον κριτήρια:


  Κυκλική τομή, όχι μεγαλύτερη από 10 cm2, και όσο πιο μικρό κόστος γίνεται.


  Αν το κόστος ανά μονάδα όγκου του υλικού είναι Κ τότε το κόστος για το υλικό είναι Κ L Ax. Το πρόβλημα λοιπόν για την επιλογή του υλικού διατυπώνεται ως εξής:


  [image: image]


  Είναι λογικό να υποθέσουμε ότι όσο πιο ακριβό είναι το υλικό τόσο πιο μεγάλο το Ε, και έστω ότι υπάρχει μια γραμμική συσχέτιση μεταξύ του Κ και του Ε. Τότε το πρόβλημα γράφεται


  [image: image]


  Από πίνακες με τις ιδιότητες των υλικών αναζητείται το υλικό που έχει το μικρότερο Ε αλλά όχι μικρότερο από την τιμή [image: image]


  Παράδειγμα 1.2 (Ossenbruggen) Δικτύωμα Ελάχιστου Βάρους


  Θεωρείστε το δικτύωμα του Σχήματος 1.4. Διατυπώστε ένα μαθηματικό υπόδειγμα για να σχεδιαστεί ένα απλό δικτύωμα ελάχιστου βάρους. Η κρίσιμη επιτρεπόμενη θλιπτική και εφελκυστική τάση για τα στοιχεία του δικτυώματος είναι 10 ksi και 20 ksi αντίστοιχα. Το δικτύωμα πρόκειται να κατασκευαστεί από χάλυβα. Όλα τα στοιχεία με ίδιο τύπο φόρτισης έχουν το ίδιο εμβαδόν διατομής.


  [image: image]


  Σχήμα 1.4. Στατικά Ορισμένο Δικτύωμα


  Μεταβλητές Απόφασης. Τα δομικά στοιχεία θα διαστασιολογηθούν ανάλογα με το τύπο της φόρτισης που δέχονται (θλίψη ή εφελκυσμός). Έτσι οι μεταβλητές ελέγχου ορίζονται ως


  x1 = A1 = εμβαδόν διατομής θλιπτικού στοιχείου (in2)


  x2 = A2 = εμβαδόν διατομής εφελκυστικού στοιχείου (in2)


  Το διάνυσμα μεταβλητών απόφασης είναι u = [x1 x2]T


  Αντιδράσεις. Οι αντιδράσεις στα σημεία στήριξης Α και C προσδιορίζονται με την εξίσωση στατικής ισορροπίας για όλο το δικτύωμα.


  [image: image]


  Δυνάμεις και τάσεις στοιχείων. Χρησιμοποιώντας τη μέθοδο των κόμβων υπολογίζουμε τις δυνάμεις σε κάθε στοιχείο. Για τον κόμβο D γράφουμε (προσοχή στα πρόσημα):


  [image: image]


  Οι τάσεις των στοιχείων αυτών είναι: [image: image]


  Παρόμοια για τον κόμβο Β γράφουμε:


  [image: image]


  Περιορισμοί. Οι τάσεις των στοιχείων πρέπει να είναι μικρότερες ή ίσες της κρίσιμης επιτρεπόμενης θλιπτικής και εφελκυστικής τάσης 10 ksi και 20 ksi αντίστοιχα


  
    

  


  
    Στοιχείο AB εφελκυσμός  σΑΒ = 83.3/ A2 ≤ 20  ή A2≥ 4.2 in2

  


  
    

  


  
    Στοιχείο AC θλίψη        σΑC = 66.7/ A1≤ 10  ή A1≥ 6.7 in2
  


  
    

  


  
    Στοιχείο BC θλίψη        σBC = 83.3/ A1 ≤ 10 ή A1≥ 8.3 in2
  


  
    

  


  
    Στοιχείο BD εφελκυσμός  σBD = 133/ A2 ≤ 20  ή A2 ≥ 6.7 in2
  


  
    

  


  
    Στοιχείο CD θλίψη        σCD = 167/ A1≤ 10  ή  A1 ≥ 16.7 in2
  


  
    

  


  



  Όλοι οι περιορισμοί ικανοποιούνται αν A1 ≥ 16.7 in2 και A2 ≥ 6.7 in2.


  Στο επίπεδο A1 - A2 οι περιορισμοί ικανοποιούνται στη γραμμοσκιασμένη περιοχή, η οποία για το λόγο αυτό ονομάζεται «εφικτή περιοχή».


  Αντικειμενική συνάρτηση. Το βάρος κάθε στοιχείου είναι ίσο με το ειδικό βάρος του χάλυβα (490 lb/ft3 ή 3.4 lb/ft-in2) επί τον όγκο του στοιχείου. Το συνολικό βάρος του δικτυώματος είναι το άθροισμα των βαρών των στοιχείων που το αποτελούν, δηλαδή


  z = 3.4 [VΑΒ + VΑC + VΒC + VΒD + VCD ]


  όπου V = όγκος κάθε στοιχείου = μήκος του στοιχείου επί το εμβαδόν της διατομής του.


  z = 3.4 [50 Α2 + 80 Α1 + 50 Α1 + 80 Α2 + 50 Α1 ]


  ή


  z = 612 Α1 + 442 Α2


  Μαθηματικό υπόδειγμα. Η μαθηματική διατύπωση του προβλήματος έχει ολοκληρωθεί. Συνοψίζοντας:


  min z = 612 Α1 + 442 Α2


  υπό τους περιορισμούς  [image: image]


  Επίλυση. Η λύση προκύπτει γραφικά αυξάνοντας την τιμή της αντικειμενικής συνάρτησης μέχρι να έχει τουλάχιστον ένα κοινό σημείο με την εφικτή περιοχή. Το ελάχιστο βάρος του δικτυώματος προκύπτει για A1 = 16.7 in2 και A2 = 6.7 in2 και είναι 13182 lb.


  [image: image]


  Παρατηρήσεις. Η δημιουργία του υποδείγματος χρησιμοποιεί βασικές αρχές της μηχανικής και του στατικού σχεδιασμού. Στις περισσότερες περιπτώσεις γνώσεις μηχανικής και τεχνικής οικονομικής θα είναι επαρκείς για την διαμόρφωση του υποδείγματος. Η βέλτιστη λύση θα ικανοποιεί ταυτόχρονα την αντικειμενική συνάρτηση και τους περιορισμούς. Η προσέγγιση αυτή θα πρέπει να αποφέρει ένα καλύτερο αποτέλεσμα, καθώς το βάρος του δικτυώματος θα είναι ελάχιστο (και επομένως η λύση πιο οικονομική) ενώ θα αξιοποιείται η γνώση για τη συμπεριφορά του δικτυώματος και τις ιδιότητες του υλικού.


  1.7 ΕΠΙΧΕΙΡΗΣΙΑΚΗ ΕΡΕΥΝΑ


  Οι ρίζες της επιχειρησιακής έρευνας (ΕΕ) μπορεί να ανιχνευθούν πολλές δεκαετίες πριν, όταν γίνονταν οι πρώτες προσπάθειες χρήσης της επιστημονικής προσέγγισης για τη διοίκηση οργανισμών ή τον κεντρικό σχεδιασμό της οικονομίας χωρών. Όμως η αρχή των μεθόδων που σήμερα αποκαλούνται επιχειρησιακή έρευνα, γενικά αποδίδεται στις στρατιωτικές υπηρεσίες των συμμαχικών δυνάμεων στην αρχή του Δευτέρου Παγκοσμίου Πολέμου, για τον επιμερισμό σπάνιων πόρων με ένα αποτελεσματικό τρόπο σε διάφορες στρατιωτικές λειτουργίες και σε δραστηριότητες της κάθε λειτουργίας. Από την εποχή του πολέμου, η ΕΕ έχει επεκταθεί σημαντικά στη βιομηχανία, επιχειρήσεις, και κυβέρνηση. Αυτή η επέκταση αποδίδεται στη βελτίωση των τεχνικών ΕΕ και στη διαθεσιμότητα ισχυρών ηλεκτρονικών υπολογιστών.


  Στις περισσότερες μεθόδους ΕΕ εφαρμόζεται μια κοινή προσέγγιση (Σχήμα 1.2). Το σύστημα περιγράφεται με ένα μαθηματικό υπόδειγμα. Το υπόδειγμα αυτό αποτελείται από εξισώσεις, λογικές δηλώσεις, και άλλες οδηγίες για την επεξεργασία διαθέσιμων στοιχείων και/ή την δημιουργία και επεξεργασία συνθετικών στοιχείων. Οι σχέσεις που περιγράφουν το σύστημα, συσχετίζοντας τις μεταβλητές εισόδου και εξόδου, εκφράζονται με παραμέτρους που συνήθως απαιτείται να προσδιοριστούν με παρατηρήσεις και μετρήσεις των μεταβλητών εξόδου και που μπορεί να είναι σταθερές ή να μεταβάλλονται με προκαθορισμένο τρόπο. Μεταβλητές που δεν είναι δυνατόν να ελεγχθούν ονομάζονται εξωγενείς και μπορεί να περιγράφονται με συναρτήσεις πιθανότητας. Αντίθετα μεταβλητές των οποίων οι τιμές είναι δυνατόν να καθοριστούν πλήρως ή μερικώς κατά την επιθυμία του υπεύθυνου (καταβάλλοντας το ανάλογο κόστος) ονομάζονται μεταβλητές απόφασης.


  Μια πολιτική, ή σύνολο αποφάσεων, προκύπτει για κάθε σύνολο τιμών των μεταβλητών απόφασης. Απαγορεύσεις εφαρμοζόμενες στο υπόδειγμα, ή περιορισμοί, μπορεί να περιλαμβάνουν φυσικές, οικονομικές, ή οποιεσδήποτε άλλες ποσότητες εκφράσιμες με μαθηματικούς όρους. Μια πολιτική που δεν παραβιάζει οποιουσδήποτε περιορισμούς είναι μια εφικτή πολιτική, και το σύνολο όλων των εφικτών πολιτικών συνιστά το χώρο των εφικτών πολιτικών.


  Οι μεταβλητές κατάστασης αντιπροσωπεύουν τον ελάχιστο αριθμό μεταβλητών που απαιτούνται για να περιγράψουν τις συνθήκες του συστήματος σε οποιοδήποτε σημείου χρόνου ή χώρου


  Σε μια τεχνική επιχειρησιακής έρευνας, η αντικειμενική συνάρτηση είναι ένας τρόπος να εκφράζονται οι έννοιες της βελτιστότητας ή καλύτερου αποτελέσματος. Με γενικότερους όρους, η αντικειμενική συνάρτηση είναι ένας δείκτης επίδοσης με βάση τον οποίο μπορεί να κριθούν οι συνέπειες ή παράγωγα του συστήματος: Για παράδειγμα, στο πλαίσιο των έργων, η αντικειμενική συνάρτηση μπορεί να καθορίζει το κόστος σαν συνάρτηση των διαφόρων μεγεθών των πόρων που χρησιμοποιούνται ή δημιουργούνται.


  Συνοψίζοντας τα παραπάνω, η μεθοδολογία της ΕΕ απαιτεί:


  
    
      	(1) Υπόδειγμα του συστήματος στη γενική μορφή

      	y = fn(x,u, ξ)
    


    
      	όπου

      	 y

      	εξαρτημένες μεταβλητές

      	y = [y1 y2 …yn]T
    


    
      	

      	 x

      	ανεξάρτητες μεταβλητές

      	x = [x1 x2 …xp]T
    


    
      	

      	 u

      	μεταβλητές απόφασης (ελέγχου)

      	u = [u1 u2 …um]T
    


    
      	

      	 ξ

      	εξωγενείς μεταβλητές

      	
    

  


  (2) Δείκτης επίδοσης (αντικειμενική συνάρτηση) που σχετίζεται με το οικονομικό αποτέλεσμα μιας συγκεκριμένης πολιτικής που εφαρμόζεται στο πρόβλημα


  min J = J(y, u)


  (3) Σύνολο περιορισμών  [image: image]


  Για όλα τα σύνθετα προβλήματα, η λύση επιτυγχάνεται με υπολογιστικές διαδικασίες. Για το λόγο αυτό, οι εφαρμογές επιχειρησιακής έρευνας απαιτούν ένα πλήρη και σαφή ορισμό του συστήματος και άμεσες δηλώσεις που αναμένουν ενδιάμεσα αποτελέσματα και προσδιορίζουν εναλλακτικούς τρόπους επεξεργασίας πληροφοριών. Η συστηματική διαδικασία που κατευθύνει τη λύση ενός προβλήματος προγραμματισμού αναφέρεται σαν αλγόριθμος. Συχνά για τη λύση είναι απαραίτητη η εφαρμογή τεχνικών επιχειρησιακής έρευνας, προσεγγίσεων, απλουστευτικών παραδοχών, και μετασχηματισμών σε μαθηματικές μορφές που είναι επιλύσιμες. Είναι σημαντικό να εξασφαλίζεται ότι, αφού εφαρμοστούν τέτοιες διαδικασίες, το υπόδειγμα παραμένει μια ισχύουσα αναπαράσταση του συστήματος.


  Σε ένα γραμμικό υπόδειγμα, η αντικειμενική συνάρτηση και οι περιορισμοί είναι σε γραμμική μορφή. Σε ένα μη γραμμικό υπόδειγμα, μερικοί ή όλοι οι περιορισμοί και/ή η αντικειμενική συνάρτηση είναι μη γραμμικοί.


  Στα προσδιοριστικά υποδείγματα, ή στοιχεία υποδειγμάτων, σε κάθε μεταβλητή και παράμετρο αποδίδεται ένας καθορισμένος σταθερός αριθμός ή μια σειρά σταθερών αριθμών για οποιοδήποτε σύνολο συνθηκών. Σε ένα πιθανολογικό (ή στοχαστικό) υπόδειγμα, οι μεταβλητές και παράμετροι και η δομή του υποδείγματος μπορεί να είναι πιο δύσκολο να καθοριστούν.


  Τα στατικά υποδείγματα δεν λαμβάνουν άμεσα υπόψη τη μεταβλητή του χρόνου, σε αντίθεση με τα δυναμικά υποδείγματα. Η διάκριση αυτή δεν είναι πάντοτε περιοριστική στο γραμμικό προγραμματισμό (ΓΠ), δυναμικό προγραμματισμό (ΔΠ), και άλλες επώνυμες τεχνικές επιχειρησιακής έρευνας, καθώς οι περισσότερες μπορεί να χρησιμοποιούνται τόσο για στατικά όσο και για δυναμικά προβλήματα.


  



  Σε ένα υπόδειγμα σωρευτικών παραμέτρων, οι διάφορες παράμετροι και εξαρτημένες μεταβλητές είναι ομοιογενείς σε όλο το σύστημα. Ένα υπόδειγμα κατανεμημένων παραμέτρων λαμβάνει υπόψη τις αποκλίσεις συμπεριφοράς από σημείο σε σημείο μέσα σε όλο το σύστημα.


  Οι κύριες τεχνικές υποδειγμάτων έχουν ταξινομηθεί ως:


  (1) υποδείγματα και τεχνικές αναλυτικής βελτιστοποίησης,


  (2) πιθανολογικά υποδείγματα και τεχνικές,


  (3) στατιστικές τεχνικές, και


  (4) προσομοίωση και έρευνα ή τεχνικές δειγματοληψίας.


  



  Τα υποδείγματα αναλυτικής βελτιστοποίησης περιλαμβάνουν τις μεθόδους που χρησιμοποιούν κλασσικό λογισμό και πολλαπλασιαστές Lagrange καθώς επίσης και τις τεχνικές μαθηματικού προγραμματισμού: γραμμικό, μη γραμμικό, δυναμικό και βέλτιστο έλεγχο. Υποδείγματα δικτύων όπως PERT και η μέθοδος κρίσιμης διαδρομής (CPM) χρησιμοποιούνται συχνά για το χρονικό προγραμματισμό έργων σχεδιασμού και κατασκευής. Στα επόμενα κεφάλαια θα αναπτυχθούν με λεπτομέρεια οι παραπάνω τεχνικές και η εφαρμογή τους σε προβλήματα μηχανικού.


  Για την πληρότητα της παρουσίασης αναφέρονται επιπλέον ένας αριθμός τεχνικών που όμως δεν θα αναπτυχθούν περαιτέρω στο παρόν πόνημα:


  1. Πιθανολογικές τεχνικές συνηθίζεται να περιγράφουν στοιχεία στοχαστικών συστημάτων μέσω κατάλληλων στατιστικών παραμέτρων. Τεχνικές ουρών αναμονής και θεωρίας αποθεμάτων είναι αυτού του τύπου. Υποδείγματα ουρών αναμονής που προβλέπουν τέτοια χαρακτηριστικά όπως μέσος όρος και απόκλιση του χρόνου αναμονής, μπορεί να παρέχουν στοιχεία εισόδου σε υποδείγματα βελτιστοποίησης τα οποία χρησιμοποιούν είτε αναλυτικές τεχνικές ή προσεγγίσεις. προσομοίωσης και έρευνας.


  2. Στατιστικές τεχνικές περιλαμβάνουν τέτοιες μεθόδους όπως ανάλυση πολλών μεταβλητών, στατιστική επαγωγή, και θεωρία αποφάσεων. Αυτές οι τεχνικές έχουν ευρύτατη εφαρμογή στην ανάλυση παρατηρήσεων, και ο ενδιαφερόμενος αναγνώστης μπορεί να τις βρει να αναπτύσσονται με λεπτομέρεια σε άλλα βοηθήματα.


  3. Η προσομοίωση και έρευνα ή τεχνικές δειγματοληψίας χρησιμοποιούνται ευρέως στο σχεδιασμό. Η προσομοίωση είναι μια περιγραφική τεχνική που ενσωματώνει τις ποσοτικοποιήσιμες σχέσεις ανάμεσα στις μεταβλητές και περιγράφει το αποτέλεσμα της λειτουργίας ενός συστήματος κάτω από ένα δεδομένο σύνολο στοιχείων εισόδου και λειτουργικών συνθηκών. Εάν καθορίζεται μια αντικειμενική συνάρτηση, οι τιμές της για διάφορες δοκιμές δημιουργεί μια "επιφάνεια απόκρισης." Το υπόδειγμα κατόπιν χρησιμοποιείται για λήψη αποφάσεων, συνδυάζοντας το με δειγματοληψία ή τεχνικές έρευνας που εξερευνούν την επιφάνεια απόκρισης και αναζητούν σχεδόν βέλτιστες ή βέλτιστες λύσεις.


  4. Ένα πολύπλοκο σύστημα υποδομής μπορεί να πρέπει να αναλυθεί με βάση πολύπλευρη λειτουργία, πολυσκοπικά παράγωγα, και πολλούς στόχους. Υποδείγματα προσομοίωσης έχουν αναπτυχθεί για τέτοια συστήματα. Αποσύνθεση και πολυκριτηριακές προσεγγίσεις και άλλες ειδικές μέθοδοι ασχολούνται με σταθμίσεις ανάμεσα σε διάφορους σκοπούς και στόχους.


  ΠΡΟΒΛΗΜΑΤΑ ΓΙΑ ΕΞΑΣΚΗΣΗ



  1.1 Με βάση τις σπουδές και εμπειρία σας μέχρι σήμερα, για ένα συγκεκριμένο έργο ή πρόγραμμα που σχεδιάζεται στην τοπική σας κοινότητα με χαρακτήρα δημόσιου έργου (π.χ. ένα δημοτικό σύστημα ύδρευσης ή ένα δημοτικό χώρο στάθμευσης), προσδιορίστε τους τοπικούς, περιφερειακούς και εθνικούς φορείς που ενδεχομένως να έχουν δικαιοδοσία σχετικά με άδειες, αποζημιώσεις, ρυθμίσεις κλπ που απαιτούνται για την κατασκευή και χρηματοδότηση.


  1.2 Κατά τη διάρκεια του μαθήματος, συλλέξτε άρθρα εφημερίδων ή ενημερωτικές εκπομπές στη τηλεόραση αναφορικά με δημόσια έργα και κάνετε μια εκτίμηση των ζητημάτων που τονίζονται στον έντυπο ή ηλεκτρονικό τύπο. Τέτοια ζητήματα μπορεί να σχετίζονται με το σκοπό του συγκεκριμένου έργου, την πολιτική και νομοθετική ιστορία, κόστη και ρυθμίσεις για χρηματοδότηση, τις εναλλακτικές λύσεις, αναγνώριση των ευεργετούμενων, κλπ. Σχολιάστε κατά πόσο χρησιμοποιούνται και σε τι βαθμό οι νέοι στόχοι και μεθοδολογίες που αναφέρθηκαν στο παρόν κεφάλαιο.


  1.3 Η βιβλιοθήκη του πανεπιστημίου αποφάσισε να μένει ανοικτή όλο το 24ωρο. Μετά από μελέτη στατιστικών στοιχείων εκτιμάται ότι ο ελάχιστος αριθμός υπαλλήλων που απαιτούνται ανά 4ωρο είναι όπως στο παρακάτω πίνακα:


  [image: image]


  Αν κάθε υπάλληλος εργάζεται συνέχεια 8 ώρες κάθε μέρα, αναπτύξτε ένα μαθηματικό μοντέλο που περιγράφει το σύστημα και με την επίλυση του μπορεί να βρεθεί ο ελάχιστος αριθμός των υπαλλήλων που απαιτούνται για να επιτευχθεί ο στόχος της συνεχούς λειτουργίας της βιβλιοθήκης. Δεν ζητείται να επιλύσετε το πρόβλημα.


  1.4 Προσπαθήστε να εφαρμόσετε τη μέθοδο των Παραδειγμάτων 1.1 και 1.2 με τα ίδια βήματα, στο εξής σύστημα (Meredith et al., Design and Planning of Engineering Systems, Prentice Hall, 1973, σελίδα 82).


  [image: image]


  1.5 Μια εταιρεία κατασκευάζει προκατασκευασμένες οικίες και θέλει να μεγιστοποιήσει το κέρδος της για χρονικό διάστημα 20 εβδομάδων με 5 εργάσιμες μέρες ανά βδομάδα, επιλέγοντας κατάλληλα το μείγμα των διαφόρων τύπων οικιών που κατασκευάζει. Η εταιρεία διαθέτει δύο ειδικευμένα, ένα για τις εργασίες των θεμελιώσεων και ένα για τις ανωδομές, και υπάρχουν απεριόριστα αποθέματα όλων των τύπων οικιών. Ο αριθμός των απαιτούμενων ημερών εργασίας συνεργείου για τους διάφορους τύπους οικιών και το αντίστοιχο καθαρό κέρδος της εταιρείας δίδονται στο παρακάτω πίνακα:


  [image: image]


  Αναπτύξτε ένα μαθηματικό μοντέλο που περιγράφει το σύστημα και με την επίλυση του μπορεί να βρεθεί ο αριθμός των οικιών κάθε τύπου που πρέπει να κατασκευαστούν. Διατυπώστε την αντικειμενική συνάρτηση και τους περιορισμούς. Δεν ζητείται να επιλύσετε το πρόβλημα.


  
    
      	
        KΕΦAΛΑΙΟ

      

      	
        2


        Κλασσικές Μέθοδοι


        Βελτιστοποίησης


        Χωρίς Περιορισμούς

      
    

  


  2.1 ΕΙΣΑΓΩΓΗ


  Το γενικό πρόβλημα βελτιστοποίησης διατυπώνεται ως εξής: Ζητούνται οι τιμές των μεταβλητών απόφασης u που ελαχιστοποιούν την αντικειμενική συνάρτηση J κάτω από ένα σύνολο περιορισμών


  
    
      	

      	
        min J = J(y, u)

      

      	
    


    
      	κάτω από

      	
        F(y, u) = 0

      

      	ισότητες (p το πλήθος)
    


    
      	

      	
        G(y, u) ≥ 0

      

      	ανισότητες (r το πλήθος)
    

  


  
    
      	όπου

      	y

      	εξαρτημένες μεταβλητές

      	y = [y1 y2 …yn]T
    


    
      	

      	u

      	μεταβλητές απόφασης

      	u = [u1 u2 …um]T
    


    
      	

      	J, F, G

      	γνωστές συναρτήσεις

      	
    

  


  Οι τεχνικές για το προσδιορισμό του ελαχίστου (ή μεγίστου) κατατάσσονται σε τρεις κατηγορίες:


  (1) Εξαντλητική (άμεση) έρευνα

  Συνίσταται στην κατάτμηση του χώρου των εφικτών λύσεων (όπως προσδιορίζεται από τους περιορισμούς) και ακριβή υπολογισμό της αντικειμενικής συνάρτησης για διακριτές τιμές των μεταβλητών απόφασης και των αντίστοιχων εξαρτημένων μεταβλητών (Κεφάλαιο 5).


  (2) Μαθηματικός προγραμματισμός

  Στα επόμενα αναπτύσσονται οι διάφορες μορφές του: γραμμικός (Κεφάλαιο 6) και μη γραμμικός προγραμματισμός (Κεφάλαιο 4) , πολλαπλασιαστές Lagrange (Κεφάλαιο 3), βηματική αναζήτηση με διάνυσμα κλίσης (Κεφάλαιο 5) και άλλα.


  (3) Προσεγγίσεις αποσύνθεσης/διαχωρισμού

  Στα επόμενα αναπτύσσονται ο δυναμικός προγραμματισμός και ο βέλτιστος έλεγχος (Κεφάλαιο 7).


  


  
    2.1.1. Βασικοί ορισμοί
  


  Στην παρούσα ενότητα παρουσιάζονται γνωστά αποτελέσματα του λογισμού συναρτήσεων με τρόπο που είναι μεν αυστηρός, αλλά σε καμιά περίπτωση δεν μπορεί να είναι πλήρης από θεωρητική άποψη. Οι συναρτήσεις που συζητούνται είναι συνεχείς στο πεδίο ορισμού τους και το πεδίο τιμών τους είναι το σύνολο των πραγματικών αριθμών:


  f: I→ R,


  όπου το διάστημα Ι μπορεί να είναι Ι = [a,b] με a, b ∈ R


  ή Ι = (-∞, b] ή Ι = [a, +∞) ή I = R και υπάρχουν τα όρια [image: image].


  Οι προϋποθέσεις που απαιτεί η κλασσική ανάλυση συχνά περιορίζουν σημαντικά την εφαρμογή αυτών των μεθόδων σε πρακτικά προβλήματα. Όμως, αποτελούν το απαραίτητο υπόβαθρο για την κατανόηση των γενικότερων αριθμητικών και άλλων μεθόδων βελτιστοποίησης που περιγράφονται στη συνέχεια.


  [image: image]


  Οι θέσεις των ακροτάτων της f(x) είναι σημεία του Ι, όπου η f παίρνει μέγιστη ή ελάχιστη τιμή.


  
    
      Απόλυτο ακρότατο:
    


    
      το σημείο x* όπου f(x) ≤ f(x*), ∀x∈I  (μέγιστο)
    


    
      ή          όπου f(x) ≥ f(x*), ∀x∈I  (ελάχιστο)
    


    
      

    


    
      Τοπικό ακρότατο:
    


    
      το σημείο x* όπου f(x) ≤ f(x*), ∀x∈I: | x- x*| ≤ ε, ε > 0 (μέγιστο)
    


    
      ή          όπου f(x) ≥ f(x*), ∀x∈I: | x- x*| ≤ ε, ε > 0 (ελάχιστο)
    

  


  
    

  


  
    

  


  Στάσιμο (κρίσιμο) σημείο: το σημείο x0 ∈ I (όχι όμως συνοριακό σημείο του Ι) όπου f'(x0) = 0


  2.2 ΑΝΑΓΚΑΙΕΣ ΚΑΙ ΙΚΑΝΕΣ ΣΥΝΘΗΚΕΣ ΑΚΡΟΤΑΤΟΥ


  2.2.1. Συνάρτηση μιας μεταβλητής


  Θεώρημα 1 (αναγκαία συνθήκη ακροτάτου): Αν η J(u) ορίζεται στο διάστημα a ≤ u ≤ b και έχει ένα σχετικό ακρότατο στο σημείο u = u* όπου a < u* < b, τότε το σημείο u* είναι στάσιμο σημείο

  (η πρώτη παράγωγος της J(u) υπάρχει και μηδενίζεται στο σημείο u = u* )

  ή J'(u*) = 0


  Παρατήρηση: Το αντίστροφο δεν ισχύει, π.χ. στα σημεία καμπής (αλλαγή καμπυλότητας) η πρώτη αλλά και η δεύτερη παράγωγος της συνάρτησης μηδενίζονται. To Θεώρημα 1 επιτρέπει τον άμεσο προσδιορισμό των απολύτων ακροτάτων συγκρίνοντας τις τιμές της συνάρτησης

  (α) στα κρίσιμα σημεία,

  (β) στα γωνιακά σημεία όπου η συνάρτηση δεν έχει παράγωγο, και

  (γ) στα συνοριακά σημεία του Ι.

  Η μέγιστη και ελάχιστη τιμή είναι τα απόλυτα ακρότατα της συνάρτησης.


  Για να προσδιοριστεί εάν το ακρότατο είναι μέγιστο ή ελάχιστο χρειάζεται να ελέγχεται η τιμή της δεύτερης παραγώγου στα κρίσιμα σημεία, σύμφωνα με το ακόλουθο Θεώρημα 2.


  Θεώρημα 2 (ικανή συνθήκη ακροτάτου): Έστω J(n)(u) η πρώτη μη μηδενική παράγωγος της J(u) στο σημείο u = u* . Τότε η τιμή της J(u*) είναι


  τοπικό ελάχιστο της J(u) αν J(n)(u*) > 0 και n άρτιος


  τοπικό μέγιστο της J(u) αν J(n)(u*) < 0 και n άρτιος


  ούτε μέγιστο ούτε ελάχιστο της J(u) αν n περιττός


  Παραδείγματα 2.1


  [image: image]


  

  (5) J(x) = x3 - 9x2 + 24x + 3 J(1) = 3 x2 – 18 x + 24 = 0 x* = 2 x* = 4



  
    
      J(2) = 6 x – 18  στο x* = 2 J(2) (2) = -6 < 0 ⇒ μέγιστο f = 23
    

  


  
    
      
        
             στο x* = 4  J(2) (4) = 6 > 0 ⇒ ελάχιστοf = 19
        

      

    

  


  
    

  


  2.2.2. Συνάρτηση πολλών μεταβλητών


  Έστω u το διάνυσμα των μεταβλητών απόφασης u = [u1 u2 …um]T ∈Rm Ζητούνται οι τιμές που [image: image]


  Διάνυσμα Κλίσης: [image: image]


  Εσσιανός Πίνακας Hessian: Είναι το συμμετρικό μητρώο (m,m)


  [image: image]


  Κάθε συμμετρικός πίνακας (καθώς επίσης και κάθε Ερμιτιανός πίνακα με μιγαδικά στοιχεία, όπου τα συμμετρικά στοιχεία ως προς τη κύρια διαγώνιο είναι συζυγείς μιγαδικοί αριθμοί, aij = āji):


  (1) Έχει πραγματικές ιδιοτιμές


  (2) Τα ιδιοδιανύσματα είναι ορθογώνια


  Ορισμός: Ο συμμετρικός πίνακας Α(n,n) είναι θετικά ορισμένος Α > 0,


  αν ∀x∈Rn ≠ 0: xTAx > 0


  Αναγκαία συνθήκη για τοπικό ακρότατο: ∇J = 0


  [image: image]


  Ικανή συνθήκη για τοπικό ακρότατο:


  
    
      
        
          
            H(J) > 0 τοπικό ελάχιστο

          

        

      

    

  


  
    
      
        
          
            H(J) < 0 τοπικό μέγιστο

          

        

      

    

  


  



  Ο έλεγχος της συνθήκης H(J) > 0 (τοπικό ελάχιστο) γίνεται με τους εξής δύο τρόπους:


  (1)  όλες οι ιδιοτιμές του H είναι θετικές


  Οι ιδιοτιμές υπολογίζονται από την εξίσωση det(H – λ Ι) = 0 και ικανοποιούν την σχέση H x = λ x.


  Προφανώς επειδή H > 0: xΤH x = λ xΤx > 0 και επειδή xΤx=∑xi2 > 0 ⇒ λ > 0


  (2) το πρόσημο όλων των (m το πλήθος) κύριων μερικών οριζουσών του H είναι θετικό


  Κύριες μερικές ορίζουσες είναι οι ορίζουσες των τετραγωνικών πινάκων που διαμορφώνονται αρχίζοντας από το στοιχείο [image: image]


  δηλαδή [image: image]


  Ο έλεγχος της συνθήκης H(J) < 0 (τοπικό μέγιστο) γίνεται με τους εξής δύο τρόπους:


  (1) όλες οι ιδιοτιμές του H είναι αρνητικές


  (2) το πρόσημο των κύριων μερικών οριζουσών του H είναι (-1)j , j = 1, 2, …m, δηλαδή εναλλάσσεται αρχίζοντας από –1


  Παρατηρήσεις

  (1) αν ο πίνακας Hessian είναι ημιορισμένος (≥) χρειάζεται να ελεγχθούν οι παράγωγοι ανώτερης τάξης όπως και στην περίπτωση μιας μεταβλητής

  (2) στη περίπτωση δύο μεταβλητών, αν ο πίνακας Hessian δεν είναι ούτε θετικά ούτε αρνητικά ορισμένος στο στάσιμο σημείο, το σημείο είναι μικτό (saddle point ή σημείο σάγματος) και η συνάρτηση έχει μέγιστο ως προς τη μια μεταβλητή και ελάχιστο ως προς την άλλη. Μικτά σημεία μπορεί να υπάρχουν και για περισσότερες από δύο μεταβλητές.


  Παράδειγμα 2.2


  [image: image]


  Παράδειγμα 2.3

  Να βρεθούν οι πραγματικές τιμές του α για τις οποίες η συνάρτηση [image: image]έχει τοπικό ελάχιστο στο σημείο (0,0).


  [image: image]


  Στο σημείο (0,0) έχουμε fx (0,0) = 0, fy(0,0) = 0 επομένως το σημείο (0,0) είναι στάσιμο σημείο.

  Δ1(0,0) = fxx(0,0) = 2 + 2 α2 > 0 ∀α∈R,

  Δ2(0,0)= [image: image] = (2 + 2 α2)(2+2) – 1 = (8 α2 +7) > 0 ∀α∈R

  Επομένως για κάθε πραγματική τιμή του α υπάρχει τοπικό ελάχιστο στο (0,0).


  Παράδειγμα 2.4

  Κατά μήκος ποταμού υπάρχουν δύο εργοστάσια παραγωγής. Το επίπεδο παραγωγής κάθε εργοστασίου χαρακτηρίζεται από την ποσότητα των εκροών του xi. Το κόστος παραγωγής δίδεται από τη σχέση Ki(xi) = ai (ai, bi > 0), ενώ τα έσοδα από πωλήσεις των προϊόντων είναι pi > 0 ανά μονάδα εκροής. Ζητείται να προσδιοριστεί το επίπεδο παραγωγής κάθε εργοστασίου, ώστε να μεγιστοποιείται το καθαρό κέρδος.


  Α. Μεμονωμένη θεώρηση

  Εργοστάσιο 1


  Κόστος παραγωγής K1(x1) = a1 Έσοδα από πωλήσεις = p1 x1


  Kαθαρό κέρδοςz1 = p1 x1 - a1 eb1x1


  [image: image]


  Για p1 = 10, a1 = 358 και b1 = 0.008 προκύπτει x1* = 156.3 και z1*= 312.9


  Εργοστάσιο 2

  Το κόστος παραγωγής θα είναι υψηλότερο λόγω των εκροών x1 ανάντη του εργοστασίου 2 (χειρότερη ποιότητα νερού, πρόσθετα έξοδα για επεξεργασία)


  


  Kαθαρό κέρδοςz2 = p2 x2 - a2 eb1x1 eb2x2


  Μέγιστο αν [image: image]


  στο σημείο [image: image]


  Για p2 = 18, a2 = 467, b2 = 0.01, d = 0.001, και  x1* = 156.3



  
    προκύπτει x2* = 119.3 και z2*= 347.4

  


  Συνολικό καθαρό κέρδος για μεμονωμένη θεώρηση z*= z1*+ z2*= 660.3


  Β. Συστημική θεώρηση


  [image: image]


  Στο σημείο (x1*, x2*) ελέγχουμε για θετικά/αρνητικά ορισμένο πίνακα Hessian.


  [image: image]


  ώστε Η < 0 ⇒ στο σημείο (x1*, x2*) υπάρχει τοπικό μέγιστο z* = 681.80 Συνοψίζοντας τα αποτελέσματα, η συστημική προσέγγιση οδηγεί σε μεγαλύτερο συνολικό καθαρό κέρδος. Το Εργοστάσιο 1 πρέπει να λειτουργεί σε επίπεδο μικρότερο από το ατομικό βέλτιστο, ευνοώντας τη παραγωγή του Εργοστασίου 2 ώστε το αποτέλεσμα για την κοινωνία να είναι καλύτερο.


  [image: image]


  Γ. Προσθήκη εγκατάστασης επεξεργασίας των εκροών του Εργοστασίου 1 Έστω 0 ≤ r ≤ 1 ο βαθμός απομάκρυνσης των εκροών του εργοστασίου 1, δηλαδή ποσότητα ω = (1-r)x1 εκρέει στον ποταμό και rx1 απομακρύνεται. Το κόστος επεξεργασίας αυξάνει σημαντικά με την τιμή του r και δίδεται από την συνάρτηση [image: image] με τιμές των παραμέτρων α = 1.64, β = 0.7, γ = 0.3.


  H επιτρεπόμενη εκροή στο ποταμό ω = (1-r)x1 μπορεί να εκληφθεί σαν μια ποσότητα που καθορίζεται από την κεντρική κυβέρνηση. Η συστημική θεώρηση τροποποιείται ως εξής:


  [image: image]


  Μέγιστο αν [image: image]


  [image: image]


  Τα σημεία τοπικού ακρότατου (μεγίστου) μπορεί να βρεθούν για διάφορες τιμές του ω, υπολογισμό του x2* και στη συνέχεια υπολογισμό του x1* με δοκιμές.


  [image: image]


  [image: image]


  με δοκιμές η βέλτιστη λύση προκύπτει ως

  ω* = 18.5, x1* = 147.5, x2* = 133.1, οπότε r* = 0.875 και z* = 808.4.


  Δ. Επιβολή προστίμου από την κυβέρνηση για εκροές του Εργοστασίου 1

  Για να αποθαρρύνει τις εκροές του Εργοστασίου 1 η κυβέρνηση μπορεί να επιβάλλει πρόστιμο q ανά μονάδα εκροών. Το συνολικό καθαρό κέρδος είναι:


  [image: image]


  με δοκιμές η βέλτιστη λύση προκύπτει ως

  ω* = 18.5, x1* = 147.5, q* = 1.80, οπότε r* = 0.875 και z* = 808.4

  Αντί να καθορίσει την επιτρεπόμενη εκροή ω* η κυβέρνηση μπορεί να επιβάλλει πρόστιμο q* = 1.80 ανά μονάδα εκροών. Όμως η ορθή χρέωση για τις εκροές θα πρέπει να προσδιοριστεί με εκτίμηση της αξίας της καταστροφής που προκαλείται κατάντη. Μερικές παρατηρήσεις για το παραπάνω παράδειγμα είναι:


  



  


  
    	χρειάζεται συνολική (συστημική) θεώρηση του προβλήματος



    	στη μεμονωμένη θεώρηση δεν μπορεί να μην συνυπολογίζεται ποιος έχει την πολιτική ισχύ



    	υπάρχουν οι μηχανισμοί για την επιβολή του βέλτιστου βαθμού απομάκρυνσης ή προστίμων και με τι κόστος είναι αποτελεσματικοί;


  


  


  



  


  
    2.2.3 Συναρτήσεις τετραγωνικής μορφής n-μεταβλητών
  


  Οι τετραγωνικές συναρτήσεις συχνά χρησιμοποιούνται για να προσεγγίζονται γενικές συναρτήσεις με ανάπτυξη σε σειρά Taylor στη γειτονιά ενός σημείου που ενδιαφέρει. Για το λόγο αυτό εξετάζονται παρακάτω με μεγαλύτερη λεπτομέρεια.

  Ορισμός

  Τετραγωνική μορφή n-μεταβλητών x1, x2,…xn είναι μια συνάρτηση της μορφής


  [image: image]


  όπου οι συντελεστές aij και aji είναι συμμετρικοί (aij = aji)


  Κάθε τετραγωνική μορφή μπορεί να γραφεί σαν f(x) = ½ xTQx - bT x, όπου x είναι ένα διάνυσμα (n,1) των μεταβλητών, Q είναι συμμετρικός πίνακας (n,n) και b είναι ένα διάνυσμα (n,1). Τα διαγώνια στοιχεία του Q είναι οι διπλάσιοι συντελεστές των τετραγώνων των μεταβλητών και τα μη διαγώνια στοιχεία είναι οι συντελεστές των αντίστοιχων γινομένων μεταβλητών με i ≠ j. Τα στοιχεία του b είναι οι συντελεστές των όρων πρώτου βαθμού κάθε μεταβλητής με αντίθετο πρόσημο.


  Παράδειγμα 2.4

  Να προσδιοριστούν οι πίνακες Q και b για τη συνάρτηση


  f(x,y,z) = x2 - 2 y2 + 5 z2 – x y + 4 x z – yz + 4 x – 2 z


  [image: image]


  Είναι εύκολο να προσέξει κανείς ότι ο πίνακας Q είναι ο Εσσιανός πίνακας της τετραγωνικής συνάρτησης f.


  Ελαχιστοποίηση τετραγωνικής συνάρτησης


  [image: image]


  όπου Q συμμετρικός πίνακας (n,n) και


  b διάνυσμα συντελεστών (n,1) b ∈Rn


  Διάνυσμα Κλίσης: [image: image]


  Πίνακας Hessian: [image: image]


  Αναγκαία συνθήκη για τοπικό ελάχιστο x*


  ∇ f(x) = 0 ⇒ Qx – b = 0 ⇒ Qx* = b


  Περίπτωση 1: Q > 0(θετικά ορισμένος Q)

  Το x* = Q-1b είναι το σημείο του μοναδικού απόλυτου ελαχίστου με τιμή

  f(x*) = ½ (Q-1b)TQ Q-1b – bT Q-1b = ½ bT Q-1 Q Q-1b – bT Q-1b = – ½ bT Q-1b


  Περίπτωση 2: Q ≥ 0(θετικά ημιορισμένος Q)

  (α) αν b ∈ Range(Q) υπάρχουν πολλά x*: Qx* = b και όλα είναι απόλυτα ελάχιστα

  (β) αν b ∈ Range(Q) δεν υπάρχει απόλυτο ελάχιστο


  Περίπτωση 3: Q έχει μια τουλάχιστον αρνητική ιδιοτιμή

  δεν υπάρχει απόλυτο ελάχιστο, μόνο μικτό σημείο (σημείο σάγματος)


  Παράδειγμα 2.5


  [image: image]


  οι ιδιοτιμές του πίνακα Q είναι λ = 0 και λ = 2. Συνεπώς Q ≥ 0


  [image: image]


  Επομένως για x1 = -x2 το b ∈ Range(Q) και όλα είναι απόλυτα ελάχιστα με τιμή f(a,-a) = 0


  [image: image]


  οι ιδιοτιμές του πίνακα Q είναι λ = 0 και λ = 1. Συνεπώς Q ≥ 0


  [image: image]


  Επομένως b ∉ Range(Q) και δεν υπάρχει απόλυτο ελάχιστο.


  2.3 ΚΥΡΤΕΣ ΚΑΙ ΚΟΙΛΕΣ ΣΥΝΑΡΤΗΣΕΙΣ


  2.3.1. Ορισμοί και ιδιότητες


  Ορισμός


  Η συνάρτηση μιας μεταβλητής f(x) είναι κυρτή (convex) συνάρτηση αν για κάθε ζεύγος τιμών της x΄ και x΄΄ ισχύει f[λx΄΄ + (1-λ) x΄] ≤ λf(x΄΄) + (1-λ) f(x΄) για όλες τις τιμές του λ: 0 ≤ λ ≤ 1


  Η συνάρτηση είναι αυστηρά κυρτή αν η ασθενής ανισότητα ≤ μπορεί να αντικατασταθεί με ισχυρή ανισότητα <. Η συνάρτηση είναι κοίλη (concave) ή αυστηρά κοίλη αν το σύμβολο ≤ αντικατασταθεί με ≥ ή > αντίστοιχα.


  Γεωμετρική ερμηνεία

  Τα σημεία [x΄, f(x΄)] και [x΄΄, f(x΄΄)] είναι δύο σημεία της καμπύλης που αναπαριστά την f(x) και τα διάφορα σημεία του ευθύγραμμου τμήματος που συνδέει τα παραπάνω σημεία δίδονται σαν γραμμικοί συνδυασμοί

  [λx΄΄ + (1-λ) x΄, λf(x΄΄) + (1-λ) f(x΄)] όταν 0 ≤ λ ≤ 1.


  Η f(x) είναι κυρτή εάν, για κάθε ζεύγος σημείων στη καμπύλη που αναπαριστά γραφικά τη συνάρτηση, το ευθύγραμμο τμήμα που ενώνει τα δύο αυτά σημεία βρίσκεται εξ ολοκλήρου πάνω από ή επί της καμπύλης της f(x). Με άλλα λόγια η f(x) είναι κυρτή αν στρέφει τα κοίλα προς τα πάνω. Το αντίθετο συμβαίνει με την κοίλη συνάρτηση. Η ευθεία είναι η οριακή περίπτωση τόσο της κυρτής όσο και της κοίλης συνάρτησης. Όταν χρειάζεται να αποκλειστεί η ευθεία, χρησιμοποιείται η αυστηρά κυρτή (κοίλη) συνάρτηση.


  Μαθηματικά τα παραπάνω εκφράζονται ως εξής (εφ’ όσον η f(x) έχει δεύτερη παράγωγο)


  



  Κυρτή συνάρτηση  f(2)(x) ≥ 0  Αυστηρά κυρτή  f(2)(x) > 0


  Κοίλη συνάρτηση  f(2)(x) ≤ 0  Αυστηρά κοίλη  f(2)(x) < 0


  
    

  


  Τα παραπάνω γενικεύονται στα επόμενα και για τη περίπτωση συνάρτησης πολλών μεταβλητών.


  Ορισμός

  Ευθύγραμμο τμήμα που ενώνει τα σημεία

  (x1΄, x2΄,…xm΄) = x΄ ∈ Rm και (x1΄΄, x2΄΄,…xm΄΄) = x΄΄∈ Rm

  είναι το σύνολο των σημείων (x1, x2,…xm) = x = λ x΄΄ + (1-λ) x΄

  για όλες τις τιμές του λ: 0 ≤ λ ≤ 1


  Π.χ. Εάν (x1΄, x2΄) = (2, 6) (x1΄΄, x2΄΄) = (3, 4)


  τότε (x1, x2) = [3λ + 2(1-λ), 4λ + 6(1-λ)] = [λ + 2, -2λ + 6] 0 ≤ λ ≤ 1


  



  Ορισμός

  Η συνάρτηση πολλών μεταβλητών f(x) = f(x1, x2,… xn) είναι κυρτή (convex) συνάρτηση αν για κάθε ζεύγος σημείων x΄ και x΄΄ ισχύει

  f[λx΄΄ + (1-λ) x΄] ≤ λf(x΄΄) + (1-λ) f(x΄) για όλες τις τιμές του λ: 0 ≤ λ ≤ 1


  Αντίστοιχα μεταφέρονται οι έννοιες της αυστηράς κυρτής, κοίλης και αυστηράς κοίλης συνάρτησης.


  Μαθηματικά τα παραπάνω εκφράζονται με τη βοήθεια του πίνακα Hess ως εξής (εφ’ όσον η f(x) έχει δεύτερες παραγώγους):


  



  Κυρτή συνάρτηση Η(f) ≥ 0   Αυστηρά κυρτή Η(f) > 0


  Κοίλη συνάρτηση Η(f) ≤ 0   Αυστηρά κοίλη Η(f) < 0


  
    

  


  Δηλαδή γνώση του αν η συνάρτηση είναι κυρτή ή κοίλη ισοδυναμεί με την ικανή συνθήκη για την ύπαρξη ακροτάτου που διατυπώθηκε προηγούμενα.


  


  
    Ιδιότητες κυρτών συναρτήσεων
  


  1) Εάν η f(x) = f(x1, x2,…xn) είναι κυρτή, τότε η - f(x) είναι κοίλη.

  2) Το άθροισμα κυρτών συναρτήσεων είναι κυρτή συνάρτηση.

  Οι ιδιότητες αποδεικνύονται με εφαρμογή του ορισμού των κυρτών συναρτήσεων.


  Ορισμός

  Κυρτό σύνολο (convex set) είναι ένα σύνολο σημείων για τα οποία το ευθύγραμμο τμήμα που ενώνει κάθε ζεύγος αυτών βρίσκεται εξ ολοκλήρου εντός του συνόλου.


  Δηλαδή το υποσύνολο X ⊂ Rn είναι κυρτό, εάν ∀x1, x2 ∈X


  και για κάθε λ: 0 ≤ λ ≤ 1, ισχύει ότι x = λ x1 + (1-λ) x2 ∈X


  


  
    Ιδιότητες κυρτών συνόλων
  


  1) Η τομή κυρτών συνόλων είναι κυρτό σύνολο.

  2) Ένα υπερεπίπεδο είναι κυρτό σύνολο. Η γραμμική εξίσωση aTx = b ορίζει ένα υπερεπίπεδο και οι γραμμικές ανισότητες aTx ≤ b και aTx ≥ b ορίζουν κυρτούς ημίχωρους, υποσύνολα του Rn.


  Πρόταση 1

  Έστω η f(x): Rn → R και είναι παραγωγίσιμη πρώτης τάξης. Τότε η f(x) είναι κυρτή στο κυρτό σύνολο X ⊂ Rn εάν και μόνο εάν


   f(y) ≤ f(x) + ∇f(x)T (y – x) ∀x,y∈X


  Απόδειξη:

  Επειδή η f(x) είναι κυρτή: f[λy + (1-λ) x] ≤ λf(y) + (1-λ) f(x)

  ⇒ f[x – λ (y - x)] - f(x)≤ λ [f(y) - f(x)]

  ≤ [image: image]≤ f(y) - f(x). Καθώς λ → 0: ∇f(x)T (y – x) ≤ f(y) - f(x).


  Η πρόταση σημαίνει ότι η γραμμική προσέγγιση υποεκτιμά μια κυρτή συνάρτηση. Π.χ. για την τετραγωνική προσέγγιση

  f(x) = f(x*) + ∇f(x*)T (x – x*) + ½ (x – x*)TQ(x – x*),

  αν Q ≥ 0 (δηλαδή η f(x) είναι κυρτή συνάρτηση, επειδή ο πίνακας Hess είναι θετικά ημιορισμένος) τότε f(x) ≥ f(x*) + ∇f(x*)T (x – x*).


  


  
    2.3.2. Κυρτότητα και απόλυτα ακρότατα
  


  Οι παρακάτω προτάσεις επιτρέπουν τον εντοπισμό των απόλυτων ακροτάτων συναρτήσεων πολλών μεταβλητών. Συνδυάζουν τις ιδιότητες κυρτότητας ή μη τόσο της συνάρτησης όσο και του συνόλου των εφικτών λύσεων που καθορίζεται από τους περιορισμούς. Αν η αντικειμενική συνάρτηση δεν είναι ούτε κυρτή ούτε κοίλη και το σύνολο των περιορισμών δεν είναι κυρτό, δεν είναι δυνατό να εξαχθούν συμπεράσματα για την ύπαρξη απόλυτου ακρότατου.


  Πρόταση 2

  Αν η αντικειμενική συνάρτηση f(x): Rn → R είναι κυρτή συνάρτηση και το σύνολο των περιορισμών είναι κυρτό, τότε κάθε τοπικό ελάχιστο της f(x) που ικανοποιεί τους περιορισμούς θα είναι απόλυτο ελάχιστο.


  Πρόταση 3

  Αν η αντικειμενική συνάρτηση f(x): Rn → R είναι κοίλη συνάρτηση και το σύνολο των περιορισμών είναι κυρτό, τότε το απόλυτο ελάχιστο της f(x) θα βρίσκεται σε ένα ή περισσότερα ακραία σημεία του συνόλου των περιορισμών.


  Πρόταση 4

  Αν η αντικειμενική συνάρτηση f(x): Rn→ R είναι κοίλη συνάρτηση και το σύνολο των περιορισμών είναι κυρτό, τότε κάθε τοπικό μέγιστο της f(x) που ικανοποιεί τους περιορισμούς θα είναι απόλυτο μέγιστο.


  Πρόταση 5

  Αν η αντικειμενική συνάρτηση f(x): Rn→ R είναι κυρτή συνάρτηση και το σύνολο των περιορισμών είναι κυρτό, τότε το απόλυτο μέγιστο της f(x) θα βρίσκεται σε ένα ή περισσότερα ακραία σημεία του συνόλου των περιορισμών.


  ΠΡΟΒΛΗΜΑΤΑ ΓΙΑ ΕΞΑΣΚΗΣΗ


  2.1 Εξετάστε τα ακρότατα χωρίς περιορισμούς της συνάρτησης


  f(x1, x2, x3) = x1+ 2 x3 + x2 x3– x12–x22–x32


  [image: image]


  τοπικό μέγιστο στο σημείο (1/2, 2/3, 4/3)


  2.2 Εξετάστε τα ακρότατα χωρίς περιορισμούς της συνάρτησης


  f(x1, x2, x3) = 20 -9 x1- 10 x2 - 12 x3 – 2 x1 x2– 2 x2 x3+ x12+x22+x32


  [image: image]


  [image: image]


  τοπικό ελάχιστο στο σημείο (87/4, 69/4, 31/4)


  2.3 (Ossenbruggen) Χρησιμοποιείστε την αρχή της συνολικής δυναμικής ενέργειας για να προσδιορίσετε την θέση ισορροπίας του συστήματος με δύο ελατήρια-μάζες της εικόνας.

  (α) Χρησιμοποιείστε άλγεβρα πινάκων για τη λύση

  (β) Αποδείξτε ότι το σύστημα είναι ευσταθές.

  Θεωρείστε μόνο το νεκρό βάρος των μαζών

  Η συνολική δυναμική ενέργεια του συστήματος V συνίσταται από το άθροισμα της ελαστικής ενέργειας των ελατηρίων ½ k e2 και της ενέργειας λόγω της βαρύτητας των μαζών –Wx, όπου e είναι η επιμήκυνση του ελατηρίου και x η μετατόπιση από τη θέση ισορροπίας.


  V = ½ k1 x12 + ½ k2 (x2 – x1)2 – W1 x1 – W2 x2


  V = ½ 2000 x12 + ½ 500 (x22 – 2 x1 x2 + x12)2 – 2000 x1– 4000 x2


  τοπικό ελάχιστο στο σημείο (4, 12), άρα το σύστημα είναι ευσταθές.


  [image: image]


  2.4 (Ossenbruggen) Προσδιορίστε τη θέση του τοπικού ελαχίστου της συνάρτησης


  f(x1, x2) = ex1 - 5 x1 + (x2 – 2)2


  τοπικό ελάχιστο στο σημείο (ln5, 2).


  2.5 (Ossenbruggen) Προσδιορισμός ενός βέλτιστου επιπέδου παραγωγής Μια εταιρεία σχεδιάζει την παραγωγή δύο τύπων προϊόντων. Οι τιμές πώλησης ανά μονάδα είναι €100 και €150 για τα προϊόντα 1 και 2 αντίστοιχα. Τα κόστη παραγωγής είναι C1 = 50 q11.1 για το προϊόν 1 και C2 = 110 q21.05 για το προϊόν 2. Υποθέστε ότι υπάρχει ικανή ζήτηση και όλα τα αγαθά που θα παραχθούν θα πωληθούν.

  (α) Προσδιορίστε το βέλτιστο επίπεδο παραγωγής ώστε να μεγιστοποιείται το κέρδος.

  (β) Αποδείξτε ότι η βέλτιστη λύση είναι ένα τοπικό μέγιστο.

  Το καθαρό κέρδος είναι ίσο με τα έσοδα μείον τα κόστη, P = R – C.


  P = 100 q1 + 150 q2 - 50 q11.1 - 110 q21.05


  τοπικό μέγιστο στο σημείο (394, 186).


  2.6 (Ossenbruggen) Επίδραση της δυνατότητας παραγωγής στο βέλτιστο επίπεδο

  Συνέχεια από το προηγούμενο πρόβλημα 2.5, εξαιτίας του περιορισμένου χώρου των εγκαταστάσεων, ο μέγιστος αριθμός μονάδων που μπορεί να παράγει η εταιρεία οποιαδήποτε χρονική στιγμή είναι 500.

  (α) Διαμορφώστε ένα μαθηματικό πρόβλημα για το προσδιορισμό του βέλτιστου επιπέδου παραγωγής ώστε να μεγιστοποιείται το κέρδος.

  (β) Προσδιορίστε το βέλτιστο επίπεδο παραγωγής και αποδείξτε ότι είναι ένα απόλυτο μέγιστο.


  Max P = 100 q1 + 150 q2 - 50 q11.1 - 110 q21.05


  q1 + q2 ≤ 500


  q1 ≥ 0, q2 ≥ 0


  Από την προηγούμενη λύση (394, 186) παρατηρούμε ότι παραβιάζεται ο περιορισμός. Συνεπώς ο περιορισμός είναι ενεργός και ισχύει σαν ισότητα q1 + q2 = 500 ή q1 = 500 - q2


  Max P = 100 (500 - q2) + 150 q2 - 50 (500 - q2)1.1 - 110 q21.05


  Από την αναγκαία συνθήκη προκύπτει πιθανή θέση ακρότατου (344, 156). Η ικανή συνθήκη δίδει P(2) < 0, άρα το κρίσιμο σημείο είναι τοπικό μέγιστο και η συνάρτηση είναι κοίλη.


  Από τη Πρόταση 4, εάν το σύνολο των περιορισμών είναι κυρτό σύνολο, το τοπικό ακρότατο θα είναι απόλυτο ακρότατο. Πράγματι οι γραμμικοί περιορισμοί ορίζουν κυρτούς ημίχωρους, η τομή των οποίων είναι κυρτό σύνολο.


  2.7 Από ένα ορθογώνιο φύλλο λαμαρίνας με διαστάσεις a και b αφαιρούνται τέσσερα γωνιακά τετράγωνα κομμάτια με διάσταση d, και οι πλευρές κατόπιν τσακίζονται προς τα πάνω για να σχηματιστεί ένα ανοικτό ορθογώνιο κιβώτιο. Βρείτε το βάθος του κιβωτίου που μεγιστοποιεί τον όγκο του.


  2.8 Το κέρδος ανά στρέμμα μιας αγροτικής επιχείρησης δίδεται από τη συνάρτηση


  [image: image]


  όπου x1 και x2 συμβολίζουν το κόστος εργασίας και λιπασμάτων αντίστοιχα. Βρείτε το μέγιστο κέρδος.


  2.9 Η εισροή σε μια δεξαμενή καθαρισμού βιομηχανικών αποβλήτων μεταβάλλεται με το χρόνο t (μέρες) ως εξής: Qin = 2 + sin(2πt) Mgal/μέρα

  (α) Βρείτε το συνολικό όγκο αποβλήτων που εισρέει στη δεξαμενή κάθε μέρα.

  (β) Η εκροή από τη δεξαμενή είναι σταθερή και ίση με Qout = 2 Mgal/μέρα.

  Δεδομένου ότι η μεταβολή του αποθηκευμένου όγκου νερού στη δεξαμενή είναι ίση με Qin - Qout βρείτε τον απαιτούμενο όγκο της δεξαμενής (κάντε την παραδοχή ότι στη δυσμενέστερη χρονική στιγμή η δεξαμενή είναι άδεια).
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  3.1 ΠΡΟΒΛΗΜΑΤΑ ΜΕ ΠΕΡΙΟΡΙΣΜΟΥΣ ΙΣΟΤΗΤΕΣ


  Ζητούνται οι τιμές των μεταβλητών απόφασης που ελαχιστοποιούν την αντικειμενική συνάρτηση κάτω από ένα σύνολο m-περιορισμών με τη μορφή ισοτήτων


  [image: image]


  κάτω από  gj(x) = 0  j = 1, 2, …, m


  Προκειμένου να αναζητηθεί λύση, απαιτείται m < n. Αλλοιώς, το πρόβλημα θα αφορούσε απλά την ύπαρξη ή όχι λύσης στο σύστημα m εξισώσεων με μικρότερο αριθμό αγνώστων n.


  3.2 ΤΕΧΝΙΚΕΣ ΓΙΑ ΤΟ ΠΡΟΣΔΙΟΡΙΣΜΟ ΤΟΥ ΑΚΡΟΤΑΤΟΥ


  3.2.1 Λύση με άμεση αντικατάσταση


  Επιλύονται οι m εξισώσεις – περιορισμοί εκφράζοντας m μεταβλητές σαν συναρτήσεις των υπολοίπων n-m μεταβλητών. Οι m μεταβλητές αντικαθίστανται στην συνάρτηση f και προκύπτει μια νέα συνάρτηση με μόνο n-m μεταβλητές που πρέπει να ελαχιστοποιηθεί χωρίς περιορισμούς, σύμφωνα με τις μεθόδους που ήδη παρουσιάστηκαν στο Κεφάλαιο 2.


  3.2.2 Μεταβολή υπό περιορισμούς


  Για απλοποίηση της παρουσίασης, έστω n = 2 και m = 1.


  Η αναζήτηση ακρότατου γίνεται στα στάσιμα σημεία για τα οποία η αναγκαία συνθήκη είναι το ολικό διαφορικό της συνάρτησης f να είναι μηδέν


  [image: image]


  Στην περιοχή του ακρότατου (x1*, x2*) ικανοποιείται επίσης ο περιορισμός g(x1, x2) = 0. Εξετάζουμε τα σύνολα επιτρεπτών μεταβολών (dx1, dx2) που δεν παραβιάζουν τον περιορισμό και επομένως ικανοποιούν την σχέση


  [image: image]


  [image: image]


  Η γενική μορφή των συνθηκών (3) και (4) μπορεί να αποδειχθεί ότι είναι


  [image: image]


  Ο υπολογισμός των οριζουσών Jacobi τάξης m+1 είναι από μόνος του πολύπλοκος. Επιπλέον, η ικανή συνθήκη για ακρότατο απαιτεί τον υπολογισμό των δευτέρων παραγώγων της συνάρτησης υπό τους περιορισμούς και μπορεί να γίνει υπολογιστικά απαγορευτική. Γι’ αυτό η μέθοδος των μεταβολών υπό περιορισμούς έχει εφαρμογή μόνο σε προβλήματα με λίγες μεταβλητές και περιορισμούς.


  Παράδειγμα 3.1


  [image: image]


  κάτω από g1(y) = y1 + 2y2 + 3y3 + 5y4 – 10 = 0

           g2(y) = y1 + 2y2 + 5y3 + 6y4 – 15 = 0


  Επειδή n = 4 και m = 2 χρειάζεται να επιλεγούν m = 2 ανεξάρτητες μεταβλητές ώστε να ικανοποιούν την συνθήκη [image: image]


  [image: image]
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  Επομένως οι ικανές συνθήκες για ακρότατο της f είναι:


  2 y2 – 4 y1 = 0  ⇒ y1 = 1/2 y2


  2 y4 – 7 y1 - y3 = 0  ⇒ y3 = 2 y4 – 7 y1 = 2 y4 – 7/2 y2


  Αντικαθιστώντας στους περιορισμούς προκύπτει


  g1(y) = 1/2 y2 + 2y2 + 3(2 y4 – 7/2 y2) + 5y4 – 10 = 0 ⇒ – 8 y2 + 11 y4 = 10


  g2(y) = 1/2 y2 + 2y2 + 5(2 y4 – 7/2 y2) + 6y4 – 15 = 0 ⇒ – 15 y2 + 16 y4 = 15


  Η λύση είναι: y2* = -5/37  y4* = 30/37  y1* = -5/74  y3* = 155/74


  3.2.3 Πολλαπλασιαστές Lagrange


  Συνεχίζοντας την ανάλυση της προηγουμένης ενότητας για n = 2 και m = 1 και εισάγοντας την μεταβλητή  [image: image]  στην εξίσωση (4) προκύπτει


  [image: image]


  Εξάλλου από τον ορισμό του λ προκύπτει:


  [image: image]


  Επίσης στο σημείο ακρότατου (x1*, x2*) ισχύει και ο περιορισμός g(x1, x2) = 0


  Είναι προφανές ότι αυτές οι τρεις αναγκαίες συνθήκες μπορεί να βρεθούν με παραγώγιση της συνάρτησης Lagrange


  L(x1, x2, λ) = f(x1, x2) + λ g(x1, x2) ως προς τις μεταβλητές x1, x2, και λ και αναζήτηση των στάσιμων σημείων της, όπως στην περίπτωση βελτιστοποίησης χωρίς περιορισμούς. Ο συντελεστής λ ονομάζεται πολλαπλασιαστής Lagrange.


  Στην γενική περίπτωση


  [image: image]


  Οι σχέσεις (8) και (9) αποτελούν σύστημα από n + m εξισώσεις με n + m αγνώστους x και λ.


  Ερμηνεία των πολλαπλασιαστών Lagrange


  Έστω ότι οι περιορισμοί γράφονται στη μορφή gj(x) = bj, j = 1, 2, …, m


  [image: image]


  Θεωρώντας ότι το επίπεδο κάθε περιορισμού bj μπορεί να μεταβληθεί, στην περιοχή του ακροτάτου ισχύει


  [image: image]


  δηλαδή ο πολλαπλασιαστής Lagrange λj αντιπροσωπεύει την οριακή μεταβολή (βελτίωση ή γενικά αλλαγή) στην συνάρτηση f που προκύπτει από την διαφορική χαλάρωση του επιπέδου bj του περιορισμού (σκιώδης τιμή).


  Παράδειγμα 3.2


  Επίλυση του παραδείγματος 3.1 με πολλαπλασιαστές Lagrange


  [image: image]


  Παράδειγμα 3.3


  Σχεδιασμός ανοικτής δεξαμενής συγκράτησης φερτών με δεδομένα την παροχή Q και τον επιθυμητό χρόνο παραμονής Τ, ώστε να ελαχιστοποιείται το κόστος που είναι ανάλογο της ολικής επιφάνειας της δεξαμενής. Μέσα στη δεξαμενή και κάθετα στη ροή υπάρχει διαπερατό τοίχωμα.


  Έστω x, y, z οι διαστάσεις της δεξαμενής (η φορά της ροής είναι κατά το x).


  Ο όγκος της δεξαμενής δίδεται εμμέσως V = Q T = x y z


  και το πρόβλημα είναι:


  min (x y + 2 x z + 3 y z) κάτω από x y z = V


  [image: image]


  Παράδειγμα 3.4


  Να βρεθεί η ακτίνα r και το ύψος h δεξαμενής νερού κλειστού κυλινδρικού σχήματος με δεδομένο όγκο ώστε να έχει ελάχιστη επιφάνεια.


  min Α = (2 π r h + 2 π r2) κάτω από V = π r2 h


  [image: image]


  3.3 ΙΚΑΝΕΣ ΣΥΝΘΗΚΕΣ ΣΤΗ ΜΕΘΟΔΟ ΠΟΛΛΑΠΛΑΣΙΑΣΤΩΝ LAGRANGE


  Χρειάζεται να ελεγχθεί η ικανή συνθήκη για το πρόβλημα βελτιστοποίησης χωρίς περιορισμούς, δηλαδή να ελεγχθεί το πρόσημο του πίνακα Hessian της συνάρτησης Lagrange. Παρατηρώντας ότι


  [image: image]


  ο πίνακας Hessian παίρνει τη μορφή


  [image: image]


  Ο παραπάνω πίνακας λέγεται συνοριακός πίνακας του Hess (Bordered Hessian Matrix). Σύμφωνα με όσα ήδη αναπτύχθηκαν αν Η > 0 υπάρχει τοπικό ελάχιστο, ενώ αν Η < 0 υπάρχει τοπικό μέγιστο. Πρέπει να διευκρινιστεί ότι οι συνθήκες αυτές είναι ικανές για την ύπαρξη ακρότατου, αλλά όχι και αναγκαίες. Με άλλα λόγια ένα στάσιμο σημείο μπορεί να είναι ακρότατο χωρίς να ικανοποιεί τις παραπάνω συνθήκες (δηλαδή να ισχύει Η > 0 ή Η < 0).


  Αποδεικνύεται ότι για να ελεγχθούν οι ικανές συνθήκες, αρκεί να ελεγχθούν οι ρίζες του n-m βαθμού πολυωνύμου


  [image: image]


  και αν όλες οι n-m ρίζες s είναι θετικές τότε υπάρχει τοπικό ελάχιστο, ενώ αν είναι αρνητικές τότε υπάρχει τοπικό μέγιστο.


  Παράδειγμα 3.6


  Να διερευνηθούν τα ακρότατα της f(x, y) = xy κάτω από h(x, y) = x + y = 6.


  L(x, y) = xy + λ (x + y − 6).


  [image: image]


  Η λύση αυτή πρέπει να ελεγχθεί με τις ικανές συνθήκες ώστε να διαπιστωθεί αν είναι μέγιστο, ελάχιστο ή τίποτε.


  [image: image]


  Επομένως το κρίσιμο σημείο (x = 3, y = 3) είναι μέγιστο.


  Παράδειγμα 3.5 - Προσδιορισμός της κατεύθυνσης επικλινέστερης ανόδου


  Πρόταση: Η κλίση της συνάρτησης f(x) αντιπροσωπεύει την κατεύθυνση επικλινέστερης ανόδου (δηλαδή την κατεύθυνση στην οποία η συνάρτηση αυξάνεται εντονότερα), ενώ η αρνητική κλίση της συνάρτησης δείχνει την κατεύθυνση επικλινέστερης καθόδου.


  Έστω u το μοναδιαίο διάνυσμα στην κατεύθυνση s.


  Για ένα βήμα ds, έχουμε dr = u ds


  [image: image]


  Η παράγωγος [image: image] εκφράζει την μεταβολή της συνάρτησης στην κατεύθυνση s. Εάν [image: image] > 0 στη φορά του dr τότε είναι κατεύθυνση ανόδου, αλλοιώς καθόδου.


  Το πρόβλημα προσδιορισμού της κατεύθυνσης επικλινέστερης ανόδου παίρνει τη μορφή:


  [image: image]


  δηλαδή η κατεύθυνση της μέγιστης μεταβολής της συνάρτησης είναι η κατεύθυνση της κλίσης της συνάρτησης. Ο ρυθμός μεταβολής υπολογίζεται ως


  [image: image]


  δηλαδή είναι ίσος με το μέγεθος του διανύσματος κλίσης της συνάρτησης.


  Παρατήρηση


  Το πρόβλημα μπορεί να τεθεί ισοδύναμα ως εξής:


  [image: image]


  Η αντικειμενική συνάρτηση είναι ευθεία και έχει μέγιστο στο σημείο


  (-a, -b) και ελάχιστο στο (a, b).


  Απόδειξη με έλεγχο της ικανής συνθήκης
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  ΠΡΟΒΛΗΜΑΤΑ ΓΙΑ ΕΞΑΣΚΗΣΗ


  3.1 Ο Οργανισμός Αστικών Λεωφορείων έχει προσδιορίσει ότι το μέσο κόστος για την εξυπηρέτηση των επιβατών σε ένα σύστημα δύο γραμμών είναι €1.20 ανά επιβάτη. Η επιχείρηση αναζητεί μια μέθοδο για να καθιερώσει τις τιμές εισιτηρίων, λαμβάνοντας υπόψη το μήκος της διαδρομής του επιβάτη και τον αριθμό των επιβατών σε κάθε γραμμή. Δηλαδή, οι επιβάτες της γραμμής με το μεγαλύτερο αριθμό επιβατών ενδέχεται να πληρώνουν μικρότερο εισιτήριο απ’ ότι οι επιβάτες της γραμμής με τη μικρότερη ζήτηση. Παρόμοια, οι επιβάτες της γραμμής με το μεγαλύτερο μήκος ενδέχεται να πληρώνουν μεγαλύτερο εισιτήριο απ’ ότι οι επιβάτες της γραμμής με το μικρότερο μήκος.
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        	Διαδρομή i

        	Μέσο μήκος διαδρομής Li

        	Μέσος αριθμός επιβατών ni
      


      
        	1

        	10

        	600
      


      
        	2

        	15

        	1,400
      

    

  


  Ένα δίκαιο σύστημα θεωρείται ότι ελαχιστοποιεί τις αποκλίσεις του κόστους της διαδρομής ανάμεσα σε όλους τους επιβάτες. Σαν μέτρο αποτελεσματικότητας λαμβάνεται η σταθμισμένη εξίσωση διασποράς
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  όπου V είναι η διασπορά του κόστους της διαδρομής, ri είναι το έσοδο από το εισιτήριο που πληρώνει κάθε επιβάτης της γραμμής i και [image: image] είναι το μέσο έσοδο από το εισιτήριο που πληρώνουν οι επιβάτες, ή [image: image] , και Ν είναι ο συνολικός αριθμός επιβατών.


  (α) Διαμορφώστε το μαθηματικό υπόδειγμα για να προσδιορίσετε τις τιμές εισιτηρίων, ώστε οι επιβάτες να επιμερίζονται δίκαια το κόστος με βάση το μήκος της διαδρομής και τη ζήτηση.


  (β) Προσδιορίστε τη βέλτιστη λύση με τη μέθοδο των πολλαπλασιαστών Lagrange.


  Επίλυση


  Έστω p1 και p2 οι τιμές εισιτηρίων που θα πληρώνουν οι επιβάτες των γραμμών 1 και 2 αντίστοιχα, ανά μονάδα μήκους - επιβάτη. Επομένως ri = pi Li


  To μέτρο αποτελεσματικότητας γράφεται
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  Υποθέτουμε ότι η επιχείρηση δεν έχει κέρδη, δηλαδή τα έσοδα από τα εισιτήρια καλύπτουν το κόστος, ή
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  Το μαθηματικό υπόδειγμα είναι


  [image: image]


  Έλεγχος του πίνακα Hess αποδεικνύει ότι είναι θετικά ορισμένος, άρα τοπικό ελάχιστο και κυρτή συνάρτηση. Από τη πρόταση 3 έπεται ότι είναι απόλυτο ελάχιστο.


  3.2 (Σημειώσεις ΚΠΑ) Εξετάστε τα ακρότατα του προβλήματος με την μέθοδο των πολλαπλασιαστών Lagrange. Να ελέγξετε και την σχετική ικανή συνθήκη.
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  3.3 (Σημειώσεις ΚΠΑ) Εξετάστε τα ακρότατα του προβλήματος με την μέθοδο των πολλαπλασιαστών Lagrange. Να ελέγξετε και την σχετική ικανή συνθήκη.
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  3.4 Το όριο ενός οικισμού μπορεί να προσεγγιστεί με την εξίσωση μιας έλλειψης: x2/α2 + y2/β2 = 1. Η πυκνότητα πληθυσμού του οικισμού δίδεται από την σχέση: f(x,y) = A |xy|. Προσδιορίστε τις τοποθεσίες και τις τιμές της μέγιστης πυκνότητας πληθυσμού.


  3.5 (Bertsekas) - Βέλτιστος Έλεγχος σε Διακριτό Χρόνο


  Θεωρείστε τη διαχείριση του ισοζυγίου νερού ενός μεμονωμένου ταμιευτήρα.


  Έστω


  xk = στάθμη του νερού στο ταμιευτήρα τη χρονική στιγμή k (μεταβλητή κατάστασης), η στάθμη x0 την χρονική στιγμή 0 είναι γνωστή


  rk = εισροή νερού στο ταμιευτήρα τη χρονική στιγμή k, (μεταβλητή εισόδου), γνωστή για k = 0, …Ν


  uk = εκροή από το ταμιευτήρα τη χρονική στιγμή k (μεταβλητή απόφασης), ζητούμενο για k = 0, …Ν


  gk(uk) = κόστος απόφασης για εκροή uk τη στιγμή k


  Συνολικό Κόστος Πολιτικής = [image: image]


  Περιορισμός (ισοζύγιο μάζας ταμιευτήρα):


  xk+1 = xk - uk - rk k = 0, …Ν-1 και x0 γνωστό


  [image: image]


  Σημείωση: κάθε xk είναι συνάρτηση της πολιτικής u ή


  xk = x0 – u0 - ..... – uk-1+ r0 + ..... + rk-1 = Φk(u)


  Μια τεχνική που μπορεί να χρησιμοποιείται για να απαλείφονται οι περιορισμοί συνίσταται στη χρησιμοποίηση συναρτήσεων ποινής, δηλαδή στην εισαγωγή μιας συνιστώσας κόστους (συνήθως τετραγωνικής μορφής) όταν η στάθμη απομακρύνεται από την επιθυμητή τιμή για κάθε χρονική στιγμή k (επιθυμητή τροχιά). Για την ειδική περίπτωση όπου ενδιαφέρει μόνο η τελική απόκλιση από την επιθυμητή τιμή, το κόστος γράφεται


  Κόστος Πολιτικής = [image: image]


  όπου x̄Nείναι η γνωστή επιθυμητή τελική στάθμη


  Δηλαδή η πολιτική με μικρότερο κόστος πρέπει να έχει τελική τιμή στάθμης ούτε πολύ ψηλά ούτε πολύ χαμηλά σε σχέση με την επιθυμητή τελική τιμή.


  Προκύπτει άμεσα ότι το κόστος παίρνει τη μορφή


  Κόστος Πολιτικής = [image: image]


  Ζητείται να βρεθεί η πολιτική u που ελαχιστοποιεί το κόστος: [image: image]


  Γενικότερα το κόστος μπορεί να έχει τη μορφή
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  Επίλυση


  Αναγκαίες συνθήκες για ακρότατο σημείο:
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  [image: image]


  Οπότε οι αναγκαίες συνθήκες γράφονται


  [image: image]


  δηλαδή


  το οριακό κέρδος από κάθε απόφαση πρέπει να είναι ίσο με το οριακό κέρδος από την μεταβολή της τελικής κατάστασης.


  Γενίκευση για πολλούς ταμιευτήρες σε σειρά


  [image: image]


  


  Έστω το διάνυσμα κατάστασης και το διάνυσμα απόφασης τη χρονική στιγμή k για m ταμιευτήρες. Το σύστημα εξισώσεων ισοζυγίου μάζας γράφεται xk+1 = fk (xk, uk) , ώστε


  [image: image]


  Για το μη-γραμμικό σύστημα xk+1 = fk (xk, uk)


  με συνάρτηση κόστους gk+1 = fk (gk, uk)


  μπορεί να αποδειχθεί ότι με :


  [image: image]


  όπου το pk ικανοποιεί την συζυγή (adjoint) εξίσωση


  [image: image]


  3.5 (Bertsekas) - Γραμμικός/Τετραγωνικός Βέλτιστος Έλεγχος


  Θεωρείστε τη γενική περίπτωση του προβλήματος 3.4 με γραμμική δυναμική εξίσωση συστήματος και τετραγωνικό κριτήριο κόστους (για απλοποίηση συμβολισμού η υπογράμμιση των διανυσμάτων παραλείπεται).


  [image: image]


  Πρόταση: Το πρόβλημα έχει ένα μοναδικό απόλυτο ελάχιστο


  Με γνωστό το x0 : [image: image] = γραμμική ως προς u


  Ώστε η συνάρτηση κόστους J(u) είναι τετραγωνική συνάρτηση του u και μπορεί να πάρει την μορφή


  [image: image]


  Το πρόβλημα ανάγεται, επομένως, σε πρόβλημα ελαχιστοποίησης χωρίς περιορισμούς της [image: image]


  και έχει ένα μοναδικό απόλυτο ελάχιστο αν [image: image]


  Καθώς [image: image] αυτή η συνθήκη ισχύει από τον ορισμό του θετικά ορισμένου πίνακα


  [image: image]


  Πρόταση:


  [image: image]


  [image: image]


  
    	 Επίλυση της Εξίσωσης Ricatti προς τα πίσω δίνει τους πίνακες Κk (εξ αρχής)


    	 Υπολογισμός της βέλτιστης τροχιάς του συστήματος και των μεταβλητών ελέγχου

  


  [image: image]


  (1) δομή του προβλήματος: γραμμικοί περιορισμοί και τετραγωνική συνάρτηση κόστους


  (2) η βέλτιστη μεταβλητή ελέγχου είναι γραμμική συνάρτηση της μεταβλητής κατάστασης σε κάθε χρονική στιγμή k


  μπορεί να αποδειχθεί ότι το βέλτιστο κόστος είναι τετραγωνική συνάρτηση της μεταβλητής κατάστασης σε κάθε χρονική στιγμή k ή το κόστος για εκκίνηση [image: image]


  (3) έπεται ότι [image: image]


  (4) η πολυπλοκότητα επίλυσης της εξίσωσης Ricatti είναι 0(Ν) ενώ n, m << N.


  3.6 Μια βιομηχανία κατασκευάζει ένα αγαθό χρησιμοποιώντας δύο πρώτες ύλες, Χ και Υ. Η ποσότητα του αγαθού που παράγεται από x μονάδες της X και y της Y δίδεται από την συνάρτηση Q(x, y) = x1/4 y3/4. Εάν η βιομηχανία δαπανά €1280 κάθε βδομάδα για πρώτες ύλες, ποια είναι μια πιθανή τιμή για τη μέγιστη δυνατή εβδομαδιαία παραγωγή, δεδομένου ότι μια μονάδα της X κοστίζει €16 και μια μονάδα της Y κοστίζει €1;


  3.7 Στην μέθοδο της γραμμικής παλινδρόμησης αναζητείται μια γραμμική σχέση ανάμεσα στην εξαρτημένη μεταβλητή ûi και την ανεξάρτητη μεταβλητή yi με τη μορφή


  [image: image]


  όπου k και a είναι σταθερές που πρέπει να προσδιοριστούν. Έχοντας παρατηρήσει Ν ζεύγη {yi, ui} με i = 1, 2, …N, το συνολικό τετραγωνικό σφάλμα, Ε, που γίνεται όταν χρησιμοποιείται η (1) γράφεται:


  [image: image]


  α) Θέτοντας σαν κριτήριο την ελαχιστοποίηση του σφάλματος E, γράψτε την αναγκαία συνθήκη για ελάχιστο και υπολογίστε τις σταθερές k και a.


  β) Ελέγξτε την ικανή συνθήκη για την περίπτωση i = 2.


  3.8 Εξετάστε τα ακρότατα του προβλήματος με την μέθοδο των πολλαπλασιαστών Lagrange. Να ελέγξετε και την σχετική ικανή συνθήκη.


  [image: image]
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  4.1 ΠΡΟΒΛΗΜΑΤΑ ΜΕ ΠΕΡΙΟΡΙΣΜΟΥΣ ΑΝΙΣΟΤΗΤΕΣ


  Ζητούνται οι τιμές των μεταβλητών απόφασης που ελαχιστοποιούν την αντικειμενική συνάρτηση κάτω από ένα σύνολο m-περιορισμών με τη μορφή ανισοτήτων


  [image: image]


  κάτω από gj(x) ≤ bj j = 1, 2, …, m


  Για το προσδιορισμό του ελαχίστου μπορεί να χρησιμοποιηθεί η θεωρία που αναπτύχθηκε για το πρόβλημα με περιορισμούς ισότητες (πολλαπλασιαστές Lagrange). Γι’ αυτό εισάγεται μια συμπληρωματική (slack) ή πλεονασματική (surplus) μεταβλητή (που επίσης ονομάζονται μεταβλητές απόκλισης) σε κάθε ανισότητα


  bj - gj(x) = sj2 ≥ 0


  δημιουργώντας ένα νέο περιορισμό με μορφή ισότητας


  gj(x) + sj2 - bj = 0


  Η επίλυση του προβλήματος με περιορισμούς ισότητες θα αποφέρει τις τιμές των νέων μεταβλητών sj2.


  Αν sj = 0 gj(x) = bj j ∈ J1 ενεργοί περιορισμοί λj ≠ 0


  Αν sj ≠ 0 gj(x) ≤ bj j ∈ J2 ανενεργοί περιορισμοί λj = 0


  Όπως εξηγήθηκε στο Κεφάλαιο 3 ο πολλαπλασιαστής Lagrange εκφράζει την μεταβολή της αντικειμενικής συνάρτησης λόγω μιας μεταβολής στο επίπεδο bj του διαθέσιμου πόρου (περιορισμού). Αν ο περιορισμός είναι ανενεργός, η μεταβολή του bj δεν επηρεάζει την βέλτιστη τιμή της αντικειμενικής συνάρτησης και επομένως λj = 0. Το αντίθετο συμβαίνει αν ο περιορισμός είναι ενεργός και επομένως λj ≠ 0.


  Στην γενική περίπτωση η συνάρτηση Lagrange γράφεται


  [image: image]


  [image: image]


  Ορίζεται J1 το σύνολο των p το πλήθος ενεργών περιορισμών (λj ≠ 0)


  J2 το σύνολο των m-p το πλήθος ανενεργών περιορισμών (λj = 0)


  [image: image]


  Οι σχέσεις (1)-(3) αποτελούν σύστημα n + m εξισώσεων με τους εξής n + m αγνώστους:


  



  xj      i = 1, 2, …, n               n άγνωστοι


  λj ≠ 0  j ∈ J1 ενεργοί περιορισμοί    p άγνωστοι


  sj ≠ 0  j ∈ J2 ανενεργοί περιορισμοί  m - p άγνωστοι


  Όμως ο αριθμός των ενεργών περιορισμών δεν είναι γνωστός εκ των προτέρων και απαιτούνται διαδοχικές παραδοχές για να προσδιοριστεί η λύση του συστήματος. Μπορεί να αποδειχθεί ότι για ελαχιστοποίηση απαιτείται λj ≥ 0, ενώ για μεγιστοποίηση λj ≤ 0.


  


  Τα παραπάνω γενικεύονται στις λεγόμενες συνθήκες Kuhn – Tucker (K-T), που είναι οι αναγκαίες πρώτης τάξης συνθήκες για ακρότατο σημείο σε πρόβλημα ελαχιστοποίησης με περιορισμούς ισότητες και ανισότητες.


  [image: image]


  



  κάτω από   gj(x) ≤ 0      j = 1, 2, …, m


             hk(x) = 0     k = 1, 2, …, p


  



  


  
    
      
      
      
    

    
      
        	[image: image]

        	i = 1, 2, …, n

        	(1)
      


      
        	hk(x) = 0

        	k = 1, 2, …, p

        	(2)
      


      
        	μjgj(x) = 0

        	

        	(3)
      


      
        	μj≥ 0

        	

        	(4)
      

    
  


  



  Για πρόβλημα μεγιστοποίησης η (4) γράφεται μj ≤ 0.


  Οι συνθήκες Kuhn – Tucker είναι επίσης ικανές για μέγιστο, αν η f(x) είναι κοίλη και το σύνολο των περιορισμών κυρτό ή για ελάχιστο αν η f(x) είναι κυρτή και το σύνολο των περιορισμών κυρτό, σύμφωνα με τις Προτάσεις 3 και 5 του Κεφαλαίου 2. Επομένως η διαδικασία είναι να χρησιμοποιούνται οι συνθήκες (1)-(4) για να εντοπίζονται κρίσιμα σημεία και κατόπιν να ελέγχεται η κυρτότητα για να αποφασίζεται αν υπάρχει απόλυτο ακρότατο.


  Παράδειγμα 4.1


  max f(x) = - 2 x12 - x24 + 2 x1 + 10 x2


  κάτω από g1(x) = 2 ex1 + x1 x2 + x22 ≤ 10     (1)


  x1, x2> 0


  



  [image: image]


  Αν εντοπιστεί τοπικό μέγιστο που ικανοποιεί τους περιορισμούς με βάση τη Πρόταση 4 της Ενότητας 2.3.2 θα είναι απόλυτο μέγιστο. Οι συνθήκες Κ-Τ γράφονται:


  [image: image]


  [image: 4.1eq]



  μ1 ≤ 0


  Έστω (1) ανενεργός ⇒ μ1 = 0, οπότε x1 = 0.5 x2 = 1.3572


  Έλεγχος περιορισμού


  (1) (2 e0.5 + 0.5 1.3572 + 1.35722 - 10) = -4.182 ≤ 0 ικανοποιείται


  Άρα το σημείο (0.5, 1.3572) είναι απόλυτο μέγιστο.


  Παράδειγμα 4.2


  min f(x) = 2 x12 + 2 x1 x2 + x22 – 10 x1 – 10 x2


  κάτω από g1(x) = x12 + x22 – 5 ≤ 0 (1)


  g2(x) = 3 x1 + x2– 6 ≤ 0 (2)


  Όταν το πρόβλημα έχει 2 μεταβλητές (n = 2) πολλές φορές είναι χρήσιμη η απεικόνιση του στο επίπεδο x1 - x2 ώστε να εμφανίζονται τα σημεία προς διερεύνηση και να χαρακτηρίζονται οι περιορισμοί ως ενεργοί ή ανενεργοί.


  



  
    [image: image]

    



    Ο (1) είναι εξίσωση κύκλου με κέντρο το (0,0) και ακτίνα και ο (2) εξίσωση ευθείας όπως φαίνεται στο σχήμα με σημεία τομής Α και Β. Η εφικτή περιοχή είναι το εσωτερικό του κύκλου εκτός από το κυκλικό τμήμα με χορδή ΑΒ και είναι κυρτή ως τομή κυρτών συνόλων. Στα σημεία Α, Β και οι δύο περιορισμοί είναι ενεργοί. Από το απόλυτο ελάχιστο χωρίς περιορισμούς f = -25 στο (0,5), αυξάνοντας τη τιμή της αντικειμενικής συνάρτησης γίνεται ενεργός μόνο ο (2) f = -24.8, μετά μόνο ο (1) f = -20 και μετά και οι δύο περιορισμοί f = -19.53 στο Α.


    [image: image]


    μ1 (x12 + x22 – 5) = 0


    μ2 (3 x1 + x2 – 6) = 0


    μ1 ≥ 0, μ2 ≥ 0


    Έστω (1) και (2) ανενεργοί


    ⇒ μ1 = μ2 = 0, 4 x1 + 2 x2 = 10 και 2 x1 + 2 x2 = 10


    ⇒ x1 = 0 και x2 = 5, σημείο εκτός του κύκλου, παραβιάζεται ο (1)


    Έστω (1) ανενεργός και (2) ενεργός ⇒ μ1 = 0 και 3 x1 + x2 = 6


    [image: image]


    3 x1 + x2 = 6 ⇒ - 3 μ2 + 5 + ½ μ2 = 6 ⇒ - 5 μ2 + 10 = 12 ⇒ μ2 = -2/5 < 0


    x1 = 2/5 x2 = 24/5


    Έλεγχος περιορισμών


    (2) 3 . 2/5 + 24/5 = 6 ικανοποιείται ⇒ ο (2) ενεργός


    (1) (2/5)2 + (24/5)2 = 580/25 > 5 δεν ικανοποιείται


    Έστω (1) ενεργός και (2) ανενεργός ⇒ x12 + x22 = 5 και μ2 = 0


    4 x1 + 2 x2 – 10 + 2 μ1 x1 = 0  ⇒ (2 μ1 + 4) x1 + 2 x2 = 10


    2 x1 + 2 x2 – 10 + 2 μ1 x2 = 0  ⇒ 2 x1 + (2 + 2 μ1) x2 = 10


    [image: image]


    ⇒ 400 μ12 + 400 + 800 μ1 + 400 μ12 = 5 (4 μ12 + 12 μ1 + 4)2


    Η τεταρτοβάθμια αυτή εξίσωση έχει τη λύση μ1 = 1 > 0 ⇒ x1 = 1 x2 = 2


    Έλεγχος περιορισμών


    (2) 3 . 1 + 2 = 5 ≤ 6 ικανοποιείται ⇒ ο (2) ανενεργός


    (1) (1)2 + (2)2 = 5 ικανοποιείται ⇒ ο (1) ενεργός


    Στο σημείο (1, 2) η συνάρτηση έχει τοπικό ελάχιστο f* = -20.


    [image: image]


    ⇒ η f(x) είναι αυστηρά κυρτή


    Με βάση τη Πρόταση 2 της Ενότητας 2.3.2 θα είναι απόλυτο ελάχιστο.


    Παράδειγμα 4.3


    min f(x) = x12 + x22 + x32


    
      
        	κάτω από

        	g1(x) = 2 x1 + x2 – 5 ≤ 0

        	(1)
      


      
        	

        	g2(x) = x1 + x3 – 2 ≤ 0

        	(2)
      


      
        	

        	g3(x) = 1 - x1 ≤ 0

        	(3)
      


      
        	

        	g4(x) = 2 – x2 ≤ 0

        	(4)
      


      
        	

        	g5(x) = - x3 ≤ 0

        	(5)
      

    


    [image: image]


    μi gi(x) = 0


    μi ≥ 0


    


    A. Έστω όλοι ανενεργοί ⇒ μi = 0 ⇒ xi = 0 άτοπο, παραβιάζεται ο (3)


    Β. Έστω ο (3) ενεργός και οι άλλοι ανενεργοί ⇒ x1 = 1 και μ1 = μ2 = μ4 = μ5 = 0


    Από (1)’ ⇒ μ3 = 2 > 0 (2)’ ⇒ x2 = 0 άτοπο, παραβιάζεται ο (4)


    Γ. Έστω ο (3) και ο (4) ενεργοί και οι άλλοι ανενεργοί ⇒ x1 = 1, x2 = 2


    και μ1 = μ2 = μ5 = 0


    Από (1)’ ⇒ μ3 = 2 > 0 (2)’ ⇒ μ4 = 4 > 0 (3)’ ⇒ x3 = 0


    στο σημείο (1, 2, 0) ικανοποιούνται όλες οι ικανές συνθήκες πρώτης τάξης.


    4.2 ΣΥΝΘΗΚΕΣ ΒΕΛΤΙΣΤΟΠΟΙΗΣΗΣ ΣΤΟ ΓΡΑΜΜΙΚΟ ΠΡΟΓΡΑΜΜΑΤΙΣΜΟ


    Το πρόβλημα του Γραμμικού Προγραμματισμού (Γ.Π.) είναι μια ειδική περίπτωση του προβλήματος του γενικού προβλήματος που διατυπώθηκε ήδη, στην οποία η αντικειμενική συνάρτηση και οι περιορισμοί είναι γραμμικές συναρτήσεις των μεταβλητών απόφασης. Δηλαδή το γενικό πρόβλημα


    [image: image]


    
      
        	κάτω από

        	gi(x) ≤ bi

        	i = 1, 2, …, m
      


      
        	

        	x ≥ 0

        	
      

    


    στο ΓΠ διατυπώνεται στην εξής μορφή:


    [image: image]


    κάτω από ένα σύνολο m γραμμικών περιορισμών


    [image: img_4_15]  i = 1, 2, …, m   (Ι) – πρωτεύουσες συνθήκες


    xj ≥ 0               j = 1, 2, …, n



    



    Στην περίπτωση αυτή, εάν το σύνολο που ορίζεται από τους περιορισμούς είναι ένα κυρτό σύνολο, οι αναγκαίες συνθήκες βελτιστοποίησης, οι συνθήκες Κ-Τ, είναι και ικανές συνθήκες.


    Σύμφωνα με τους παραπάνω συμβολισμούς, είναι προφανές ότι στο Γ.Π.:


    [image: image]Συμβολίζοντας τώρα τους πολλαπλασιαστές Lagrange (οι οποίοι στο ΓΠ για λόγους που θα εξηγηθούν στο Κεφάλαιο 6 ονομάζονται δυϊκές μεταβλητές) με Y1, Y2, …, Ym, οι συνθήκες Κ-Τ είναι οι εξής:


    [image: image]


    Κατά συνέπεια, η βέλτιστη λύση (x1*,x2*,…xn*) θα πρέπει, όχι μόνο να ικανοποιεί τους αρχικούς περιορισμούς του προβλήματος (πρωτεύουσες συνθήκες), αλλά συνδυαζόμενη με τις τιμές (Y1, Y2,…Ym) να ικανοποιεί όλες τις παραπάνω συνθήκες βελτιστοποίησης.


    Υπάρχει μια ιδιάζουσα σχέση μεταξύ των συνθηκών (I) και των συνθηκών (II). Αν η συνθήκες (II) ήταν οι πρωτεύουσες συνθήκες, αν δηλαδή είχαν τέτοια μορφή οι αρχικοί περιορισμοί του προβλήματος Γ.Π., τότε οι συνθήκες (I) θα ήταν δυϊκές συνθήκες.


    Παράδειγμα 4.4


    Να γραφτούν οι συνθήκες βελτιστοποίησης του προβλήματος:


    



    


    
      

      
        
        
        
        
      

      
        
          	

          	Maximize

          	300 x1+ 500 x2

          	
        


        
          	

          	Έτσι ώστε

          	x1≤ 400

          	(1)
        


        
          	

          	

          	x2≤ 600

          	(2)
        


        
          	

          	

          	3 x1+2 x2≤ 1800

          	(3)
        


        
          	

          	

          	x1, x2≥ 0

          	
        

      
    


    



    Έστω Y1 , Y2 και Y3 οι δυϊκές μεταβλητές για τους τρεις περιορισμούς. Οι πρωτεύουσες συνθήκες είναι ακριβώς οι περιορισμοί του δοθέντος προβλήματος. Οι δυϊκές συνθήκες είναι οι εξής :


    300 + Υ1 + 3 Υ3 = 0  (4)


    500 + Υ2 + 2 Υ3 = 0 (5)


    Υ1 (x1 – 400) = 0 (6)


    Υ2 (x2 – 600) = 0 (7)


    Υ3 (3 x1 + 2 x2 - 1800) = 00


    Υ1, Υ2 , Υ3 ≤ 0


    Από τα παραπάνω προκύπτει ότι δεν μπορούμε να λύσουμε για το x χωρίς ταυτόχρονα να προσδιοριστεί και το Υ, και αντίστροφα. Για το παραπάνω παράδειγμα παρουσιάζεται η γραφική λύση του αρχικού στο Κεφάλαιο 6. Εδώ εφαρμόζεται η γενική μέθοδος για περιορισμούς ανισότητες.


    A. Έστω όλοι ανενεργοί ⇒ Υi = 0 ⇒  άτοπο, παραβιάζεται ο (4)


    Β. Έστω οι (1), (3) ανενεργοί και ο (2) ενεργός ⇒ Υ1 = Υ3 = 0 ⇒ άτοπο, παραβιάζεται ο (4)


    Γ. Έστω οι (2), (3) ανενεργοί και ο (1) ενεργός ⇒ Υ2 = Υ3 = 0 άτοπο, παραβιάζεται ο (5)


    Δ. Έστω οι (1), (2) ανενεργοί και ο (3) ενεργός ⇒ Υ1 = Υ2 = 0 ⇒ άτοπο, γιατί από τον (4) Υ3 = -100, ενώ από τον (5) Υ3 = -250


    


    Ε. Έστω ο (1) ανενεργός και οι (2), (3) ενεργοί ⇒ Υ1 = 0, Υ2 ≠ 0, Υ3 ≠ 0 ⇒ Από (4) ⇒ Υ3 = -100, από (5) ⇒ Υ2 = -300 , από (2) ⇒ x2 = 600, από (3) ⇒ x1 = 200 ≤ 400, ικανοποιείται και ο (1). Άρα το σημείο (200, 600) είναι ακρότατο.


    ΣΤ. Έστω ο (2) ανενεργός και οι (1), (3) ενεργοί ⇒ Υ2 = 0, Υ1 ≠ 0, Υ3 ≠ 0 ⇒ Από (5) ⇒ Υ3 = -250, από (4) ⇒ Υ1 = 450 > 0 άτοπο.


    Ζ. ΣΤ. Έστω ο (3) ανενεργός και οι (1), (2) ενεργοί ⇒ Υ3 = 0, Υ1 ≠ 0, Υ2 ≠ 0 ⇒ Από (4) ⇒ Υ1 = -300, από (5) ⇒ Υ2 = -500 , από (2) ⇒ x2 = 600, από (1) ⇒ x1 = 400 , από (3) ⇒ 3 400 +2 600 = 2400 > 1800, παραβιάζεται ο (3), άτοπο.


    4.3 ΓΕΝΙΚΟΣ ΑΛΓΟΡΙΘΜΟΣ


    Για το γενικό πρόβλημα με μη γραμμική αντικειμενική συνάρτηση και μη γραμμικούς m-περιορισμούς με τη μορφή ανισοτήτων και μη γραμμικούς p-περιορισμούς με τη μορφή ισοτήτων


    [image: image]


    
      
        	κάτω από

        	gj(x) ≤ 0

        	j = 1, 2, …, m
      


      
        	

        	hk(x) = 0

        	k = 1, 2, …, p
      

    


    οι συνθήκες Kuhn – Tucker, που είναι οι αναγκαίες πρώτης τάξης συνθήκες για ακρότατο σημείο είναι:


    



    


    
      

      
        
        
        
      

      
        
          	[image: image]

          	i = 1, 2, …, n

          	(1)
        


        
          	hk(x) = 0

          	k = 1, 2, …, p

          	(2)
        


        
          	gj(x) ≤ 0

          	j = 1, 2, …, m

          	(3)
        


        
          	μjgj(x) = 0

          	

          	(4)
        


        
          	μj≥ 0

          	

          	(5)
        

      
    


    



    Για πρόβλημα μεγιστοποίησης η (5) γράφεται μj ≤ 0.


    Για την επίλυση του προβλήματος εφαρμόζεται η εξής υπολογιστική διαδικασία (αλγόριθμος):


    Βήμα Α. Επιλύονται οι εξισώσεις (1) και (2) ως προς τις μεταβλητές xi και λk θεωρώντας ότι όλοι οι ανισοτικοί περιορισμοί είναι ανενεργοί, οπότε μj = 0.


    Βήμα Β. Ελέγχεται εάν για τις τιμές των xi που υπολογίστηκαν πληρούνται όλοι οι ανισοτικοί περιορισμοί (3) και (5). Εάν ναι, τότε έχει εντοπιστεί σημείο τοπικού ακρότατου και ο υπολογισμός σταματά. Εάν όχι, τότε προχωρούμε στο Βήμα Γ.


    Βήμα Γ. Όλοι οι ανισοτικοί περιορισμοί που παραβιάζονται από τις τιμές των xi που υπολογίστηκαν θεωρούνται ενεργοί, δηλαδή λαμβάνονται σαν ισότητες.


    Βήμα Δ. Επιλύεται το νέο σύστημα εξισώσεων (1), (2), και ορισμένων από τις (3) για τις οποίες λαμβάνονται τα αντίστοιχα μj ≠ 0, ως προς τις μεταβλητές xi , λk και μj ≠ 0.


    Βήμα Ε. Ελέγχεται και πάλι εάν για τις τιμές των xi που υπολογίστηκαν πληρούνται όλοι οι ανισοτικοί περιορισμοί (3) και (5). Εάν ναι, τότε το πρόβλημα έχει λυθεί και ο υπολογισμός σταματά. Εάν όχι, τότε προχωρούμε στο Βήμα ΣΤ.


    Βήμα ΣΤ. Όλοι οι νέοι ανισοτικοί περιορισμοί που παραβιάζονται από τις νέες τιμές των xi που υπολογίστηκαν στο Βήμα Ε θεωρούνται ενεργοί, δηλαδή λαμβάνονται σαν ισότητες. Ταυτόχρονα αποενεργοποιούνται εκείνοι οι περιορισμοί που ήταν ενεργοί, αλλά οι τιμές των αντίστοιχων συντελεστών μj παραβιάζουν τις (5), δηλαδή οι σχετικές εξισώσεις από τις (3) παραλείπονται. Έτσι επανερχόμαστε στο Βήμα Δ και συνεχίζεται ο υπολογισμός, έως ότου ευρεθεί λύση για σημείο ακρότατου.


    Η παραπάνω αλγοριθμική διαδικασία αποδεικνύεται ότι συγκλίνει μετά από πεπερασμένο αριθμό βημάτων, εφ’ όσον το πρόβλημα έχει λύση.


    ΠΡΟΒΛΗΜΑΤΑ ΓΙΑ ΕΞΑΣΚΗΣΗ


    4.1 (Ossenbruggen) - Διαστασιολόγηση εγκατάστασης επεξεργασίας αποβλήτων


    Μια χημική διαδικασία επεξεργασίας βιομηχανικών αποβλήτων απαιτεί χρόνο συγκράτησης τουλάχιστον 15 λεπτά. Η αντίδραση πραγματοποιείται σε σύστημα συνεχούς ροής με παροχή 2 ft3/sec. Σχεδιάστε ένα ανοικτό κυλινδρικό αντιδραστήρα ελαχίστου κόστους. Για απλοποίηση υποθέστε ότι το μοναδιαίο κόστος κατασκευής είναι συνάρτηση μόνο του εμβαδού της επιφάνειας της δεξαμενής. Η δεξαμενή θα έχει σταθερό πάχος τοιχίου.


    (α) Διαμορφώστε ένα μαθηματικό υπόδειγμα για να ελαχιστοποιείται το συνολικό κόστος κατασκευής.


    (β) Θεωρείστε ότι οι περιορισμοί είναι ενεργοί και χρησιμοποιείστε τη μέθοδο των πολλαπλασιαστών Lagrange για να διαστασιολογήσετε τη δεξαμενή.


    (γ) Χρησιμοποιείστε τις συνθήκες Kuhn-Tucker για να επιλύσετε το πρόβλημα και να ελέγξετε για απόλυτο ελάχιστο.


    Επίλυση


    (α) Έστω r η ακτίνα της βάσης και l το ύψος της κυλινδρικής δεξαμενής. Για να ελαχιστοποιείται το συνολικό κόστος κατασκευής αρκεί να ελαχιστοποιείται το συνολικό εμβαδόν της επιφάνειας της δεξαμενής.


    Α = 2πrl + πr2


    Για συνεχή ροή ο χρόνος συγκράτησης είναι ο όγκος της δεξαμενής δια της παροχής


    V/Q ≥ 15 min πr2 l ≥ 15 60 2 = 1800 ft3


    Το μαθηματικό υπόδειγμα είναι (παρόμοιο με το Παράδειγμα 2.3):


    Min Α = 2πrl + πr2


    
      
        	κάτω από

        	- πr2 l + 1800 ≤ 0

        	(1)
      


      
        	

        	
          r , l ≥ 0

        

        	
      

    


    (β) L = 2 π r l + π r2 + λ (- πr2 l + 1800)


    [image: image] = 2 π l + 2 π r - λ 2 π r l = 0 


    ⇒ 2 π l + 2 π r - (2/r) 2 π r l = 0 ⇒ l* = r*


    [image: image] = 2 π r - λ π r2 = 0 ⇒ π r (2 - λ r) = 0  ⇒ λ* = 2/r


    [image: image] = - π r2 l + 1800 = 0  ⇒  π r2 r = 1800


    ⇒ r* = (1800/π)1/3 = 8.304 ft


    ⇒ A* = 3 π r2 = 3π (1800/π)2/3 A* = 650 ft2


    (γ)  L = 2 π r l + π r2 + μ (- πr2 l + 1800)


    [image: image] = 2 π l + 2 π r - μ 2 π r l = 0  (1)΄


    [image: image] = 2 π r - μ π r2 = 0   (2)΄


    μ g(x) = 0


    μ ≥ 0


    A. Έστω ο (1) ανενεργός ⇒ μ = 0 ⇒ από (2)΄ r = 0 , από (1)΄ l = 0, παραβιάζεται ο περιορισμός.


    Β. Έστω ο (1) ενεργός ⇒ μ ≠ 0 επίλυση όπως στο μέρος (β) από (2)΄ μ = 2/r , από (1)΄ l = r. Από (1) ⇒ r = l = 8.304 ft ⇒ μ = 2/8.304 > 0, οι συνθήκες ικανοποιούνται.


    Έλεγχος για απόλυτο ελάχιστο


    [image: image]


    4.2 (Stark-Nichols)


    min f(x) = 6 x12 + 4 x22 - 4 x1 x2 - 3 x2


    
      
        	κάτω από

        	g1(x) = ex1 + ½ x1 x2 + ½ x22 ≤ 5

        	(1)
      


      
        	

        	
          x1 , x2 ≥ 0

        

        	
      

    


    [image: image]


    [image: image] = 12 x1 - 4 x2 + μ1 (ex1 + ½ x2) = 0  (μ1 = ⇒ x1 = 0.15 x2 = 0.45


    [image: image] = 8 x2 - 4 x1 – 3 + μ1 (½ x1 + x2) = 0


    μ1 (ex1 + ½ x1 x2 + ½ x22 - 5) = 0


    μ1 ≥ 0


    Έστω (1) ανενεργός ⇒ και x1 = 0.15 x2 = 0.45


    Έλεγχος περιορισμού


    (1) (e0.15 + 0.5 0.15 0.45 + 0.15 0.452 - 5) = -3.77 ≤ 0 ικανοποιείται


    Άρα το σημείο (0.15, 0.45) είναι απόλυτο ελάχιστο.


    4.3 (Stark-Nichols)


    min f(x) = ½ x12 + ½ x22 – x1 –2 x2


    
      
        	κάτω από

        	g1(x) = 2 x1 + 3 x2 – 6 ≤ 0

        	(1)
      


      
        	

        	g2(x) = x1 + 4 x2 – 5 ≤ 0

        	(2)
      


      
        	

        	x1 , x2 ≥ 0

        	(3)
      

    


    [image: image]


    Οι περιορισμοί είναι γραμμικοί και συνεπώς συνιστούν ένα κυρτό σύνολο.


    [image: image] = x1 – 1 + 2 μ1 + μ2 = 0  (1)΄


    [image: image] = x2 – 2 + 3 μ1 + 4 μ2 = 0  (2)΄


    μi gi(x) = 0


    μi ≥ 0


    A. Έστω όλοι ανενεργοί ⇒ μi = 0 ⇒ x1 = 1 x2 = 2 άτοπο, παραβιάζονται ο (1) και ο (2)


    Β. Έστω και οι δύο ενεργοί (1), (2) ⇒ x1= 9/5  x2 = 4/5


    (1)΄: 9/5 – 1 + 2 μ1 + μ2 = 0  2 μ1 + μ2 = -4/5  μ2 = 24/25


    (2)΄: 4/5 – 2 + 3 μ1 + 4 μ2 = 0  3 μ1 + 4 μ2 = 6/5  μ1 = -22/25  άτοπο


    


    Γ. Έστω ο (1) ενεργός και ο (2) ανενεργός ⇒ μ2 = 0


    
      
        	x1 – 1 + 2 μ1 = 0

        	x1 = 1 - 2 μ1

        	x1 = 9/13
      


      
        	x2 – 2 + 3 μ1=0

        	x2 = 2 - 3 μ1

        	x2 = 20/13
      

    


    2 x1 + 3 x2 = 6 ⇒ 2(1 - 2 μ1) + 3 (2 - 3 μ1) = 6


    ⇒ 8 - 13 μ1 = 6 ⇒ μ1 = 2/13


    Έλεγχος περιορισμού (2):  9/13 + 4 . 20/13 – 5 ≤ 0  1.84 ≤ 0 άτοπο, παραβιάζεται ο (2)


    Δ. Έστω ο (2) ενεργός και ο (1) ανενεργός ⇒ μ1 = 0


    x1 – 1 + μ2 = 0 x1 = 1 – μ2  x1 = 13/17


    x2 – 2 + 4 μ2 = 0  x2 = 2 - 4 μ2  x2 = 18/17


    x1 + 4 x2 = 5 ⇒ (1 – μ2) + 4 (2 - 4 μ2) = 5 ⇒ 9 - 17 μ2 = 5 ⇒ μ1 = 4/17


    Έλεγχος περιορισμού (1): 2 13/17 + 3 18/17 - 6 ≤ 0  -1.29 ≤ 0, ΟΚ


    στο σημείο (13/17, 18/17) ικανοποιούνται όλες οι ικανές συνθήκες πρώτης τάξης και επειδή η συνάρτηση είναι κυρτή επί κυρτού συνόλου, το σημείο είναι απόλυτο ελάχιστο.


    4.3 Να διαμορφωθούν και να σχολιαστούν οι συνθήκες βελτιστοποίησης των παρακάτω δύο προβλημάτων:


    
      
        	Maximize

        	16 x1 + 5 x2 + 9 x3
      


      
        	Έτσι ώστε

        	x1 + x2 + 2 x3 ≤ 16
      


      
        	

        	7 x1 +5 x2 + 3 x3 ≤ 25
      


      
        	

        	x1, x2, x3 ≥ 0
      

    


    
      
        	Minimize

        	16 Y1 + 25 Y2
      


      
        	Έτσι ώστε

        	Υ1 + 7 Υ2 ≥ 16
      


      
        	

        	Υ1 + 5 Υ2 ≥ 5
      


      
        	

        	2 Υ1 + 3 Υ2 ≥ 9
      


      
        	

        	Υ1, Υ2 ≥ 0
      

    


    4.4 Εξετάστε το πρόβλημα μεγιστοποίησης της συνάρτησης


    max f(x, y) = x2 + x + 4 y2


    κάτω από τους περιορισμούς


    2x + 2y ≤ 1,  x ≥ 0, y ≥ 0.

  


  
    
      	
        KΕΦAΛΑΙΟ

      

      	
        5


        Υπολογιστικές Μέθοδοι


        Βελτιστοποίησης


        Χωρίς Περιορισμούς

      
    

  


  5.1 ΕΙΣΑΓΩΓΗ


  Ζητούνται οι τιμές των μεταβλητών απόφασης που ελαχιστοποιούν την αντικειμενική συνάρτηση


  [image: image]


  Στα περισσότερα πρακτικά προβλήματα η αντικειμενική συνάρτηση έχει πολύπλοκη μορφή γεγονός που καθιστά προβληματική την εφαρμογή των αναλυτικών μεθόδων που ήδη αναπτύχθηκαν. Στο παρόν Κεφάλαιο 5 η παρουσίαση υπολογιστικών μεθόδων θα περιοριστεί στο πρόβλημα χωρίς περιορισμούς, αν και είναι αληθές ότι σπάνια στην πράξη οι μεταβλητές απόφασης είναι αδέσμευτες. Όμως η περίπτωση χωρίς περιορισμούς είναι σημαντική για τους εξής λόγους:


  (1) στην περιοχή του ακρότατου πολλά προβλήματα μπορεί να αντιμετωπιστούν χωρίς περιορισμούς,


  (2)  πολλά προβλήματα με περιορισμούς μετασχηματίζονται σε άλλα χωρίς περιορισμούς,


  (3) η κατανόηση των υπολογιστικών μεθόδων χωρίς περιορισμούς είναι απαραίτητη για τη γενίκευση τους σε προβλήματα με περιορισμούς.


  Οι υπολογιστικές τεχνικές βελτιστοποίησης χωρίς περιορισμούς μπορεί να καταταγούν σε δύο κατηγορίες: μέθοδοι άμεσης αναζήτησης και μέθοδοι καθόδου. Οι μέθοδοι άμεσης αναζήτησης απαιτούν μόνο τον υπολογισμό της αντικειμενικής συνάρτησης και δεν χρησιμοποιούν τις μερικές παραγώγους της για τον εντοπισμό του ακρότατου. Γι’ αυτό συχνά ονομάζονται και μέθοδοι χωρίς κλίση (κατεύθυνση) και είναι λιγότερο αποτελεσματικές. Οι μέθοδοι καθόδου (ή μέθοδοι κλίσης) απαιτούν υπολογισμό της συνάρτησης αλλά και των παραγώγων της (πρώτης και πιθανώς ανώτερης τάξης). Επειδή χρησιμοποιούν περισσότερες πληροφορίες εντοπίζουν ταχύτερα τα ακρότατα.


  Όλες οι υπολογιστικές τεχνικές είναι από τη φύση τους επαναληπτικές, δηλαδή εκκινούν από μια αρχική λύση (σημείο) και διαδοχικά προχωρούν προς το σημείο ακρότατου με δοκιμές. Οι διαφορές ανάμεσα στις διάφορες μεθόδους έγκεινται στο πως επιλέγουν σε ποια κατεύθυνση θα συνεχίσει η έρευνα και πόσο θα είναι το βήμα σε αυτή την κατεύθυνση.


  5.2 ΕΠΑΝΑΛΗΠΤΙΚΕΣ ΜΕΘΟΔΟΙ ΓΙΑ ΣΥΝΑΡΤΗΣΕΙΣ ΜΙΑΣ ΜΕΤΑΒΛΗΤΗΣ


  Η γενική ιδέα είναι το νέο σημείο ελέγχου για ακρότατο να προκύπτει από την επαναληπτική σχέση


  xk+1 = xk + αk(xk) ώστε f(xk+1) < f(xk),


  όπου αk είναι το βήμα. Ορισμένες ειδικές περιπτώσεις είναι:


  5.2.1 Ανοικτή αναζήτηση


  



  Παράδειγμα 5.1


  Ζητείται να μεγιστοποιηθεί η συνάρτηση [image: image]


  χωρίς περιορισμούς αρχίζοντας τις επαναλήψεις από το σημείο x0 = -1


  Η συνάρτηση απεικονίζεται στο Σχήμα 5.1 και είναι φανερό ότι δεν είναι παραγωγίσιμη στο σημείο του ακροτάτου. Επομένως το ακρότατο δεν μπορεί να εντοπιστεί με αναλυτική διαδικασία και πρέπει να χρησιμοποιηθούν αριθμητικές μέθοδοι.


  Σταθερό βήμα s = 0.4 xk+1 = xk + 0.4


  [image: image]


  Η κατεύθυνση αναζήτησης προσδιορίζεται για k = 1 προς μεγαλύτερες τιμές του x. Η συνάρτηση διαρκώς βελτιώνεται (αυξάνει) μέχρι το k = 8. Εντοπίζεται η θέση του μεγίστου στο διάστημα (1.8, 2.2) όπου απαιτείται λεπτομερέστερη έρευνα με μικρότερο βήμα


  Επιταχυνόμενο βήμα s0 = 0.2  xk+1 = xk + sk sk+1 = 2 sk


  [image: image]


  Η συνάρτηση διαρκώς βελτιώνεται (αυξάνει) μέχρι το k = 4. Εντοπίζεται η θέση του μεγίστου στο διάστημα (2.0, 5.2) όπου απαιτείται λεπτομερέστερη έρευνα.


  [image: image]


  Σχήμα 5.1. Μεγιστοποίηση μη παραγωγίσιμης συνάρτησης


  5.2.2 Εξαντλητική αναζήτηση


  Παράδειγμα 5.2


  Ζητείται να μεγιστοποιηθεί η συνάρτηση f(x) = x (1.5 – x) χωρίς περιορισμούς στο διάστημα [0,1] με ακρίβεια ενός δεκαδικού για το διάστημα.


  Δs = (1 – 0)/10 = 0.1


  [image: image]


  Εντοπίζεται η θέση του μεγίστου στο διάστημα (0.6, 0.9) όπου απαιτείται λεπτομερέστερη έρευνα.


  5.2.3 Aναζήτηση με διαίρεση του διαστήματος


  Η τεχνική αυτή βασίζεται στον υπολογισμό των τιμών της συνάρτησης στα άκρα του διαστήματος ορισμού και σε δύο ενδιάμεσα σημεία. Ανάλογα με τις τιμές αυτές επιλέγεται ένα μικρότερο διάστημα στο οποίο τεκμηριωμένα υπάρχει το ακρότατο της συνάρτησης. Στο διάγραμμα απεικονίζονται οι τιμές της f(x) στα ακραία σημεία x1 και x3 και στο ενδιάμεσο σημείο x2. Προκειμένου το ελάχιστο της f(x) να είναι στο διάστημα [x1, x3], πρέπει να ισχύει για τις τιμές της συνάρτησης f(x): f1 > f2 και f3> f2. Εξετάζεται τώρα ένα ακόμη ενδιάμεσο σημείο x4 και υπάρχουν δύο περιπτώσεις:


  α) f4α > f2 οπότε το ελάχιστο κείται στο διάστημα [x1, x4] (Σχήμα 5.2 αριστερά) και


  β) f4β < f2 οπότε το ελάχιστο κείται στο διάστημα [x2, x3] (Σχήμα 5.2 δεξιά)


  Σε κάθε περίπτωση εντοπίζεται ένα μικρότερο διάστημα που περιέχει το σημείο που ελαχιστοποιεί την συνάρτηση και συνεχίζεται η διαδικασία. Ανάλογα με τον τρόπο επιλογής των ενδιάμεσων σημείων x2 και x4, παρουσιάζονται οι εξής δύο μέθοδοι:


  1) μέθοδος διχοτόμησης του διαστήματος


  2) μέθοδος της χρυσής τομής


  Για μεγιστοποίηση της συνάρτησης f(x) τα ανωτέρω προσαρμόζονται αντίστοιχα.


  [image: image]


  Σχήμα 5.2. Aναζήτηση με διαίρεση του διαστήματος


  5.2.3.1 Μέθοδος διχοτόμησης του διαστήματος


  Παράδειγμα 5.3α


  Ζητείται να μεγιστοποιηθεί η συνάρτηση f(x) = x (1.5 – x) χωρίς περιορισμούς στο διάστημα [0, 1] με έλεγχο των σημείων s/2 ± δ (μέσο διαστήματος ± δ), όπου δ = 0.0005.


  Στα ακραία σημεία οι τιμές της f(x) είναι: f(0) = 0, f(1) = 0.5.


  k = 1 s/2 = (1-0)/2 = 0.5


  x1- = 0.5 - 0.0005 = 0.4995


  f- = 0.49975



  x1+ = 0.5 + 0.0005 = 0.5005


  f+= 0.50025 ←


  η αναζήτηση συνεχίζεται στο διάστημα [0.4995, 1]


  k = 2 s/2 = 0.4995 +(1-0.4995)/2 = 0.74975


  x2- = 0.74975 - 0.0005 = 0.74925


  f- = 0.5624994



  x2+ = 0.74975 + 0.0005 = 0.75025


  f+ = 0.5624999 ←



  η αναζήτηση συνεχίζεται στο διάστημα [0.74925, 1]


  k = 3 s/2 = 0.74925 +(1-0.74925)/2 = 0.874625


  x3- = 0.874625 - 0.0005 = 0.874125


  f- = 0.547092984



  x3+ = 0.874625 + 0.0005 = 0.875125


  f+ = 0.546843734 ←


  η αναζήτηση συνεχίζεται στο διάστημα [0.74925, 0.875125]


  k = 4 s/2 = 0.74925 +(0.875125-0.74925)/2 = 0.8121875


  x4- = 0.8121875 - 0.0005 = 0.8116875


  f- = 0.558694652 ←



  x4+ = 0.8121875 + 0.0005 = 0.8126875


  f+ = 0.558570277



  



  η αναζήτηση συνεχίζεται στο διάστημα [0.74925, 0.8126875]


  k = 5 s/2 = 0.74925 +(0.8116875-0.74925)/2 = 0.78046875


  x5- = 0.78046875 - 0.0005 = 0.77996875


  f= 0.561601874←



  x5+ = 0.78046875 + 0.0005 = 0.78096875


  f= 0.561540937



  



  η αναζήτηση συνεχίζεται στο διάστημα [0.74925, 0.77996875]


  Δεδομένου ότι το απόλυτο μέγιστο για τη συνάρτηση υπολογίζεται αναλυτικά ότι είναι στο σημείο x = 0.75 και έχει τιμή f* = 0.5625, η διαδικασία προχωρά στη σωστή κατεύθυνση και για k = 10 εντοπίζει το ακρότατο με ακρίβεια τέταρτου δεκαδικού ψηφίου (x = 0.750241211, f* = 0.562499942).


  5.2.3.2 Μέθοδος της χρυσής τομής


  Όπως φαίνεται στο Σχήμα 5.2 το νέο διάστημα αναζήτησης θα είναι είτε το [x1, x4] μήκους a+c είτε το [x2, x3] μήκους b. Η μέθοδος της χρυσής τομής απαιτεί τα διαστήματα αυτά να είναι ίσα, ώστε η ταχύτητα σύγκλισης να παραμένει ίδια ανεξάρτητα από το διάστημα που θα επιλεγεί. Δεδομένου ότι a = x2 – x1, b = x3 – x2 και c = x4 – x2 η συνθήκη a+c = b ισοδυναμεί με


  x2 – x1 + x4 – x2 = x3 – x2 ή x4 = x1 – x2 + x3 (5.1)


  Με το τύπο αυτό υπολογίζεται το σημείο x4.


  Για το σημείο x2 η μέθοδος απαιτεί το διάστημα ελέγχου της συνάρτησης να μικραίνει με την ίδια σταθερή αναλογία σε κάθε επανάληψη. Εάν το διάστημα αυτό είναι το [x1, x4] πρέπει ο λόγος των αποστάσεων του x2 από τα x1 και x4 και από τα x1 και x3 να είναι σταθερός,


  δηλαδή c / a = a / b(5.2)


  Εάν το διάστημα είναι το [x2, x3] πρέπει ο λόγος των αποστάσεων του x4 από τα x2 και x3 και από τα x1 και x3 να είναι σταθερός,


  δηλαδή c / (b - c) = a / b (5.3)


  Έστω φ = b / a, τότε αντικαθιστώντας c = a / φ στην (5.3):


  (a / φ) / (b – (a / φ)) = 1/ φ ⇒ a / φ = 1/φ (b - (a / φ)) ⇒ 1 = (φ - 1/φ)


  ⇒ φ2 - φ - 1 = 0 (5.4)


  Η θετική λύση της (5.4) είναι η «χρυσή αναλογία» φ = 1 + 51/2/ 2 = 1.618


  Το x2 υπολογίζεται από την φ = b / a = (x3 - x2)/ (x2 – x1)


  ⇒ φ (x2 – x1) = (x3 - x2) ⇒ (1+φ) x2 = x3 + φ x1


  ⇒ x2 = φ/(1+φ) x1 + 1/(1+φ) x3    (5.5)


  και το x4 αντικαθιστώντας την (5.5) στην (5.1)


  x4 = x1 – x2 + x3 = x1 – φ/(1+φ) x1 - 1/(1+φ) x3 + x3


  ⇒ x4 = 1/(1+φ) x1 + φ/(1+φ) x3    (5.6)


  Εάν ε είναι η παράμετρος ανοχής, ως συνθήκη τερματισμού του αλγορίθμου συνιστάται η εξής:


  | x4 - x1 | < ε (|x2 |+|x3|)


  Παράδειγμα 5.3β


  Ζητείται να μεγιστοποιηθεί η συνάρτηση f(x) = x (1.5 – x) χωρίς περιορισμούς στο διάστημα [0, 1] με τη μέθοδο της χρυσής τομής και παράμετρο ανοχής ε = 0.001.


  Στα ακραία σημεία οι τιμές της f(x) είναι: f(0) = 0, f(1) = 0.5.


  
    
      	k = 1

      	
        x2 = 0.38197f = 0.42705

      
    


    
      	

      	
        x4 = 0.61803f = 0.54508 ←

      
    


    
      	

      	
        η αναζήτηση συνεχίζεται στο διάστημα [0.38197, 1]

      
    


    
      	k = 2

      	
        x2 = 0.61803 f = 0.54508

      
    


    
      	

      	
        x4 = 0.76393f = 0.56231←

      
    


    
      	

      	
        η αναζήτηση συνεχίζεται στο διάστημα [0.61803, 1]

      
    


    
      	k = 3

      	
        x2 = 0.76393 f = 0.56231 ←

      
    


    
      	

      	
        x4 = 0.85410f = 0.55166

      
    


    
      	

      	
        η αναζήτηση συνεχίζεται στο διάστημα [0.61803, 0.85410]

      
    


    
      	k = 4

      	
        x2 = 0.70820f = 0.56075

      
    


    
      	

      	
        x4 = 0.76393f = 0.56231←

      
    


    
      	

      	
        η αναζήτηση συνεχίζεται στο διάστημα [0.70820, 0.85410]

      
    

  


  Έλεγχος συνθήκης τερματισμού:


  | x4 - x1 | < ε (|x2 |+|x3|) |0.76393 - 0.61803| = 0.09017 > 0.001 (0.7082+0.8541) = 0.00156


  Συνεπώς η διαδικασία συνεχίζεται όπως φαίνεται στον πίνακα.


  [image: image]


  Έλεγχος συνθήκης τερματισμού στην 14η επανάληψη:


  | x4 - x1 | < ε (|x2 |+|x3|) |0.75004-0.74886| = 0.00073


  < 0.001(0.74959+0.75078) = 0.0015


  Συνεπώς η διαδικασία τερματίζεται.


  5.2.4 Aναζήτηση με τετραγωνική παρεμβολή


  Η συνάρτηση f(x) που απαιτείται να ελαχιστοποιηθεί προσεγγίζεται με μια τετραγωνική συνάρτηση (παραβολή) της μορφής h(x) = a + b x + c x2 για την οποία είναι γνωστό ότι


  1) η αναγκαία συνθήκη για ελάχιστο είναι


  [image: image]


  2) η ικανή συνθήκη για ελάχιστο είναι [image: image]


  Για τον υπολογισμό των σταθερών a, b, και c χρειάζεται να υπολογιστεί η συνάρτηση σε τρία σημεία. Έστω Α, Β, και C τα σημεία στα οποία η f(x) παίρνει τις τιμές fA, fB, και fC . Αντικαθιστώντας στην h(x):


  fA = a + b A + c A2


  fB = a + b B + c B2


  fC = a + b C + c C2


  Η επίλυση αυτού του συστήματος δίνει:
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  Το ελάχιστο της h(x) προκύπτει (εφόσον c > 0) στη θέση
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  Για να εφαρμοστεί η μέθοδος τα σημεία Α, Β, και C λαμβάνονται σαν 0, t, και 2t αντίστοιχα όπου t είναι το προεπιλεγμένο βήμα δοκιμών. Συνήθως το Α λαμβάνεται καταρχήν ίσο με 0. Οι τιμές της συνάρτησης f(x) πρέπει να είναι fA > fB και fC> fB ώστε το ελάχιστο της h(x) να είναι στο διάστημα [Α, C].


  Παράδειγμα 5.4


  Ζητείται να ελαχιστοποιηθεί η συνάρτηση


  min f(x) = x5 - 5x3 - 20x + 5, με αναζήτηση με τετραγωνική παρεμβολή χρησιμοποιώντας βήμα δοκιμών t = 0.5 και Α = 0


  Επανάληψη 1


  fA = f(0) = 5


  fB = f(t) = f(0.5) = -5.59375 < fΑ ΟΚ


  fC = f(2t) = f(1) = -19.0 < fB δεν ικανοποιεί


  Θέτουμε


  fA = f(0) = 5


  fB = f(2t) = f(1) = -19.0 < fΑ ΟΚ


  fC = f(4t) = f(2) = -43.0< fB δεν ικανοποιεί


  Θέτουμε


  fA = f(0) = 5


  fB = f(4t) = f(2) = -43.0 < fΑ ΟΚ


  fC = f(8t) = f(4) = 629 > fB ΟΚ


  Η τετραγωνική προσέγγιση της f(x) έχει ελάχιστο στο σημείο


  [image: image]


  Οι τιμές των συντελεστών υπολογίζονται σαν


  a = 5, b = -204, c = 90 >0 ενώ h(x*) = h(1.1333) = -116.5.


  Η τιμή της συνάρτησης f(x*) = f(1.1333) = -23.07


  Έλεγχος | (h(x*) - f(x*))/ f(x*)| = |(-116.5- (-23.07))/(-23.07)| = 4.04 η προσέγγιση δεν είναι αρκετά ακριβής.


  Επανάληψη 2


  Επειδή x* < Β λαμβάνουμε Α = x* = 1.1333


  Θέτουμε


  fA = f(1.1333) = -23.07


  fB = f(4t) = f(2) = -43.0 < fΑ ΟΚ


  fC = f(8t) = f(4) = 629 > fB ΟΚ
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  Οι τιμές των συντελεστών υπολογίζονται σαν


  a = 288, b = -417, c = 125.3 >0 ενώ h(x*) = h(1.658) = -59.7.


  Η τιμή της συνάρτησης f(x*) = f(1.658) = -38.37


  Έλεγχος | (h(x*) - f(x*))/ f(x*)| = |(-59.7- (-38.37))/(-38.37)| = 0.556 η προσέγγιση δεν είναι αρκετά ακριβής.


  Επανάληψη 3


  Επειδή x* < Β λαμβάνουμε Α = x* = 1.658


  Θέτουμε


  fA = f(1.658) = -38.37


  fB = f(4t) = f(2) = -43.0 < fΑ ΟΚ


  fC = f(8t) = f(4) = 629 > fB ΟΚ
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  Οι τιμές των συντελεστών υπολογίζονται σαν


  a = 484, b = -561, c = 149.7 >0 ενώ h(x*) = h(1.874) = -41.5.


  Η τιμή της συνάρτησης f(x*) = f(1.874) = -42.3


  Έλεγχος | (h(x*) - f(x*))/ f(x*)| = |(-41.5- (-42.3))/(-42.3)| = 0.01891 η προσέγγιση θεωρείται αρκετά ακριβής.


  5.2.5 Aναζήτηση με τη μέθοδο Newton


  Η θεωρητική βάση των μεθόδων Newton προκύπτει από την ανάπτυξη της συνάρτησης σε σειρά Taylor διατηρώντας τους όρους μέχρι δεύτερης τάξης:
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  στην περιοχή του στάσιμου σημείου (πιθανό ακρότατο) f(xk+1) ≅ f(xk) ⇒
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  Είναι προφανές ότι για την εφαρμογή της μεθόδου αναζήτησης Newton απαιτούνται οι παράγωγοι πρώτης και δεύτερης τάξης της συνάρτησης, πράγμα που περιορίζει την χρήση της όταν ο υπολογισμός των παραγώγων αυτών είναι δύσκολος. Ένα άλλο πρόβλημα είναι ότι μπορεί να παρατηρηθεί συνεχής εναλλαγή μεταξύ δύο τιμών με αποτέλεσμα τη μη σύγκλιση ή τη πολύ αργή σύγκλιση. Αυτό μπορεί να θεραπευτεί με την εφαρμογή ενός συντελεστή βήματος.


  Παράδειγμα 5.5


  Ζητείται να μεγιστοποιηθεί η συνάρτηση f(x) = x (1.5 – x) χωρίς περιορισμούς στο διάστημα [0, 1] με τη μέθοδο αναζήτησης Newton.


  f'(x) = -2x + 1.5   f''(x) = -2


  Η μέθοδος Newton γράφεται xk+1 = xk - 2 (-2 xk + 1.5)/(-2) = xk - 2 xk + 1.5


  xk+1 = 1.5 - xk. Για x0 = 0 ⇒ x1 = 1.5 ⇒ x2 = 0 … Η συνάρτηση παλινδρομεί για οποιαδήποτε αρχική τιμή x0 = χ, μεταξύ των τιμών χ και 1.5 - χ.


  Αν χρησιμοποιηθεί βήμα α: xk+1 = xk – 2α (-2 xk + 1.5)/(-2) = xk – 2α xk + 1.5α


  xk+1 = 1.5α + (1 - 2α) xk. Για x0 = 0, α = 0.8 ⇒ x1 = 1.2 ⇒ x2 = 0.48 ⇒ x3 = 0.912 ⇒ x4 = 0.6528 … Η μέθοδος ταχύτατα εντοπίζει το σημείο μεγίστου x = 0.75 με την επιθυμητή ακρίβεια.


  Παράδειγμα 5.6


  Ζητείται να προσδιοριστούν τα ακρότατα της συνάρτησης του Παραδείγματος 5.4   f(x) = x5 – 5 x3 – 20x + 5 με τη μέθοδο αναζήτησης Newton.


  f'(x) = 5x4 – 15 x2 – 20έχει τις πραγματικές λύσεις x = 2 και x = -2


  
    
      	f''(x) = 20x3 – 30 x

      	για x = 2 f''(x) > 0 ⇒ τοπικό ελάχιστο

      	f(2) = -43
    


    
      	

      	για x = -2 f''(x) < 0 ⇒ τοπικό μέγιστο

      	f(-2) = 53
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  Σχήμα 5.3. Γράφημα της συνάρτησης του Παραδείγματος 5.6


  Η μέθοδος Newton γράφεται xk+1 = xk –2 (5xk4 – 15 xk2 – 20)/(20xk3 – 30 xk)
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  Η επαναληπτική μέθοδος Newton που αναπτύχθηκε παραπάνω αποτελεί εφαρμογή σε προβλήματα βελτιστοποίησης της μεθόδου Newton-Raphson για τον προσδιορισμό των λύσεων της εξίσωσης f(x) = 0. Πράγματι, αυτό είναι απαραίτητο όταν εφαρμόζεται η αναγκαία συνθήκη για ακρότατο, δηλαδή η πρώτη παράγωγος της συνάρτησης να μηδενίζεται. Ιδιαίτερα όταν η μορφή της πρώτης παραγώγου είναι περίπλοκη, η αναλυτική λύση της εξίσωσης f’(x) = h(x) = 0 ενδέχεται να μην είναι εύκολη ή δυνατή. Εάν η τιμή xk+1 είναι λύση, τότε h(xk+1) = 0 οπότε, διατηρώντας μόνο το πρώτο όρο στην ανάπτυξη κατά Taylor:
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  Ο τύπος αυτός είναι ίδιος με τον τύπο για την μέθοδο αναζήτησης Newton (με μόνη διαφορά το συντελεστή 2). Μεγάλη σημασία για την επιτυχία της επαναληπτικής μεθόδου Newton-Raphson έχει η εκτίμηση της αρχικής τιμής. Αν είναι εκτός μιας συγκεκριμένης περιοχής από την λύση της εξίσωσης, η μέθοδος ενδεχομένως να αποτύχει. Επίσης πολύ κοντά σε ένα στάσιμο σημείο η πρώτη παράγωγος της h(x) είναι περίπου μηδέν και η επόμενη τιμή δοκιμής θα πλησιάζει το άπειρο. Τέλος μπορεί να παρατηρηθεί συνεχής εναλλαγή μεταξύ δύο τιμών με αποτέλεσμα τη μη σύγκλιση ή τη πολύ αργή σύγκλιση. Συνιστάται η γραφική απεικόνιση τόσο της f(x) όσο και της h(x) για την επιλογή του κατάλληλου αρχικού σημείου.


  Παράδειγμα 5.7 (Ossenbruggen) - Δικτύωμα ελάχιστου βάρους


  Θεωρείστε το δικτύωμα της Εικόνας. Προσδιορίστε την γωνία α και τα εμβαδά των διατομών των στοιχείων 1, 2, και 3 ώστε το δικτύωμα να έχει ελάχιστο βάρος. Υποθέστε ότι τα στοιχεία σε θλίψη (1 και 2) έχουν ίδια διατομή και μήκος. Η κρίσιμη επιτρεπόμενη θλιπτική ή εφελκυστική τάση για τα στοιχεία του δικτυώματος είναι 20 ksi.


  (α) Διαμορφώστε το μαθηματικό πρόβλημα.


  (β) Χρησιμοποιείστε γραφική μέθοδο για να βρείτε τη βέλτιστη λύση.


  (γ) Χρησιμοποιείστε την επαναληπτική μέθοδο Newton για να βρείτε τη βέλτιστη λύση.
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  Σχήμα 5.4. Δικτύωμα του Παραδείγματος 5.7


  Επίλυση


  Ως μεταβλητές απόφασης ορίζονται οι ως


  A1 = εμβαδόν διατομής στοιχείων 1 και 2 (in2)


  A3 = εμβαδόν διατομής στοιχείου 3 (in2)


  Αντιδράσεις. Οι αντιδράσεις στα σημεία στήριξης Α και Β προσδιορίζονται με την εξίσωση στατικής ισορροπίας για όλο το δικτύωμα.


  [image: image]


  Δυνάμεις και τάσεις στοιχείων. Χρησιμοποιώντας τη μέθοδο των κόμβων υπολογίζουμε τις δυνάμεις σε κάθε στοιχείο. Για τον κόμβο C γράφουμε (προσοχή στα πρόσημα):
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  Περιορισμοί. Οι τάσεις των στοιχείων αυτών είναι:


  σCB = σΑC = 5/ sin a A1 ≤ 20ή A1 ≥ 1 /4sin a


  σAB = 5cos a /sin a A3 ≤ 20ή A3 ≥ cos a /4sin a


  Το βάρος κάθε στοιχείου είναι ίσο με το ειδικό βάρος του χάλυβα επί τον όγκο του στοιχείου. Άρα ελάχιστο βάρος ισοδυναμεί με ελάχιστο όγκο. Ο συνολικός όγκος του δικτυώματος είναι το άθροισμα των όγκων των στοιχείων που το αποτελούν, δηλαδή


  z = (VΑΒ + VΑC + VΒC)


  όπου V = όγκος κάθε στοιχείου = μήκος του στοιχείου επί το εμβαδόν της διατομής του.


  z = (20 Α3 + 2 . 10/ cos a Α1)


  ή


  z = 20 ( Α3 + Α1/cos a )


  Μαθηματικό υπόδειγμα. Η κατάστρωση του προβλήματος έχει ολοκληρωθεί. Συνοψίζοντας έχουμε:


  min z = 20 ( Α3 + Α1/cos a )


  κάτω από τους περιορισμούς


  A1 ≥ 1 /4sin a


  A3 ≥ cos a /4sin a


  A1 , A3 ≥ 0


  (β) Για ελάχιστο βάρος και οι δύο περιορισμοί πρέπει να είναι ενεργοί. Αντικαθιστώντας στην αντικειμενική συνάρτηση έχουμε:


  min z = 20 cos a /4sin a + 20 /(4sin a cos a) = 5/sin a (cos a + 1/cos a)


  Εφαρμόζοντας την αναγκαία συνθήκη έχουμε:


  dz/dα = - 5cos a /sin 2a (cos a + 1/cos a) + 5/sin a (- sin a + sin a/cos2a) = 0


  dz/dα = - cos a (cos a + 1/cos a) + (-sin 2a + sin 2a /cos2a) = 0


  dz/dα = - cos2a - 1 + (-sin 2a + tan 2a) = 0 ⇒ tan 2a - sin 2a = 1 + cos2a


  Η γραφική επίλυση αυτής της εξίσωσης δίνει a ≅ 55°,


  οπότε A1 = A2 = 0.31 in2 , A3 = 0.35 in2
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  Σχήμα 5.5. Γραφική επίλυση εξίσωσης του Παραδείγματος 5.7


  (γ) Για να εφαρμοστεί η επαναληπτική μέθοδος Newton γράφουμε:


  dz/dα =


  h(α) = - cos2a - 1 + (-sin 2a + tan 2a) = - cos2a - sin 2a - 1 + tan 2a = -2 + tan 2a


  h’(α) = 2 tana d(tana)/dα = 2 tana (1/cos2a)
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  Ο πίνακας δείχνει ότι πολύ γρήγορα η μέθοδος εντόπισε τη λύση σαν α = 0.955316625 rad = 54.736°


  Η αναλυτική λύση βρίσκεται εύκολα από την


  h(α) = 0 = -2 + tan2a ⇒ tan2a = 2 ⇒ a = tan-1 (2)1/2 = 54.73561°


  Επειδή h’(α) = 2 tana /cos2a > 0 για (0 ≤ α ≤ π/2) το σημείο αυτό είναι τοπικό ελάχιστο.


  Η επιλογή του αρχικού σημείου είναι σημαντική, όπως φαίνεται στο παρακάτω παράδειγμα:
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  Η μέθοδος συγκλίνει γρήγορα στη λύση α = 5.3279 rad = 305.2661° η οποία όμως είναι εκτός του διαστήματος [0, 90°]. Το γράφημα της συνάρτησης z(a) = 5/sin a (cos a + 1/cos a) δείχνει ότι έχει πολλά σημεία τοπικού ακρότατου (για το γράφημα η συνάρτηση δεν υπολογίζεται σε τιμές της α, όπου γίνεται άπειρη, π.χ. α = κ π/2, κ = 0, 1, 2, …). Αν το αρχικό σημείο επιλεγεί κοντά σε κάποιο από αυτά, τότε η μέθοδος θα συγκλίνει σε αυτό το ακρότατο.
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  Σχήμα 5.6. Γράφημα της συνάρτησης του Παραδείγματος 5.8


  5.2.6 Aναζήτηση με τη μέθοδο της τέμνουσας


  Η μέθοδος της τέμνουσας χρησιμοποιεί το πρόσημο και το μέγεθος της παραγώγου της συνάρτησης για να μικραίνει το διάστημα αναζήτησης σε κάθε επανάληψη. Έστω δύο σημεία a και b για τα οποία ισχύει f’(a).f’(b) < 0, δηλαδή η παράγωγος της συνάρτησης αλλάζει πρόσημο από το a στο b, άρα μηδενίζεται σε κάποιο σημείο x* στο εσωτερικό του διαστήματος (a, b) (Σχήμα 5.8).


  [image: image]


  Σχήμα 5.7. Η μέθοδος της τέμνουσας


  Προκειμένου να προσδιοριστεί το σημείο x* η παράγωγος f’(x) προσεγγίζεται με την τέμνουσα ως ευθεία γραμμή f’(x) = m x + p, όπου f’(a) = m a + p και f’(b) = m b + p. '


  Από τις συνθήκες αυτές προκύπτει [image: image]


  Το σημείο όπου η f’(x) μηδενίζεται είναι το xnew = - p/m = a - [image: image].


  Στη συνέχεια ελέγχεται η τιμή της f’(xnew) και η αναζήτηση συνεχίζεται στο διάστημα (a, xnew) ή στο διάστημα (xnew, b) εξασφαλίζοντας ότι η παράγωγος της συνάρτησης αλλάζει πρόσημο από το δεξιό στο αριστερό άκρο του διαστήματος.


  Παράδειγμα 5.8


  Ζητείται να προσδιοριστούν τα ακρότατα της συνάρτησης f(x) = 1/9 x3 – 2/3 x2 στο διάστημα (1.5, 6) με τη μέθοδο της τέμνουσας.


  Υπολογίζονται οι τιμές της παραγώγου f'(x) = 1/3 x2 – 4/3 x στα άκρα του διαστήματος:


  f’(1.5) = -1.25 και f’(6) = 4. Επειδή f’(a).f’(b) < 0 (η παράγωγος από αρνητική γίνεται θετική, άρα υπάρχει τοπικό ελάχιστο στο διάστημα (1.5, 6)), υπολογίζεται το σημείο


  [image: image]


  με f’(xnew) = -1.2245.


  Συνεπώς η αναζήτηση συνεχίζεται στο διάστημα (2.5714, 6), όπως φαίνεται στο πίνακα, και εντοπίζεται το ελάχιστο στο σημείο x = 4.


  [image: image]


  [image: image]


  5.3 ΕΠΑΝΑΛΗΠΤΙΚΕΣ ΜΕΘΟΔΟΙ ΓΙΑ ΣΥΝΑΡΤΗΣΕΙΣ ΠΟΛΛΩΝ ΜΕΤΑΒΛΗΤΩΝ


  5.3.1 Επαναληπτικές μέθοδοι καθόδου


  Η γενική ιδέα είναι το νέο σημείο ελέγχου για ακρότατο να προκύπτει από την επαναληπτική σχέση


  xk+1 = xk + αk dk ώστε f(xk+1) < f(xk)


  όπου αk είναι το βήμα και dk είναι η κατεύθυνση αναζήτησης που επιλέγεται με ένα συνδυασμό των τιμών της συνάρτησης f(xk) και των πρώτων και δεύτερων παραγώγων της ∇f(xk), ∇2f(xk). Γράφοντας


  dk= - Dk ∇f(xk) , όπου Dk είναι ένας θετικά ορισμένος πίνακας (n,n), διακρίνονται οι εξής περιπτώσεις:


  (α) Dk = Ιnn ∇ dk= - ∇f(xk) μέθοδος επικλινέστερης καθόδου (μέθοδος κλίσης)


  Όπως αποδείχθηκε στο Κεφάλαιο 2, η κατεύθυνση στην οποία μια συνάρτηση έχει την μεγαλύτερη μεταβολή της είναι η κατεύθυνση του διανύσματος κλίσης. Η μέθοδος είναι απλή στην εφαρμογή της, επειδή απαιτεί τον υπολογισμό μόνο των πρώτων παραγώγων. Όμως, έχει προβλήματα σε στενές κοιλάδες της συνάρτησης, αν υπερεκτιμηθεί το βήμα μπορεί να πηγαίνει μπρος-πίσω συνεχώς και να συγκλίνει πολύ αργά.


  (β) Dk = |∇2f(xk)|-1∇ dk= - |∇2f(xk)|-1 ∇f(xk) μέθοδος Newton


  Είναι η γενίκευση της μεθόδου μιας μεταβλητής 3.2.5 για την περίπτωση πολλών μεταβλητών. Για ελαχιστοποίηση κυρτής συνάρτησης (∇2f(xk) > 0), όταν βρεθεί κοντά στο ακρότατο εστιάζει ταχύτατα. Πράγματι από την ανάπτυξη σε σειρά Taylor


  f(xk+1) = f(xk) + ∇f(xk)T (xk+1 - xk) + ½ (xk+1 - xk)T ∇2f(xk) (xk+1 - xk) + …


  όταν f(xk+1) ≅ f(xk) ⇒∇f(xk)T + ½ (xk+1 - xk)T ∇2f(xk) = 0


  ⇒ xk+1 = xk - 2 [∇2f(xk)]-1∇f(xk)


  (γ) Dk = D0 = |∇2f(x0)|-1 ⇒ dk= - |∇2f(x0)|-1 ∇f(xk) τροποποιημένη μέθοδος Newton


  Είναι υπολογιστικά απλούστερη από την (β) γιατί ο πίνακας Hess υπολογίζεται μόνο μια φορά στο αρχικό σημείο (ή κάποιο άλλο σημείο).


  (δ) οτιδήποτε συνδυασμός των (α) και (β) υβριδικές μέθοδοι


  Κανόνες επιλογής βήματος


  (α) αk = α > 0 ∀k σταθερό βήμα


  Μπορεί να είναι μεγάλο ή μικρό χωρίς να μπορεί να γίνει διόρθωση


  (β)[image: 5.3.1eq]κανόνας διχοτόμησης


  Το βήμα s μειώνεται σε κάθε επανάληψη κατά τον παράγοντα μείωσης β. Ο εκθέτης mk ≥ 0 μπορεί να καθορίζεται κάθε φορά σαν ο μικρότερος ακέραιος ώστε f(xk) - f(xk + s βmk dk) > 0.


  



  [image: image] κανόνας ελαχιστοποίησης


  Ίσως είναι δυνατό να επιλυθεί αυτό το νέο πρόβλημα ελαχιστοποίησης μιας μεταβλητής, οπότε η επιλογή του βήματος είναι βέλτιστη.


  Ο αλγόριθμος για τη μέθοδο κλίσης συνοψίζεται ως εξής:


  1) εκκίνηση στο σημείο x0   k = 0


  2) εύρεση της κατεύθυνσης αναζήτησης dk


  3) εύρεση του βήματος ώστε η τιμή f(xk + αk dk) να είναι ελάχιστο ή απλά να βελτιώνει την αντικειμενική συνάρτηση ⇒ αk*


  4) εύρεση του xk+1 = xk + αk* dk


  5) έλεγχος αν | xk+1 - xk | < ε, όπου ε είναι το επιθυμητό όριο ακρίβειας


  6) επιστροφή στο Βήμα 2 αν παραβιάζεται το επιθυμητό όριο ακρίβειας.


  Παράδειγμα 5.9


  min f (x1, x2) = x1 - x2 + 2 x12 + 2 x1 x2 + x22 χωρίς περιορισμούς


  αρχίζοντας από το σημείο x1 = x2 = 0


  Χρησιμοποιείται η μέθοδος επικλινέστερης καθόδου και ο κανόνας ελαχιστοποίησης για την επιλογή βήματος


  xk+1 = xk +αk dk = xk - αk ∇f(xk)


  ∇f = [1 + 4 x1 + 2 x2 -1 + 2 x1 + 2 x2]T


  Επανάληψη 1


  [image: image]


  Επανάληψη 2


  d2 = - ∇f(x2) = - [1 + 4 (-1) + 2 .1 -1 + 2 (-1) + 2 . 1]T = [1 1]T


  x3 = x2 + α2 d2 = [-1 + α2 1 1 + α2 1 ]T = [-1 + α2 1 + α2 ]T


  f(x3) = f(x2 + α2 d2)


  = (-1 + α2) – (1 + α2) + 2 (-1 + α2)2 + 2 (-1 + α2) (1 + α2) + (1 + α2)2 = 5 α22 - 2 α2 - 1


  [image: image]=10 α2 - 2 = 0 α2 = 0.2 x3 = [-1 + 0.2 (1) 1 +0.2 1]T = [-0.8 1.2]T ≠ x2


  Επανάληψη 3


  d3 = - ∇f(x3) = - [1 + 4 (-0.8) + 2 1.2 -1 + 2 (-0.8) + 2 1.2] = [-0.2 0.2]T


  x4 = x3 + α3 d3 = [-0.8 + α3 (-0.2) 1.2 + α3 0.2]T = [-0.8 – 0.2 α3 1.2 + 0.2 α3]T


  f(x4) = f(x3 + α3 d3)


  = (-0.8 – 0.2 α3) – (1.2 + 0.2 α3) + 2 (-0.8 – 0.2 α3)2 + 2 (-0.8 – 0.2 α3) (1.2 + 0.2 α3) + (1.2 + 0.2 α3)2 = 0.04 α32 - 0.08 α3 – 1.20


  [image: image]=0.08 α3 - 0.08 = 0 α3 = 1 x4 = [-0.8 + 1 (-0.2) 1.2 + 1 0.2]T = [-1 1.4]T


  Συνεχίζοντας τις επαναλήψεις μέχρι xk+1 ≅ xk και ∇f(xk) ≅ 0 (Σχήμα προκύπτει x* = [-1 1.5]T


  [image: image]


  Σχήμα 5.8. Απεικόνιση των επαναλήψεων του Παραδείγματος 5.9


  Παράδειγμα 5.10 (Bertsekas) Μεγιστοποίηση των εσόδων μιας επιχείρησης Θεωρούμε το πρόβλημα εύρεσης της βέλτιστης τιμής πώλησης μιας μονάδας y και του δαπάνης για διαφήμιση z μιας επιχείρησης που επιθυμεί να μεγιστοποιήσει τα έσοδά της Ε. Δίδονται οι εξής σχέσεις:


  
    
      	

      	

      	Ε = yx – [z +g2(x)]
    


    
      	

      	

      	x = g1(y,z) = a1 + a2 y +a3 z +a4 yz + a5 z2
    


    
      	

      	

      	g2(x) = e1 + e2 x
    


    
      	όπου

      	Ε

      	έσοδα
    


    
      	

      	x

      	αριθμός των μονάδων που θα πωληθούν
    


    
      	

      	y

      	τιμή πώλησης μονάδας
    


    
      	

      	z

      	δαπάνη διαφήμισης
    


    
      	

      	g1(y,z)

      	προβλεπόμενος αριθμός των μονάδων που θα πωληθούν όταν η τιμή πώλησης μονάδας είναι y και η δαπάνη διαφήμισης είναι z
    


    
      	

      	g2(x)

      	κόστος παραγωγής x μονάδων
    

  


  Άρα τα έσοδα μπορεί να εκφραστούν σαν ένα πολυώνυμο τρίτου βαθμού δύο μεταβλητών y και z. Υποθέτουμε ότι οι παράμετροι έχουν τις ακόλουθες τιμές:


  a1 = 50,000a2 = -5,000a3 = 40a4 = -1a5 = -0.002


  e1 = 100,000e2 = 2


  Να βρεθούν οι τιμές των y και z που ελαχιστοποιούν την συνάρτηση –Ε (ή ισοδύναμα να μεγιστοποιήσουν τα έσοδα Ε της επιχείρησης) χρησιμοποιώντας την μέθοδο της επικλινέστερης καθόδου και την μέθοδο Newton χωρίς περιορισμούς. Να δοκιμαστούν τουλάχιστον δύο σημεία εκκίνησης και διάφορες τεχνικές επιλογής του βήματος.


  Αντικαθιστώντας τις τιμές των παραμέτρων προκύπτει η συνάρτηση των εσόδων


  Ε(y, z) = -81 z + 60,000 y – 5,000 y2 +42 yz + 0.004 z2 – y2 z –0.002 y z2 –200,000


  Το γράφημα της συνάρτησης δίδεται με διαφορετικές κλίμακες στους άξονες y, z. Πρόκειται για πολύ δύσκολη περίπτωση, διότι η συνάρτηση μοιάζει με μια πολύ στενή λωρίδα κατά μήκος του άξονα z. Η μέγιστη τιμή είναι f* = 796,000 στο σημείο y* = 10.559 και z* = 7,330.9. Ο πίνακας Hessian στο ακρότατο σημείο είναι ∇2f(x*) = [image: image]  xk+1 = xk - αk Dk ∇f(xk)


  [image: image]


  Στην εφαρμογή της μεθόδου επικλινέστερης καθόδου προσαρμόζεται το διάνυσμα κλίσης με διαφορετικές κλίμακες στους άξονες y, z.


  Χρησιμοποιούνται δύο πίνακες προσαρμογής που επιχειρούν να προσεγγίσουν τον πίνακα Hess με ένα διαγώνιο πίνακα


  (1) Σταθεροί παράγοντες κλίμακας Dk = [image: image] .


  (2) Χρήση δεύτερων παραγώγων Dk = [image: image].


  Η προσαρμογή της κλίμακας των αξόνων είναι αποτελεσματική όταν τα ιδιοδιανύσματα του πίνακα Hess είναι σχεδόν παράλληλα με τους άξονες (ο πίνακας είναι σχεδόν διαγώνιος). Παρατηρούμε ότι μερικές από τις μεθόδους αποκλίνουν και δεν είναι δυνατόν να εντοπίσουν το ακρότατο σημείο.


  5.3.2 Επαναληπτική μέθοδος στη κατεύθυνση των αξόνων


  Στη μέθοδο αυτή αναζήτηση γίνεται εναλλάξ στη κατεύθυνση των αξόνων, δηλαδή χρησιμοποιείται η επαναληπτική σχέση


  xk+1 = xk +αk dk ώστε f(xk+1) < f(xk)


  όπου αk είναι το βήμα και dk είναι η κατεύθυνση αναζήτησης που επιλέγεται να είναι το μοναδιαίο διάνυσμα κατά μήκος του k-στου άξονα, ή dk = [0 0 0 1 ..0]Τ. Το βήμα προσδιορίζεται με τον κανόνα της ελαχιστοποίησης.


  Παράδειγμα 5.11


  Να ελαχιστοποιηθεί η συνάρτηση του Παραδείγματος 5.9


  min f (x1, x2) = x1 - x2 + 2 x12 + 2 x1 x2 + x22 χωρίς περιορισμούς


  αρχίζοντας από το σημείο x1 = x2 = 0


  Χρησιμοποιείται η μέθοδος της αναζήτησης στη κατεύθυνση των αξόνων και ο κανόνας ελαχιστοποίησης για την επιλογή βήματος.


  Επανάληψη 1d1 = [1 0]T


  x2 = x1 + α1 d1 = [α1 0]T


  f(x2) = f(x1 + α1 d1) = α1 - 0 + 2 α12 + 2 α1 0 + 02 = α1 + 2 α12 = α1 + 2 α12


  [image: image]1 + 4 α1 = 0 α1 = -0.25 x2 = [-0.25 0]T ≠ x1


  Επανάληψη 2 d2 = [0 1]T


  [image: image]


  Επανάληψη 3d3 = [1 0]T


  [image: image]


  Επανάληψη 4 d4 = [0 1]T


  [image: image]


  Επανάληψη 5d5 = [1 0]T


  [image: image]


  Επανάληψη 6d6 = [0 1]T


  [image: image]


  Επανάληψη 7d7 = [1 0]T


  [image: image]


  Επανάληψη 8d8 = [0 1]T


  [image: image]


  Επανάληψη 9d9 = [1 0]T


  [image: image]


  Επανάληψη 10d10 = [0 1]T


  [image: image]


  Η διαδικασία συγκλίνει στη βέλτιστη λύση x* = [-1 1.5]T , όπου η τιμή της συνάρτησης είναι f(x*) = -1.25.


  ΠΡΟΒΛΗΜΑΤΑ ΓΙΑ ΕΞΑΣΚΗΣΗ


  5.1 Ζητείται να μεγιστοποιηθεί η συνάρτηση f(x) = x (1.5 – x) χωρίς περιορισμούς αρχίζοντας τις επαναλήψεις με επιταχυνόμενο βήμα από το σημείο x0 = 0 , s0 = 0.05 με sk+1 = 2 sk και xk+1 = x0 + sk


  [image: image]


  Η κατεύθυνση αναζήτησης προσδιορίζεται για k = 1 προς μεγαλύτερες τιμές του x. H συνάρτηση διαρκώς βελτιώνεται (αυξάνει) μέχρι το k = 6. Εντοπίζεται η θέση του μεγίστου στο διάστημα (0.8, 1.6) όπου απαιτείται λεπτομερέστερη έρευνα.


  5.2 (Ossenbruggen) Μέγιστη παροχή σε αγωγό κυκλικής διατομής


  Η παροχή της ροής με ελεύθερη επιφάνεια σε αγωγό υπολογίζεται με τον τύπο του Manning


  Q = (1.49/n) A R2/3 S01/2


  όπου Q είναι η παροχή σε ft3/sec, n είναι ο συντελεστής τραχύτητας, A είναι το εμβαδόν της βρεχόμενης διατομής σε ft2, R είναι η υδραυλική ακτίνα ίση με A/P σε ft, P είναι η βρεχόμενη περίμετρος σε ft, και S0 είναι η κλίση του αγωγού.


  Θεωρείστε ένα αγωγό κυκλικής διατομής από σκυρόδεμα (n = 0.013) με κλίση 0.0001.


  (α) Διαμορφώστε το μαθηματικό πρόβλημα.


  (β) Χρησιμοποιείστε την επαναληπτική μέθοδο Newton για να βρείτε τη βέλτιστη λύση.


  [image: image]


  Επίλυση


  P = π r + 2 α r


  A = ½ π r2+ π r2 2α/2π + ½ 2 r cos α r sin α = ½ π r2+ r2 α + ½ r2 sin 2α


  max Q = (1.49/n) A5/3 P-2/3 S01/2


  max Q = (1.49/n) S01/2(½ π r2+ r2 α + ½ r2 sin 2α)5/3 (π r + 2 α r)-2/3


  κάτω από 0 ≤ α ≤ π/2


  (β) Αναγκαία συνθήκη ακροτάτου


  dQ/dα = (1.49/n) S01/2 5/3 (½ π r2+ r2 α + ½ r2 sin 2α)2/3 (r2 + r2 cos 2α) (π r + 2 α r)-2/3 + (1.49/n) S01/2(½ π r2+ r2 α + ½ r2 sin 2α)5/3 (-2/3) (π r + 2 α r)-5/3(2 r)


  Με απλοποίηση η παράγωγος γράφεται (σημειώστε ότι οι τιμές των n, S0, και r δεν επηρεάζουν):


  dQ/dα = 0


  (1.49/n) S01/2 r2 5/3 (½ π r2+ r2 α + ½ r2 sin 2α)2/3 (1+ cos 2α) (π r + 2 α r)-2/3 + (1.49/n) S01/2(½ π r2+ r2 α + ½ r2 sin 2α)5/3 (-2/3) (π r + 2 α r)-5/3(2 r)


  = r2 5/3 (1+ cos 2α) + (½ π r2+ r2 α + ½ r2 sin 2α) (-2/3) (π r + 2 α r)-1(2 r)


  = 5 (1+ cos 2α) + (½ π + α + ½ sin 2α) (-4) (π + 2 α)-1


  = 5 (π + 2 α) (1+ cos 2α) + (π + 2 α + sin 2α) (-2)


  = 5 (π + 2 α) +5 (π + 2 α) cos 2α – 2 (π + 2 α) - 2 sin 2α


  = 3 (π + 2 α) +5 (π + 2 α) cos 2α - 2 sin 2α


  dQ/dα = h(α) = (π + 2 α) (3+ 5 cos 2α) - 2 sin 2α = 0


  h’(α) = 2 (3+ 5 cos 2α) +(π + 2 α) (-10 sin 2α) - 4 cos 2α


  = 6+ 6 cos 2α +(π + 2 α) (-10 sin 2α)


  [image: image]


  [image: image]


  Ο πίνακας δείχνει ότι πολύ γρήγορα η μέθοδος εντόπισε τη λύση σαν α = 1.0683 rad = 61.21° για την οποία αντιστοιχεί παροχή Q = 7.192 ft3/sec. Η δεύτερη παράγωγος h’(α) = -41.77 < 0, άρα το σημείο είναι τοπικό μέγιστο.


  Η επιλογή του αρχικού σημείου είναι σημαντική, όπως φαίνεται στα παρακάτω παραδείγματα:


  [image: image]


  [image: image]


  Με αλλαγή του αρχικού σημείου από 0.5 σε 0.4 η μέθοδος συγκλίνει στη λύση α = 2.0071 rad = 114.99° που δεν είναι αποδεκτή γιατί είναι εκτός του διαστήματος [0, 90°]. Η γραφική απεικόνιση της συνάρτησης είναι μια καλή πρακτική για την επιλογή του αρχικού σημείου.


  [image: image]


  5.3 Να μεγιστοποιηθεί η f (x1, x2) = 4 x1 + 6 x2 - 2 x12 - 2 x1 x2 – 2 x22


  χωρίς περιορισμούς


  αρχίζοντας από το σημείο x1 = x2 = 1. Χρησιμοποιείστε τη μέθοδο της επικλινέστερης καθόδου και το κανόνα ελαχιστοποίησης για την επιλογή βήματος


  Επίλυση


  Η διαδικασία δίνει διαδοχικά


  [image: image]


  Το ακριβές μέγιστο είναι x* = (0.3333, 1.3333).


  5.4 Επιλύστε τα παρακάτω δύο προβλήματα με την υπολογιστική μέθοδο Newton. Χρησιμοποιείστε το κανόνα ελαχιστοποίησης για την επιλογή βήματος.


  (α) min f(x1, x2, x3) = x12 + x22 + x32 + x1 - x2 - x3 χωρίς περιορισμούς αρχίζοντας από το σημείο x1 = x2 = x3 = 0


  (β) min f(x1, x2, x3) = f(x1,x2,x3) = x12 + x22 – 6 x1 - ex3 + x3 χωρίς περιορισμούς, αρχίζοντας από το σημείο x1 = x2 = 2, x3 = 0.


  
    
      	
        KΕΦAΛΑΙΟ

      

      	
        6


        Γραμμικός


        Προγραμματισμός

      
    

  


  6.1 ΕΙΣΑΓΩΓΗ


  Ο γραμμικός προγραμματισμός (Γ.Π.) είναι μια μέθοδος βελτιστοποίησης που εφαρμόζεται για την επίλυση προβλημάτων στα οποία η αντικειμενική υνάρτηση και οι περιορισμοί είναι γραμμικές συναρτήσεις των μεταβλητών απόφασης. Η αναγνώριση προβλημάτων αυτής της κατηγορίας τοποθετείται στη δεκαετία του 1930 από οικονομολόγους που αναζητούσαν μεθόδους για το βέλτιστο καταμερισμό εξαντλήσιμων πόρων. O Dantzig το 1947, εργαζόμενος για την αεροπορία των Η.Π.Α., επινόησε τη μέθοδο Simplex για τη λύση του γενικού προβλήματος Γ.Π.


  Από τότε οι εφαρμογές Γ.Π. είναι αναρίθμητες. Από τις πλέον αποδοτικές αφορούν το μίγμα υποπροϊόντων σε διϋλιστήρια πετρελαίου και γενικότερα τη χημική βιομηχανία, έλεγχο αποθεμάτων σε βιομηχανίες παραγωγής καταναλωτικών προϊόντων, δίκτυα διανομής τροφίμων από τα εργοστάσια παραγωγής σε αποθήκες, δίκτυα τηλεπικοινωνιών κ.ά.


  Το γενικό πρόβλημα Γ.Π. διατυπώνεται στην ακόλουθη μορφή:


  Ζητούνται οι τιμές των μεταβλητών απόφασης που ελαχιστοποιούν την γραμμική αντικειμενική συνάρτηση


  [image: image]


  κάτω από ένα σύνολο m γραμμικών περιορισμών


  [image: image]


  Το πρόβλημα έχει ενδιαφέρον μόνον όταν m < n, αλλιώς ανάγεται στην αναζήτηση λύσης ενός συστήματος n εξισώσεων με n αγνώστους.


  Εναλλακτικά η διατύπωση του προβλήματος με μορφή πινάκων έχει ως εξής:
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  κάτω από
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  Οι παραδοχές που γίνονται στο γενικό πρόβλημα Γ.Π. είναι:


  1) ελαχιστοποίηση της γραμμικής αντικειμενικής συνάρτησης


  2) οι περιορισμοί έχουν την μορφή ισοτήτων


  3) οι μεταβλητές απόφασης είναι μη αρνητικές


  Οι παραδοχές αυτές δεν επιφέρουν απώλεια της γενικότητας της μεθόδου, διότι οποιοδήποτε πρόβλημα Γ.Π. μπορεί να διατυπωθεί στη παραπάνω μορφή με τους παρακάτω μετασχηματισμούς:


  1) μεγιστοποίηση μιας συνάρτησης ισοδυναμεί με ελαχιστοποίηση της ίδιας συνάρτησης με αρνητικό πρόσημο


  2) περιορισμοί με τη μορφή ανισοτήτων του τύπου «μικρότερο ή ίσο» ή «μεγαλύτερο ή ίσο» μπορεί να μετατραπούν σε ισότητες με την προσθήκη μιας νέας μη αρνητικής συμπληρωματικής (slack) ή πλεονασματικής (surplus) μεταβλητής αντίστοιχα (μεταβλητές απόκλισης)


  3) μια μεταβλητή με μη καθορισμένο πρόσημο μπορεί να γραφεί σαν διαφορά δύο νέων μη αρνητικών μεταβλητών.


  



  6.2 ΓΡΑΦΙΚΗ ΛΥΣΗ ΠΡΟΒΛΗΜΑΤΩΝ Γ.Π.


  



  Στη περίπτωση μόνο δύο μεταβλητών απόφασης είναι δυνατόν να μελετηθεί το πρόβλημα Γ.Π. με μια απλή γραφική μέθοδο, η οποία παρέχει και την γεωμετρική ερμηνεία της γενικής λύσης, δηλαδή εξηγεί τις περιπτώσεις


  
    	μοναδικής και πεπερασμένης βέλτιστης λύσης


    	άπειρος αριθμός βέλτιστων λύσεων


    	μη φραγμένη λύση


    	καμιά λύση


    	μοναδικό εφικτό σημείο

  


  Επίσης η γραφική μέθοδος εξηγεί ότι


  
    	η εφικτή περιοχή είναι κυρτό πολύγωνο


    	η βέλτιστη λύση αν υπάρχει είναι σε μια κορυφή της εφικτής περιοχής

  


  Παράδειγμα 6.1 – Αρδευτικό έργο


  


  Σε μια περιοχή το νερό που είναι διαθέσιμο ετησίως είναι 1800 acre-ft. Η απαίτηση νερού των μοναδικών δύο καλλιεργειών Α και Β είναι 3 και 2 acre-ft/acre αντίστοιχα. Για να σταθεροποιηθούν οι τιμές στην αγορά επιβάλλεται να περιοριστούν οι καλλιέργειες Α και Β σε 400 και 600 acres αντίστοιχα, οπότε το κέρδος που προκύπτει είναι $300/acre για την Α και $500/acre για την Β. Ζητείται να καθοριστεί η έκταση που θα αποδοθεί σε κάθε καλλιέργεια ώστε να μεγιστοποιείται το κέρδος.


  Ορίζοντας σαν μεταβλητές απόφασης x1 και x2 την έκταση σε acres που θα αποδοθεί στις καλλιέργειες Α και Β αντίστοιχα, το πρόβλημα διατυπώνεται ως εξής


  
    
      	max f(x1, x2) = 300 x1 + 500 x2

      	
    


    
      	κάτω από

      	x1 ≤ 400

      	(1)
    


    
      	

      	x2 ≤ 600

      	(2)
    


    
      	

      	3 x1 + 2 x2 ≤ 1800

      	(3)
    


    
      	

      	x1 ≥ 0

      	(4)
    


    
      	

      	x2 ≥ 0

      	(5)
    

  


  Οι περιορισμοί ορίζουν το σύνολο των εφικτών λύσεων που όπως φαίνεται στο Σχήμα 6.1 είναι κυρτό. Μετατοπίζοντας την ευθεία που αναπαριστά την αντικειμενική συνάρτηση παράλληλα στον εαυτό της προς τα δεξιά, η τιμή της αυξάνει και μεγιστοποιείται στο σημείο (200,600).
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  Σχήμα 6.1. Γραφική λύση προβλήματος Γ.Π.


  Παρατηρήσεις


  1) Καθώς μετατοπίζεται η αντικειμενική συνάρτηση f, το μέγιστο επιτυγχάνεται όταν η ευθεία στην πιο απόμακρη θέση της έχει τουλάχιστον ένα κοινό σημείο με την εφικτή περιοχή


  2) η βέλτιστη τιμή επιτυγχάνεται στην κορυφή x1* = 200, x2* = 600 με τιμή της αντικειμενικής συνάρτησης f* = $360,000


  3) η αντικειμενική συνάρτηση f θα μπορούσε να ταυτίζεται με το σύνορο της εφικτής περιοχής 3 x1 + 2 x2 = 1800 ⇒ άπειρος αριθμός βέλτιστων λύσεων


  4) η εφικτή περιοχή μπορεί να μην είναι κλειστό πολύγωνο ⇒ μη φραγμένη λύση


  5) η εφικτή περιοχή μπορεί να είναι το κενό σύνολο ⇒ ασυνέπεια στους περιορισμούς


  6) η εφικτή περιοχή μπορεί να είναι ένα μοναδικό σημείο


  Ερμηνεία με βάση τους πολλαπλασιαστές Lagrange


  Εξετάζεται ποιοι περιορισμοί είναι ενεργοί στο βέλτιστο σημείο


  
    
      	x1* = 200 < 400

      	ανενεργός ⇒

      	λ = 0
    


    
      	x2* = 600 = 600

      	ενεργός ⇒

      	λ ≠ 0
    


    
      	3 x1 + 2 x2 = 1800

      	ενεργός ⇒

      	λ ≠ 0
    

  


  Επειδή έχει αποδειχθεί ότι ο πολλαπλασιαστής Lagrange εκφράζει την οριακή μεταβολή της αντικειμενικής συνάρτησης για μια μεταβολή του επιπέδου του περιορισμού ή


  [image: image]


  Είναι προφανές ότι στο παράδειγμα μπορεί να μεταβληθεί το επίπεδο του περιορισμού (1) αυξητικά χωρίς να επηρεαστεί η βέλτιστη τιμή της αντικειμενικής συνάρτησης.


  Λύση με το MS Excel


  Το πρόγραμμα φύλων εργασίας MS Excel έχει τη δυνατότητα να επιλύει προβλήματα Γ.Π. Τα δεδομένα και οι εξισώσεις του παραδείγματος διατάσσονται όπως φαίνεται στο πίνακα:
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  Ακολουθώντας τις οδηγίες χρήσης του πρόσθετου προκύπτει η λύση όπως φαίνεται παρακάτω (με πλάγια γραφή εμφανίζονται τιμές που υπολογίζει το πρόγραμμα επίλυσης):
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  6.3 ΟΡΙΣΜΟΙ ΚΑΙ ΘΕΩΡΗΜΑΤΑ


  1. Υπερεπίπεδο. Στον n-διάστατο χώρο το σύνολο των σημείων x (διανύσματα) που ικανοποιούν την ραμμική εξίσωση aT x = b ονομάζεται υπερεπίπεδο.


  Ένα υπερεπίπεδο χωρίζει το n-διάστατο χώρο Rn σε δύο κλειστούς ημιχώρους Η+ = {x| aT x ≥ b} και Η- = {x| aT x ≤ b}, κλειστούς διότι περιλαμβάνουν και το υπερεπίπεδο («ή ίσο» στις ανισότητες).


  2. Κυρτό σύνολο. Το σύνολο S των σημείων τέτοιων ώστε αν x1 και x2 είναι οποιαδήποτε δύο σημεία του συνόλου, το ευθύγραμμο τμήμα που τα ενώνει ανήκει επίσης στο σύνολο ή S κυρτό σύνολο ⇔ εάν x1, x2 ∈ S τότε τα σημεία x = α x1 + (1 – α) x2 ∈ S ∀α ∈ [0, 1]


  3. Κορυφή (ακραίο σημείο). Είναι ένα σημείο σε ένα κυρτό σύνολο που δεν ανήκει στο ευθύγραμμο τμήμα που συνδέει δύο άλλα σημεία του συνόλου.


  4. Κυρτό πολύεδρο. Ένα σύνολο σημείων που είναι κοινά σε ένα ή περισσότερους ημιχώρους (είναι κυρτό με βάση το Θεώρημα 1).


  5. Εφικτή λύση. Στο πρόβλημα Γ.Π. κάθε λύση που ικανοποιεί τους περιορισμούς Α x = b, x ≥ 0.


  6. Βασική λύση. Μια λύση του Α x = b στην οποία n – m μεταβλητές είναι ίσες με μηδέν.


  7. Βάση. Το σύνολο των m μεταβλητών που δεν είναι μηδέν σε μια βασική λύση (όχι οι τιμές τους).


  8. Βασική εφικτή λύση. Μια βασική λύση που ικανοποιεί x ≥ 0


  9. Μη εκφυλισμένη βασική εφικτή λύση. Μια βασική εφικτή λύση με ακριβώς m μεταβλητές xi > 0.


  10. Βέλτιστη λύση. Μια εφικτή λύση που βελτιστοποιεί την αντικειμενική συνάρτηση.


  11. Βέλτιστη βασική λύση. Μια βασική εφικτή λύση που βελτιστοποιεί την αντικειμενική συνάρτηση.


  Θεώρημα 1: Η τομή οποιουδήποτε αριθμού κυρτών συνόλων είναι επίσης κυρτό σύνολο.
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  ∀ x1 , x2 ∈ R τότε τα σημεία x = α x1 + (1 – α) x2 ∈ R ∀α ∀ [0, 1]


  Θεώρημα 2: Η εφικτή περιοχή του προβλήματος Γ.Π. είναι κυρτή.


  



  



  S = {x| Α x = b , x ≥ 0}  x1 ∈ S:Αx1 = b  x1 ≥ 0


                      x2 ∈ S:Αx2 = b  x2 ≥ 0


  ⇒ Α [λ x1 + (1 – λ) x2] = λ b + (1 – λ) b = b


  



  Άρα το σημείο x = λ x1 + (1 – λ) x2 ικανοποιεί το περιορισμό Α x = b και



  ∀λ ∈ [0, 1] , x ≥ 0. Άρα η εφικτή περιοχή S είναι κυρτό σύνολο.


  



  Θεώρημα 3: Ένα τοπικό ελάχιστο που ανήκει σε ένα κυρτό σύνολο είναι απόλυτο ελάχιστο.


  Αν το Α είναι το τοπικό ελάχιστο και το Β είναι το απόλυτο ελάχιστο, όλα τα σημεία στο ευθύγραμμο τμήμα ΑΒ είναι στην εφικτή περιοχή και εκείνα που είναι κοντά στο Α θα δίνουν τιμές στην αντικειμενική συνάρτηση μικρότερες της fA.


  Πόρισμα: Ένα τοπικό ελάχιστο για ένα πρόβλημα Γ.Π. είναι απόλυτο ελάχιστο.


  Θεώρημα 4: Κάθε βασική εφικτή λύση είναι ακραίο σημείο του κυρτού συνόλου των εφικτών λύσεων.


  Έστω x = [b1΄ b2΄ …bm΄ 0 0 0 ]T ≥ 0 μια βασική εφικτή λύση. Για να είναι το x ακραίο σημείο (κορυφή) χρειάζεται να δειχτεί ότι δεν υπάρχει εφικτή λύση


  y, z ώστε x = λ y + (1-λ) z 0 ≤ λ ≤ 1


  Αν αυτό ίσχυε, τότε xj = λ yj + (1-λ) zj = 0 για j = m+1, …, n ⇒ yj = zj = 0


  Επειδή x, y, z είναι εφικτές λύσεις Αx = Αy = Αz = b. Άρα x = y = z και το σημείο x δεν μπορεί να είναι γραμμικός συνδυασμός δύο λύσεων y, z διαφορετικών από το x.


  Θεώρημα 5 (Karatheodoris): Έστω S ένα κλειστό, φραγμένο πολύεδρο με xie, i = 1, …, p το σύνολο των κορυφών του. Τότε κάθε διάνυσμα x ∈ S μπορεί να γραφεί σαν γραμμικός συνδυασμός των κορυφών
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  Θεώρημα 6: Έστω S ένα κλειστό κυρτό πολύεδρο. Τότε το ελάχιστο μιας γραμμικής συνάρτησης στο S επιτυγχάνεται σε μια κορυφή του S.


  Έστω το ελάχιστο x* ≠ xie cT x* < cT xie , i = 1, …,p
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  Από το Θεώρημα 5, μπορεί να επιλεγούν τα λi ώστε το ελάχιστο να γραφεί ως
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  οπότε cT x* < cT x* άτοπο.


  6.4 ΠΕΡΙΣΤΡΟΦΙΚΗ ΑΝΑΓΩΓΗ ΣΥΣΤΗΜΑΤΟΣ m ΕΞΙΣΩΣΕΩΝ ΜΕ n ΑΓΝΩΣΤΟΥΣ (m < n)


  Περιστροφή είναι η πράξη απαλοιφής της μεταβλητής xi από n-1 εξισώσεις ενώ στην εξίσωση n ο συντελεστής της μεταβλητής xi είναι aij = 1. Για ένα συνεπές σύστημα (που έχει τουλάχιστον μια λύση) Α x = b, διαδοχικές περιστροφές οδηγούν το σύστημα στη κανονική μορφή με μεταβλητές περιστροφής x1, x2, …, xm.
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  Το κανονικό σύστημα έχει την προφανή λύση


  
    
      	xi = bi΄΄

      	i = 1, …, m

      	(βασικές μεταβλητές)
    


    
      	xi = 0

      	i = m+1, …, n

      	(μη βασικές μεταβλητές)
    

  


  Η λύση αυτή είναι βασική λύση γιατί έχει n – m μεταβλητές ίσες με μηδέν. Αν επιπλέον ισχύει bi΄΄ ≥ 0 είναι βασική εφικτή λύση. Είναι δυνατόν να βρεθούν άλλες βασικές λύσεις από την παραπάνω μορφή κανονικού συστήματος εκτελώντας περιστροφή γύρω από τον (μη μηδενικό) συντελεστή μιας από τις μη βασικές μεταβλητές. Η πράξη αυτή θα μεταβάλλει το συντελεστή και μιας βασικής μεταβλητής και θα την καταστήσει μη βασική.


  Παράδειγμα 6.2


  
    
      	2 x1

      	+ 3 x2

      	- 2 x3

      	- 7 x4

      	= 1
    


    
      	x1

      	+ x2

      	+ x3

      	+ 3 x4

      	= 6
    


    
      	x1

      	- x2

      	+ x3

      	+ 5 x4

      	= 4
    

  


  Περιστροφή γύρω από το a11 = 2


  
    
      	x1

      	+ 3/2 x2

      	- x3

      	- 7/2 x4

      	= 1/2
    


    
      	0

      	- 1/2 x2

      	+ 2 x3

      	+ 13/2 x4

      	= 11/2
    


    
      	0

      	- 5/2 x2

      	+ 2 x3

      	+ 17/2 x4

      	= 7/2
    

  


  Περιστροφή γύρω από το a22΄ = - 1/2


  
    
      	x1

      	+ 0

      	+ 5 x3

      	+ 16 x4

      	= 17
    


    
      	0

      	+ x2

      	- 4 x3

      	- 13 x4

      	=- 11
    


    
      	0

      	+ 0

      	- 8 x3

      	- 24 x4

      	=- 24
    

  


  Περιστροφή γύρω από το a33΄΄ = - 8


  
    
      	x1

      	+ 0

      	+ 0

      	+ x4

      	= 2
    


    
      	0

      	+ x2

      	+ 0

      	- x4

      	= 1
    


    
      	0

      	+ 0

      	- x3

      	+ 3 x4

      	= 3
    

  


  Το σύστημα είναι σε κανονική μορφή και έχει την προφανή λύση


  x4 = 0 x1 = 2 x2 = 1 x3 = 3 (βασική εφικτή λύση) βάση {x1, x2, x3}


  Περιστροφή γύρω από το a34΄΄ = 3


  
    
      	x1

      	+ 0

      	- 1/3 x3

      	+ 0

      	= 1
    


    
      	0

      	+ x2

      	+ 1/3 x3

      	+ 0

      	= 2
    


    
      	0

      	+ 0

      	+ 1/3 x3

      	+ x4

      	= 1
    

  


  Το σύστημα είναι σε κανονική μορφή και έχει την προφανή λύση


  x3 = 0 x1 = 1 x2 = 2 x4 = 1 (βασική εφικτή λύση) βάση {x1, x2, x4}


  Περιστροφή γύρω από το a23΄΄ = 1/3


  
    
      	x1

      	+ 1 x2

      	+ 0

      	+ 0

      	= 3
    


    
      	0

      	+ 3 x2

      	+ x3

      	+ 0

      	= 6
    


    
      	0

      	- x2

      	+ 0

      	+ x4

      	= -1
    

  


  Το σύστημα είναι σε κανονική μορφή και έχει την προφανή λύση


  x2 = 0 x1 = 3 x3 = 6 x4 = -1 (βασική λύση, μη εφικτή) βάση {x1, x3, x4}


  Περιστροφή γύρω από το a12΄΄ = 1


  
    
      	x1

      	+ x2

      	+ 0

      	+ 0

      	= 3
    


    
      	-3 x1

      	+ 0

      	+ x3

      	+ 0

      	= -3
    


    
      	x1

      	+ 0

      	+ 0

      	+ x4

      	= 2
    

  


  Το σύστημα είναι σε κανονική μορφή και έχει την προφανή λύση


  x1 = 0 x2 = 3 x3 = -3 x4 = 2 (βασική λύση, μη εφικτή) βάση {x2, x3, x4}


  Δεδομένου ότι οι βασικές λύσεις είναι οι κορυφές της εφικτής περιοχής και ότι η λύση του προβλήματος Γ.Π. είναι πάνω σε μια από τις κορυφές, μπορούμε να δημιουργήσουμε όλες τις βασικές λύσεις και να διαλέξουμε εκείνη που είναι εφικτή και ελαχιστοποιεί την αντικειμενική συνάρτηση.


  Μια και για κάθε βασική λύση θέτουμε n-m μεταβλητές ίσες με το μηδέν από τις n μεταβλητές απόφασης, ο αριθμός των βασικών λύσεων είναι ίσος με τον αριθμό των συνδυασμών m από n, δηλαδή
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  Το πλήθος των βασικών λύσεων για n = 10, m = 5 προκύπτει ότι είναι 252, ενώ για n = 20, m = 10 είναι 184,700. Επομένως χρειάζεται ένα υπολογιστικό σχήμα που θα οργανώσει την εξέταση των βασικών λύσεων πιο αποτελεσματικά έτσι ώστε να βελτιώνεται η αντικειμενική συνάρτηση σε κάθε νέα δοκιμή. Αυτός είναι ο ρόλος της μεθόδου Simplex που αναπτύσσεται στην συνέχεια. Η μέθοδος αυτή βρίσκει σε κάθε δοκιμή μια νέα βασική εφικτή λύση που δίνει στην αντικειμενική συνάρτηση μικρότερη ή ίση τιμή. Έτσι εντοπίζει γρήγορα την κορυφή που αντιστοιχεί στο ελάχιστο σε πεπερασμένο αριθμό βημάτων.


  6.5 ΑΛΓΟΡΙΘΜΟΣ SIMPLEX


  Η περιγραφή του αλγόριθμου Simplex προϋποθέτει καταρχήν ότι μια βασική εφικτή λύση είναι διαθέσιμη. Σε επόμενη ενότητα θα εξηγηθεί πως αυτό μπορεί να επιτυγχάνεται πάντοτε.


  Έστω ότι με μια σειρά περιστροφών το πρόβλημα έχει αναχθεί σε κανονική μορφή που περιλαμβάνει και την αντικειμενική συνάρτηση, όπου η f λαμβάνεται σαν βασική μεταβλητή


  
    
      	1. x1

      	+0 . x2

      	+0 . xm

      	+a1,m+l΄΄xm+1

      	+ ....

      	+a1,n΄΄xn

      	=b1΄΄
    


    
      	0. x1

      	+1 . x2

      	+0 . xm

      	+a2,m+l΄΄xm+1

      	+ ....

      	+a2,n΄΄xn

      	=b2΄΄
    

  


  
    
      	0. x1

      	+0 . x2

      	+1 . xm

      	+am,m+l΄΄xm+1

      	+ ....

      	+am,n΄΄xn

      	=bm΄΄
    


    
      	

      	

      	-f

      	+cm+1΄΄xm+1

      	+ ....

      	+cm΄΄xn

      	=- f0΄΄
    

  


  Υπάρχει η προφανής βασική λύση


  
    
      	


      	xi = bi΄΄  i = 1, …, m
    


    
      	

      	xj = 0   j = m+1, …, n
    


    
      	

      	f = f0΄΄
    

  


  Αν επιπλέον ισχύει bi΄΄≥ 0 η λύση αυτή είναι επίσης βασική εφικτή λύση.


  Θεώρημα: Μια βασική εφικτή λύση είναι βέλτιστη αν όλοι οι συντελεστές κόστους των μη βασικών μεταβλητών cj΄΄ , j = m+1, …, n είναι μη αρνητικοί.


  Απόδειξη: Η αντικειμενική συνάρτηση έχει την μορφή [image: image]


  Επειδή xj = 0 , j = m+1, …, n στη βασική λύση και μπορεί να λάβουν μόνο μη αρνητικές τιμές, αν κάποιος συντελεστής cj΄΄ > 0 η τιμή της ντικειμενικής συνάρτησης δεν μπορεί να μειωθεί θέτοντας xj > 0 (αντί για μηδέν), δηλαδή αλλάζοντας την μη βασική μεταβλητή xj σε βασική. Επίσης, αν κάποιος συντελεστής cj΄΄ = 0, η τιμή της αντικειμενικής συνάρτησης δεν αλλάζει όταν xj > 0, δηλαδή η αντίστοιχη μη βασική μεταβλητή xj γίνει βασική (υπάρχουν πολλαπλές βέλτιστες λύσεις). Επομένως, αν οι συντελεστές cj΄΄ είναι μη αρνητικοί, η βασική εφικτή λύση είναι η μοναδική βέλτιστη λύση για το σύνολο των μη βασικών μεταβλητών xj, j = m+1, …, n.


  Βελτίωση της αντικειμενικής συνάρτησης


  Περιλαμβάνοντας τις βασικές και μη βασικές μεταβλητές η αντικειμενική συνάρτηση έχει την μορφή [image: image]


  Αν τουλάχιστο ένας συντελεστής κόστους μη βασικής μεταβλητής είναι αρνητικός, cj΄΄ < 0, η τιμή της αντικειμενικής συνάρτησης μπορεί να βελτιωθεί έτοντας xj > 0 (αντί για μηδέν), δηλαδή αλλάζοντας την μη βασική μεταβλητή xj σε βασική και προσθέτοντας αντίστοιχα μια από τις βασικές μεταβλητές στις μη βασικές. Αν υπάρχουν περισσότερα από ένα cj΄΄ < 0, επιλέγεται


  cs* = min {cj΄΄ }< 0


  Πως αλλάζουν οι βασικές μεταβλητές;


  
    
      	x1 = b1΄΄ – a1,s΄΄ xs

      	b1΄΄ ≥ 0
    


    
      	….

      	
    


    
      	xm = bm΄΄ – am,s΄΄ xs

      	bm΄΄ ≥ 0
    


    
      	f = f0΄΄ + cs΄΄ xs

      	cs΄΄ < 0
    

  


  Αυξάνοντας την τιμή της μεταβλητής xs > 0, (επειδή cs΄΄ < 0) θα μειώσει την f σημαντικά, αλλά ταυτόχρονα, αν κάποιο ai,s΄΄ > 0, θα επιφέρει xi < 0, παραβιάζοντας το περιορισμό xi ≥ 0.


  Προφανώς


  1) αν ai,s΄΄ ≤ 0 ∀i = 1, 2, …, m ⇒ η xs μπορεί να πάρει άπειρα μεγάλη τιμή ⇒ μη φραγμένη λύση


  2) αν ai,s΄΄ > 0 για κάποιο i = 1, 2, …, m ⇒ η μεγαλύτερη τιμή της xs που δεν κάνει το xi < 0 είναι

  [image: image]


  3) αν ai,s΄΄ > 0 και bi΄΄ = 0 ⇒ εκφυλισμένη λύση (οι μη βασικές μεταβλητές είναι περισσότερες από n-m), η f δεν μπορεί να βελτιωθεί, οι xi και xs είναι μηδενικές.


  Πρόταση:


  Χρησιμοποιώντας το κριτήριο [image: image] δεν αποφέρει αρνητικό bi΄΄.


  Έστω b1, b2 > 0 και a1, a2 > 0 και [image: image]


  Περιστροφή στο a2 δίνει b1΄ = b1 – b2 / a2. a1


  Αν b1΄ < 0 ⇒ b1 – b2 / a2. a1 < 0 ⇒ [image: image] άτοπο ⇒ η νέα λύση είναι πάντοτε βασική εφικτή λύση.


  Παράδειγμα 6.3 - Μοναδική λύση


  Να επιλυθεί το Παράδειγμα 6.1 με τη μέθοδο Simplex


  [image: image]


  Με εισαγωγή πλεονασματικών μεταβλητών x3, x4, x5 ≥ 0 διατυπώνεται σε κανονική μορφή:


  [image: image]


  επειδή όλα τα bj είναι θετικά, υπάρχει άμεσα διαθέσιμη μια βασική εφικτή λύση. Απλά θέτουμε τις αρχικές μεταβλητές απόφασης x1 = x2 = 0 και χρησιμοποιούμε σαν βασικές μεταβλητές τις πλεονασματικές μεταβλητές οπότε x3 = 400, x4 = 600, x5 = 1800 (ικανοποιείται ο περιορισμός xi ≥ 0).


  [image: image]


  (1) έλεγχος συντελ. κόστους ci < 0 για να βρεθεί ποιά μη βασική μεταβλητή εισέρχεται στη επόμενη βάση


  (2) αποφασίζεται ποιά μεταβλητή απομακρύνεται από τη υπάρχουσα βάση υπολογίζοντας για ai > 0 το ελάχιστο λόγο bj/ai = min


  (3) περιστροφή στην εντοπισθείσα μεταβλητή της υπάρχουσας βάσης, δηλαδή διαίρεση της εξίσωσης περιστροφής δια του συντελεστού περιστροφής και πολλαπλασιασμός της εξίσωσης περιστροφής κατάλληλα και πρόσθεση για να μηδενιστεί ο συντελεστής της μεταβλητής που εισέρχεται στη βάση


  [image: image]


  [image: image]


  οι συντελεστές κόστους των μη βασικών μεταβλητών x4 , x5 είναι θετικοί ⇒ βρέθηκε μοναδική βέλτιστη λύση x4 = x5 = 0 x1 = 200 x2 = 600 x3 = 200 -z = f = 360000


  



  Παράδειγμα 6.4 - Μοναδική λύση


  [image: image]


  Με εισαγωγή πλεονασματικών μεταβλητών x4 , x5 , x6 ≥ 0 διατυπώνεται σε κανονική μορφή:


  [image: image]


  Επειδή όλα τα bj είναι θετικά, υπάρχει άμεσα διαθέσιμη μια βασική εφικτή λύση. Απλά θέτουμε τις αρχικές μεταβλητές απόφασης = 0 και χρησιμοποιούμε σαν βασικές μεταβλητές τις πλεονασματικές μεταβλητές (ικανοποιείται ο περιορισμός xi ≥ 0). Διαμορφώνουμε τον ακόλουθο πίνακα.


  [image: image]


  [image: image]


  [image: image]


  Παράδειγμα 6.5 - Μη φραγμένη λύση


  
    
      	max f =

      	3 x1 + 2 x2

      	

      	min z = -3 x1 - 2 x2
    


    
      	κ.α.

      	x1 - x2 ≤ 1

      	κ.α.

      	x1 - x2 + x3 = 1
    


    
      	

      	3 x1 - 2 x2 ≤ 6 ⇔

      	

      	3 x1 - 2 x2 + x4 = 6
    


    
      	

      	xi ≥ 0

      	

      	xi ≥ 0
    

  


  Με εισαγωγή πλεονασματικών μεταβλητών x3 , x4 ≥ 0 το πρόβλημα διατυπώνεται σε κανονική μορφή:


  [image: image]


  Επειδή όλα τα bj είναι θετικά, έχουμε βασική εφικτή λύση θέτοντας τις αρχικές μεταβλητές απόφασης = 0 και χρησιμοποιώντας σαν βασικές μεταβλητές τις πλεονασματικές μεταβλητές (ικανοποιείται ο περιορισμός xi ≥ 0). Όταν υπάρχει διαθέσιμη μια βασική εφικτή λύση λέμε ότι αρχίζει η Φάση ΙΙ της μεθόδου Simplex. Διαμορφώνουμε τον ακόλουθο πίνακα


  [image: image]


  [image: image]


  [image: image]


  το x3 έχει αρνητικό συντελεστή κόστους, αλλά όλα τα ai είναι επίσης αρνητικά ⇒ η z μπορεί να μειώνεται άπειρα για x3 > 0 Αν όλα τα ai είναι αρνητικά ή μηδέν ⇒ μη φραγμένη λύση


  Παράδειγμα 6.6 - Άπειρες λύσεις


  
    
      	max f =

      	40 x1 + 100 x2

      	⇔min z = - 40 x1 - 100 x2
    


    
      	κ.α.

      	10 x1 + 5 x2 ≤ 2500

      	
    


    
      	

      	4 x1 + 10 x2 ≤ 2000

      	
    


    
      	

      	2 x1 + 3 x2 ≤ 900

      	
    


    
      	

      	xi≥ 0

      	
    

  


  Με εισαγωγή πλεονασματικών μεταβλητών x3, x4, x5 ≥ 0 το πρόβλημα διατυπώνεται σε κανονική μορφή:


  [image: image]


  Επειδή όλα τα bj είναι θετικά, και πάλι χρησιμοποιούμε σαν βασικές μεταβλητές τις πλεονασματικές μεταβλητές.


  [image: image]


  [image: image]


  Η βασική λύση είναι


  x1 = x4 = 0 x2 = 200 x3 = 1500 x5 = 300 f = -z = 20000 Επειδή η μη βασική μεταβλητή x1 έχει μηδενικό συντελεστή κόστους, μπορεί να γίνει βασική (> 0) χωρίς να αλλάξει η τιμή της f.


  [image: image]


  Η βασική λύση είναι


  x3 = x4 = 0 x1 = 1500/8 x2 = 125 x5 = 150 f = -z = 20000


  Έστω x1 και x2 οι δύο λύσεις με f = cT x1 = cT x2


  Κάθε γραμμικός συνδυασμός των δύο λύσεων x3 = λ x1 + (1-λ) x2 είναι επίσης


  λύση: cT x3 = λ cT x1 + (1-λ) cT x2 = λ f + (1-λ) f = f


  Άρα το πρόβλημα έχει άπειρες λύσεις.


  6.6 Η ΜΕΘΟΔΟΣ SIMPLEX ΔΥΟ ΦΑΣΕΩΝ


  Η βασική εφικτή λύση μπορεί να υπάρχει ή όχι και, αν υπάρχει, μπορεί να μην είναι άμεσα διαθέσιμη, όπως υποθέσαμε μέχρι τώρα. Π.χ. έστω ο περιορισμός x1 - x2 ≤ 5 ⇒ - x1 + x2 ≤ -5 ⇒ - x1 + x2 + x3 = -5 x1, x2, x3 > 0


  Τώρα δεν μπορεί να τεθεί x1 = x2 = 0 και να χρησιμοποιηθεί στην βάση η συμπληρωματική μεταβλητή x3 επειδή έχει αρνητική τιμή x3 = -5.


  Φάση Ι: ελέγχει αν το πρόβλημα έχει μια εφικτή λύση με χρήση του αλγόριθμου Simplex και κατόπιν παράγει την βασική εφικτή λύση σε κανονική μορφή.


  Φάση ΙΙ: ελέγχει αν το πρόβλημα έχει ένα φραγμένο βέλτιστο και κατόπιν βρίσκει την βασική εφικτή λύση που είναι βέλτιστη.


  Βήματα της Φάσης Ι


  (1) διαμόρφωση του αρχικού συστήματος ώστε όλα τα bj ≥ 0 και Ax = b, x ≥ 0


  περιλαμβανομένων των συμπληρωματικών ή πλεονασματικών εταβλητών, π.χ. x1 - x2 - x3 = 5


  (2) εισαγωγή τεχνητών μεταβλητών y1, …ym ≥ 0 ώστε Ax + Ιmm y = b, b ≥ 0


  (3) εισαγωγή της μεταβλητής ανεφικτότητας w = y1 + y2+ …+ ym (w ≥ 0)


  w = b1 - a11 x1 - .... - a1n xn + b2 – a21 x1 - .... – a2n xn + .... + bm – am1 x1 - .... – amn xn


  w = (b1 + b2 + ... + bm) – (a11 + a21 + .... + am1) x1 - ... - (a1n + a2n + .... + amn) xn


  w = w0 + d1 x1 + ... + dn xn


  Ας εξεταστεί το πρόβλημα Γ.Π.


  [image: image]


  Είναι προφανές ότι έχει την κανονική μορφή


  [image: image]


  για την οποία η βασική εφικτή λύση είναι προφανής: x = 0, y = b ≥ 0 που δίδει τις τιμές f = 0 και w = w0 ≥ 0.


  Επομένως μπορεί να χρησιμοποιηθεί ο αλγόριθμος Simplex και να βελτιωθεί η βασική εφικτή λύση ώστε να ελαχιστοποιηθεί η συνάρτηση w.


  Έλεγχος


  (1) αν w* > 0 δεν υπάρχει εφικτή λύση (κάποιο yi ≠ 0, Ax ≠ b)


  (2) αν w* = 0 όλα τα yi = 0 και ο πίνακας είναι σε κανονική μορφή, και μια βασική εφικτή λύση του αρχικού προβλήματος είναι διαθέσιμη. Η Φάση Ι συνοψίζεται ως εξής:


  
    
      	x = 0

      	

      	x ≥ 0
    


    
      	y ≥ 0

      	

      	y = 0
    


    
      	w = w0

      	⇒

      	w = 0
    


    
      	f = 0

      	

      	f = cT x
    


    
      	I y = b

      	

      	A x = b
    

  


  Βήματα της Φάσης IΙ


  Παραλείπεται η w και οι μεταβλητές yi και βελτιώνεται η λύση για να βρεθεί η βέλτιστη, αν υπάρχει.


  Παράδειγμα 6.7 – Μέθοδος Simplex δύο φάσεων


  
    
      	min f =

      	2 x1 + 3 x2 + 2 x3 - x4 + x5
    


    
      	κ.α.

      	3 x1 - 3 x2 + 4 x3 + 2 x4 - x5 = 0
    


    
      	

      	x1 + x2 + x3 + 3 x4 + x5 = 2
    


    
      	

      	xi ≥ 0
    

  


  Σε αναζήτηση μιας αρχικής βασικής εφικτής λύσης κάποιος θα μπορούσε να δοκιμάσει θέτοντας x1 = x2 = x3 = 0, οπότε x4 = 2/5 και x5 = 4/5. Η λύση αυτή είναι ότι χρειάζεται για να αρχίσει η Φάση ΙΙ, και μάλιστα, όπως θα δειχθεί, είναι και η βέλτιστη λύση του προβλήματος. Όμως η λύση βρέθηκε από σύμπτωση. Με εισαγωγή πλεονασματικών μεταβλητών y1, y2 ≥ 0 το πρόβλημα διατυπώνεται σε κανονική μορφή:


  
    
      	3 x1

      	- 3 x2

      	+ 4 x3

      	+ 2 x4

      	- x5

      	+ y1

      	

      	= 0
    


    
      	x1

      	- 3 x2

      	+ x3

      	+ 3 x4

      	+ x5

      	

      	+ y2

      	= 2
    


    
      	2 x1

      	- 3 x2

      	+ 2 x3

      	- x4

      	+ x5

      	

      	- f

      	= 0
    

  


  Είναι σαφές ότι η λύση xi = 0, yi = bi ≥ 0 είναι μια βασική εφικτή λύση (όπου y1 = 0, y2 = 2). Το άθροισμα των τεχνητών μεταβλητών είναι:


  w = y1 + y2 = 2 - 4 x1 + 2 x2 - 5x3 - 5 x4 + 0 x5


  Φάση Ι


  [image: image]


  [image: image]


  [image: image]


  η βασική λύση που εντοπίστηκε είναι


  x1 = x3 = x5 = 0 x4 = 6/11 x2 = 4/11


  με f = 12/22 και w = 0 (ώστε y1 = y2 = 0) ⇒ τέλος της Φάσης Ι


  Φάση ΙΙ


  Διαμορφώνουμε το νέο πίνακα παραλείποντας τις στήλες με τις τεχνητές μεταβλητές y1, y2 και τη γραμμή με τη μεταβλητή ανεφικτότητας w.


  [image: image]


  [image: image]


  όλοι οι συντελεστές κόστους είναι θετικοί ⇒ βέλτιστη λύση


  x1 = x2 = x3 = 0   x4 = 2/5   x5 = 4/5   f = 2/5


  6.7 Η ΜΕΘΟΔΟΣ ΤΟΥ ΜΕΓΑΛΟΥ Μ


  Όπως στην Ενότητα 6.6, αν δεν μπορεί να βρεθεί άμεσα μια βασική εφικτή λύση απλά προσθέτοντας πλεονασματικές μεταβλητές π.χ. x1 - x2 ≥ 5 ⇒ x1 - x2 -x3 = 5, xi ≥ 0 (οπότε δεν μπορούμε να χρησιμοποιήσουμε x1 = x2 = 0, x3 = -5 < 0), μπορούμε να εισάγουμε μια τεχνητή μεταβλητή y1 ≥ 0, έτσι ώστε x1 - x2 - x3 + y1 = 5, xi ≥ 0, y1 ≥ 0 και να χρησιμοποιήσουμε x1 = x2 = x3 = 0, y1 = 5 για να δημιουργηθεί μια βασική εφικτή λύση. Επειδή η y1 είναι τεχνητή μεταβλητή, ο μόνος τρόπος για να ικανοποιηθούν οι περιορισμοί είναι να υποχρεώνεται το y1 να πάρει τιμή 0 μετά την επίλυση του προβλήματος με τη μέθοδο Simplex. Αυτό επιτυγχάνεται θέτοντας max f = cT x - M y1 όπου το Μ είναι ένας μεγάλος αριθμός >> ci. Για να βελτιώσει τη λύση η μέθοδος Simplex θα υποχρεώσει το y1 να είναι 0, ώστε να μην μειώνεται η f. Για πρόβλημα ελαχιστοποίησης γράφουμε αντίστοιχα min f = cT x + M y1.


  Παράδειγμα 6.8 – Μέθοδος μεγάλου Μ


  Επιλύεται το πρόβλημα έργου άρδευσης του Παραδείγματος 6.1 με τον πρόσθετο περιορισμό ότι πρέπει να αποδοθούν στις καλλιέργειες τουλάχιστον 200 acre.


  [image: image]


  [image: image]


  επειδή όλα τα bj είναι θετικά, και χρησιμοποιούμε σαν βασικές μεταβλητές τις πλεονασματικές μεταβλητές x3, x4, x5 και την y1.


  [image: image]


  Επειδή η y1 είναι βασική μεταβλητή πρέπει να μηδενιστεί ο συντελεστής 10000 στην στήλη της.


  [image: image]


  [image: image]


  [image: image]


  [image: image]


  όλοι οι συντελεστές κόστους είναι θετικοί ⇒ βέλτιστη λύση


  x1 = 200  x2 = 600  x3 = 200  x4 = 0  x5 = 0  x6 = 600  y1 = 0


  z* = -360000 ⇒ max f = 360000


  Διαπιστώνεται ότι η λύση είναι ίδια με εκείνη του Προβλήματος 6.1 παρά την χρήση ενός επιπλέον περιορισμού. Αυτό εξηγείται εύκολα αν απεικονιστεί ο περιορισμός x1 + x2 ≥ 200 στο Σχήμα 6.1 και διαπιστωθεί ότι δεν είναι ενεργός και άρα δεν επηρεάζει τη βέλτιστη λύση (200, 600). Όμως η επίλυση με την μέθοδο Simplex κατέστη περισσότερο πολύπλοκη και απαίτησε υπολογισμό τεσσάρων πινάκων (αντί για δύο).


  6.8 ΔΥΪΣΜΟΣ ΚΑΙ ΠΟΛΛΑΠΛΑΣΙΑΣΤΕΣ LAGRANGE


  Στην Ενότητα 4.2 διατυπώθηκαν οι συνθήκες Kuhn-Tucker για το πρόβλημα του γραμμικού προγραμματισμού (γραμμική αντικειμενική συνάρτηση και γραμμικοί περιορισμοί) και παρατηρήθηκε ότι υπάρχει μια ιδιάζουσα σχέση μεταξύ του αρχικού προβλήματος και των συνθηκών Κ-Τ. Στη γενική περίπτωση η σχέση αυτή συνοψίζεται ως εξής:


  [image: image]


  Η κατάστρωση του δυϊκού προβλήματος


  (1) είναι πολύ χρήσιμη για προβλήματα με πολλές μεταβλητές απόφασης και λίγους περιορισμούς (το δυϊκό είναι απλούστερο να λυθεί γιατί έχει λίγες μεταβλητές απόφασης)


  (2) έχει εφαρμογή στις αναλύσεις ευαισθησίας


  (3) έχει μια φυσική ερμηνεία όταν το πρόβλημα Γ.Π. προέρχεται από την περιοχή της οικονομίας ή εξετάζεται υπό το πρίσμα της θεωρίας παιγνίων


  Η συνάρτηση Lagrange του πρωτότυπου προβλήματος είναι:


  [image: image]


  Θεώρημα: Αν το δυϊκό και το πρωτότυπο έχουν βέλτιστες λύσεις ⇒ f* = f’*


  [image: image]


  η λύση του δυϊκού δίνει την ευαισθησία των μεταβλητών της αντικειμενικής συνάρτησης σε αλλαγές στα επίπεδα των περιορισμών του πρωτοτύπου.


  Παράδειγμα 6.9 - Οικονομική ερμηνεία του δυϊκού προβλήματος


  Ένα εργοστάσιο παράγει δύο είδη υφάσματος 1 και 2 που χρησιμοποιούν διαφορετική αναλογία των υλικών (βαμβάκι, μετάξι, μαλλί) και πωλούνται με διαφορετική τιμή. Τα υλικά είναι διαθέσιμα σε περιορισμένες ποσότητες όπως δείχνει ο πίνακας:


  [image: image]


  Πρωτότυπο πρόβλημα Γ.Π.


  Ο στόχος του παραγωγού είναι να μεγιστοποιήσει το όφελός του


  
    
      	max f =

      	30 x1 + 40 x2
    


    
      	κ.α.

      	2 x1 + x2 ≤ 18
    


    
      	

      	x1 + x2 ≤ 10
    


    
      	

      	x1 + 2 x2 ≤ 14
    


    
      	

      	xi ≥ 0
    

  


  Έστω ότι κάποιος θέλει να αγοράσει το εργοστάσιο και τα υλικά και έστω y1 , y2 , y3 οι τιμές που θέλει να πληρώσει για βαμβάκι, μετάξι, και μαλλί. Δηλαδή, ο στόχος του αγοραστή είναι να ελαχιστοποιήσει το κόστος του


  min f’ = 18 y1 + 10 y2 + 14 y3


  Για να αποδεχθεί την προσφορά το εργοστάσιο πρέπει να κερδίζει περισσότερα από το να πωλήσει τα υλικά, παρά από το να τα χρησιμοποιήσει για να παράγει προϊόντα προς πώληση. Δηλαδή


  2 y1 + y2 + y3 ≥ 30


  y1 + y2 + 2 y3 ≥ 40


  yi ≥ 0


  Έτσι προκύπτει ακριβώς το δυϊκό του πρωτότυπου προβλήματος Γ.Π.


  
    
      	Λύση πρωτότυπου

      	Λύση δυϊκού
    


    
      	x1 = 6

      	y1 = 0
    


    
      	x2 = 4

      	y2 = 20
    


    
      	

      	y3 = 10
    


    
      	f = 340

      	f = 340
    

  


  Παρατηρήσεις


  
    
      	Επειδή

      	2 . 6 + 4 = 16 ≤ 18
    


    
      	

      	6 + 4 = 10 = 10
    


    
      	

      	6 + 2 . 4 = 14 = 14
    

  


  οι περιορισμοί που καθορίζουν τη λύση είναι για το μετάξι και το μαλλί. Το βαμβάκι μένει αχρησιμοποίητο και έτσι η τιμή του στο δυϊκό είναι μηδέν. Η ερμηνεία στο γράφημα είναι: η ευθεία του περιορισμού για το βαμβάκι μπορεί να μετακινηθεί λίγο δεξιά ή αριστερά χωρίς να αλλάξει η βέλτιστη λύση.


  Οι τιμές των μεταβλητών του δυϊκού προβλήματος εκφράζει την αλλαγή στην αντικειμενική συνάρτηση ανά μονάδα αλλαγής του διαθέσιμου πόρου. Εδώ προκύπτει y1 = 0, δηλαδή μια επιπλέον μονάδα βαμβάκι δεν αλλάζει την αντικειμενική συνάρτηση. Αυτή είναι ακριβώς η σημασία των πολλαπλασιαστών Lagrange


  [image: image]


  6.9 ΑΝΑΛΥΣΗ ΕΥΑΙΣΘΗΣΙΑΣ


  Έστω το πρόβλημα Γ.Π.


  [image: image]


  και έστω ότι μετά την εφαρμογή του αλγόριθμου Simplex έχει βρεθεί μια βασική εφικτή λύση xB:   B xB = b


  Έστω ότι υπάρχει μια μοναδιαία μεταβολή στο επίπεδο του περιορισμού k και έστω ek = [0 0 ..1 ...0]T


  το διάνυσμα μεταβολών των περιορισμών. Τότε b΄ = b + ek και B xB΄ = b + ek⇒ xB΄ = B-1 b + B-1 ek = xB + λk


  όπου λk = B-1 ek = B-1 [image: image] = στήλη k του πίνακα B-1 = [image: image] ⇒


   xB΄ = [image: image]


  Η μεταβολή της αντικειμενικής συνάρτησης είναι


  [image: image]


  ΠΡΟΒΛΗΜΑΤΑ ΓΙΑ ΕΞΑΣΚΗΣΗ


  6.1 Να επιλυθεί το Παράδειγμα 1.2 - Στατικά Ορισμένο Δικτύωμα Ελάχιστου Βάρους, δηλαδή να βρεθούν οι βέλτιστες διατομές για τα στοιχεία του δικτυώματος, με την γραφική μέθοδο.


  6.2 Ένας εργολάβος εξετάζει δύο λατομεία για να προμηθευτεί υλικά για ένα έργο. Το μοναδιαίο κόστος για φόρτωση και μεταφορά του υλικού στο εργοτάξιο είναι $5/m3 από το λατομείο 1 και $7/m3 από το λατομείο 2. Πρέπει να μεταφέρει τουλάχιστον 10,000 m3 στο εργοτάξιο. Το μίγμα που μεταφέρει πρέπει να αποτελείται από τουλάχιστον 50% άμμο, όχι περισσότερο από 60% χαλίκι, και όχι περισσότερο από 8% άργιλο. Το υλικό από το λατομείο 1 αποτελείται από 30% άμμο και 70% χαλίκι, ενώ το υλικό από το λατομείο 2 αποτελείται από 60% άμμο, 30% χαλίκι και 10% άργιλο.


  (α) Διαμορφώστε ένα υπόδειγμα ελαχίστου κόστους.


  (β) Προσδιορίστε τη βέλτιστη λύση με τη γραφική μέθοδο.


  (γ) Προσδιορίστε τους ενεργούς και ανενεργούς περιορισμούς.


  (δ) Προσδιορίστε την αναλογία άμμου, χαλικιού και αργίλου στη βέλτιστη λύση.


  Επίλυση


  (α) Το υλικό από το λατομείο 1 είναι φθηνότερο αλλά δεν μπορεί να χρησιμοποιηθεί μόνο του, επειδή δεν περιέχει το απαιτούμενο ποσοστό άμμου. Χρειάζεται να αναμιχθεί υλικό και από τα δύο λατομεία. Έτσι οι μεταβλητές απόφασης ορίζονται ως


  x1 = όγκος υλικού από το λατομείο 1 (m3)


  x2 = όγκος υλικού από το λατομείο 2 (m3)


  Η συνάρτηση κόστους είναι


  c = 5 x1 + 7 x2


  Περιορισμοί.


  



  1) ελάχιστος απαιτούμενος όγκος x1 + x2 ≥ 10,000


  2) τουλάχιστον 50% άμμο        0.3 x1 + 0.6 x2 ≥ 0.5 (x1 +x2)


  3) όχι περισσότερο 60% χαλίκι   0.7 x1 + 0.3 x2 ≤ 0.6 (x1 +x2)


  4) όχι περισσότερο 8% άργιλο    0.1 x2 ≤ 0.08 (x1 + x2)


  



  Μαθηματικό υπόδειγμα. Η κατάστρωση του προβλήματος έχει ολοκληρωθεί. Συνοψίζοντας έχουμε:


  Min z = 5 x1 + 7 x2


  κάτω από τους περιορισμούς


  



  x1 + x2 ≥ 10,000              x1 + x2 ≥ 10,000  (1)


  0.3 x1 + 0.6 x2 ≥ 0.5 (x1 + x2)  - 2 x1 + x2 ≥ 0     (2)


  0.7 x1 + 0.3 x2 ≤ 0.6 (x1 +x2)    ή- x1 + 3 x2 ≥ 0  (3)


  0.1 x2 ≥ 0.08 (x1 + x2)         4 x1 - x2 ≥ 0     (4)


  x1, x2 ≥ 0                    x1, x2 ≥ 0        (5)


  



  Η γραφική λύση δίνει x1* = 3,300 m3, x2* = 6,700 m3.


  Ενεργοί περιορισμοί οι (1) και (2). Ο (3) πάντα ανενεργός.


  Το βέλτιστο μίγμα έχει 50.1% άμμο, 43.2% χαλίκι και 6.7% άργιλο και κόστος $63,400.


  6.3 Μια τεχνική εταιρεία έχει σύμβαση για την εκσκαφή δύο τάφρων πλάτους 2 και 6 m. Δεν μπορεί να μεταφέρει πάνω από 10,000 m3 τη μέρα λόγω περιορισμένου αριθμού φορτηγών οχημάτων. Σύμφωνα με το πρόγραμμα πρέπει να σκάβονται 1,600 m3 τη μέρα από τη τάφρο των 2 m και 3,000 m3 τη μέρα από τη τάφρο των 6 m. Η εταιρεία έχει 12 χειριστές εκσκαπτικών που μπορεί να διατεθούν σε εκσκαπτικά του 0.5 m3 ή του 2.5 m3 τα οποία έχουν τα εξής χαρακτηριστικά απόδοσης και κόστους:
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  (α) Διαμορφώστε ένα υπόδειγμα ελαχίστου κόστους.


  (β) Υποθέστε ότι 8 και 4 χειριστές διατίθενται στο εκσκαπτικό των 0.5 και 2.5 m3 αντίστοιχα. Προσδιορίστε τους ενεργούς και ανενεργούς περιορισμούς και τις τιμές των μεταβλητών απόκλισης.


  Επίλυση


  (α) Οι μεταβλητές απόφασης ορίζονται ως


  x1 = αριθμός χειριστών που διατίθενται στο εκσκαπτικό των 0.5 m3


  x2 = αριθμός χειριστών που διατίθενται στο εκσκαπτικό των 2.5 m3


  Η συνάρτηση κόστους είναι


  c = 394 x1 + 1110 x2


  Περιορισμοί.


  


  



  1) μέγιστος μεταφερόμενος όγκος    200 x1 +1000 x2 ≤ 10,000


  2) απαίτηση εκσκαφής (τάφρος 2 m)  200 x1 ≥ 1600


  3) απαίτηση εκσκαφής (τάφρος 6 m)  1000 x2 ≥ 3000


  4) διαθέσιμοι χειριστές              x1 + x2 ≤ 12


  5)                               x1, x2 ≥ 0


  



  6.4 Ένας εργολάβος εξετάζει δύο λατομεία για να προμηθευτεί υλικά για ένα έργο. Το μοναδιαίο κόστος για φόρτωση και μεταφορά του υλικού στο εργοτάξιο είναι $5/m3 από το λατομείο 1 και $7/m3 από το λατομείο 2. Πρέπει να μεταφέρει τουλάχιστον 10,000 m3 στο εργοτάξιο. Το υλικό από το λατομείο 1 αποτελείται από 30% άμμο και 70% χαλίκι, ενώ το υλικό από το λατομείο 2 αποτελείται από 60% άμμο και 40% χαλίκι. Το μίγμα που μεταφέρει πρέπει να αποτελείται από τουλάχιστον 5,000 m3 άμμο και όχι περισσότερο από 6,000 m3 χαλίκι.


  (α) Διαμορφώστε ένα υπόδειγμα ελαχίστου κόστους.


  (β) Γράψτε το πρόβλημα σε κανονική μορφή χρησιμοποιώντας μεταβλητές απόκλισης.


  (γ) Προσδιορίστε μια βασική λύση και ελέγξτε αν είναι εφικτή.


  (δ) Με κατάλληλες περιστροφές προσδιορίστε και άλλη μια βασική λύση.


  (ε) Πόσες βασικές λύσεις πρέπει να υπολογιστούν για να εντοπιστεί η βέλτιστη λύση;


  Επίλυση


  (α) Όπως στο πρόβλημα 4.2 οι μεταβλητές απόφασης ορίζονται ως


  x1 = όγκος υλικού από το λατομείο 1 (m3)


  x2 = όγκος υλικού από το λατομείο 2 (m3)


  Μαθηματικό υπόδειγμα.


  Min z = 5 x1 + 7 x2


  κάτω από τους περιορισμούς


  x1 + x2 ≥ 10,000  (1)


  0.3 x1 + 0.6 x2 ≥ 5,000  (2)


  0.7 x1 + 0.3 x2 ≤ 6,000  (3)


  x1, x2 ≥ 0  (4)


  (β) και (γ)


  [image: image]


  Το σύστημα είναι σε κανονική μορφή και έχει την προφανή λύση x1 = 0 x2 = 0 x3 = -10,000 x4 = -5,000 x5 = 6,000 (βασική μη εφικτή λύση)


  (δ) Περιστροφή γύρω από το a11 = 1


  [image: image]


  Το σύστημα είναι σε κανονική μορφή και έχει την προφανή λύση x1 = 10,000 x2 = 0 x3 = 0 x4 = -2,000 x5 = -1,000 (βασική μη εφικτή λύση) κλπ.


  6.5 Να λυθεί το πρόβλημα μεγιστοποίησης με τη μέθοδο Simplex.


  max z = 3 x1 + x2


  κάτω από τους περιορισμούς


  x1 – 2 x2 ≤ 10  (1)


  2 x1 + x2 ≤ 24  (2)


  x1 - x2 ≤ 5  (3)


  x1, x2 ≥ 0  (4)


  Υποδείξτε τη διαδρομή προς τη βέλτιστη λύση σε ένα γράφημα.


  6.6 Να λυθεί το πρόβλημα μεγιστοποίησης με τη μέθοδο Simplex δύο φάσεων.


  min z = x2


  κάτω από τους περιορισμούς


  3 x1 + 4 x2 ≥ 9  (1)


  5 x1 + 2 x2 ≤ 8  (2)


  3 x1 - x2 ≤ 0  (3)


  x1, x2 ≥ 0  (4)


  Υποδείξτε τη διαδρομή προς τη βέλτιστη λύση σε ένα γράφημα.


  6.7 (Stark – Nicholls)


  Μια εταιρεία ετοίμου σκυροδέματος εμπορεύεται δύο μίγματα Α και Β. Η εταιρεία μπορεί να παράγει μέχρι 14 φορτία ανά ώρα του μίγματος Α ή μέχρι 7 φορτία ανά ώρα του μίγματος Β. Τα διαθέσιμα φορτηγά μπορούν να μεταφέρουν μέχρι 7 φορτία ανά ώρα του μίγματος Α ή μέχρι 12 φορτία ανά ώρα του μίγματος Β, εξαιτίας της διαφοράς των αποστάσεων μεταφοράς. Η εγκατάσταση φόρτωσης δεν μπορεί να εξυπηρετήσει πάνω από 8 φορτία ανά ώρα, ανεξάρτητα από το μίγμα. Η εταιρεία αναμένει κέρδος $5 ανά φορτίο του μίγματος Α και $10 ανά φορτίο του μίγματος Β.


  (α) Διαμορφώστε ένα υπόδειγμα μεγίστου κέρδους.


  (β) Γράψτε το πρόβλημα σε κανονική μορφή χρησιμοποιώντας μεταβλητές απόκλισης.


  (γ) Προσδιορίστε τον αριθμό των βασικών μεταβλητών και τον αριθμό των βασικών λύσεων που πρέπει να υπολογιστούν για να εντοπιστεί η βέλτιστη λύση. Συμπληρώστε ένα πίνακα με όλες τις βασικές λύσεις.


  (δ) Δημιουργείστε τη γραφική απεικόνιση του προβλήματος και υποδείξτε όσες βασικές λύσεις εμφανίζονται στο γράφημα


  (ε) Προσδιορίστε με τη γραφική μέθοδο τον αριθμό των φορτίων ανά ώρα για κάθε μίγμα που πρέπει να παράγει η εταιρεία.


  (στ) Προσδιορίστε τους ενεργούς και ανενεργούς περιορισμούς.


  Επίλυση


  (α) Οι μεταβλητές απόφασης ορίζονται ως


  x1 = φορτία ανά ώρα του μίγματος Α


  x2 = φορτία ανά ώρα του μίγματος Β


  Η συνάρτηση κέρδους είναι


  Max c = 5 x1 + 10 x2


  Περιορισμοί.
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  (β)


  [image: image]


  Υπάρχουν n = 5 μεταβλητές απόφασης και m = 3 περιορισμοί, επομένως οι βασικές μεταβλητές είναι m=3 και οι μη βασικές είναι n-m = 2.


  (γ) και (δ) Θέτοντας κάθε φορά 2 μεταβλητές ίσες με μηδέν συμπληρώνεται ο πίνακας (οι συνδυασμοί είναι 5!/(3! 2!) = 10):


  [image: image]


  Πέντε βασικές λύσεις αντιστοιχούν στις κορυφές της εφικτής περιοχής και οι υπόλοιπες πέντε παραβιάζουν τον περιορισμό για μη αρνητικές τιμές.


  (ε) Η αντικειμενική συνάρτηση είναι παράλληλη με τον περιορισμό (1), οπότε όλα τα σημεία στο τμήμα ΕΔ αποτελούν βέλτιστη λύση.


  (στ) Ενεργός είναι μόνο ο (1), εκτός από το σημείο Ε, όπου είναι ενεργός και ο (3).


  
    
      	
        KΕΦAΛΑΙΟ
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        Δυναμικός


        Προγραμματισμός

      
    

  


  7.1 ΕΙΣΑΓΩΓΗ


  Η θεωρία αποφάσεων διακρίνεται σε δύο μεγάλες κατηγορίες, με βάση το αν ο υπεύθυνος απόφασης είναι μοναδικός φορέας ή πολλοί φορείς. Μέχρι τώρα αναπτύχθηκαν μέθοδοι της πρώτης κατηγορίας, οι οποίες μπορεί να διακριθούν σε στατικές ή μονοσταδιακές και σε σειριακές ή πολυσταδιακές όπου ο χρόνος μπορεί να είναι διακριτός ή συνεχής. Στο στατικό πρόβλημα αφορά την ελαχιστοποίηση της συνάρτησης κόστους που είναι μια συνάρτηση του διανύσματος μεταβλητών απόφασης


  [image: image]


  Στο σειριακό πρόβλημα το διάνυσμα των μεταβλητών κατάστασης του συστήματος εξελίσσεται στο χρόνο ή στο χώρο σύμφωνα με ένα σύστημα εξισώσεων στις οποίες εμπλέκονται και οι μεταβλητές απόφασης. Η συνάρτηση κόστους είναι το άθροισμα του κόστους μετάβασης σε κάθε σταδίου και τελικά εξαρτάται από την (γνωστή) αρχική κατάσταση και τις τιμές των μεταβλητών απόφασης σε κάθε στάδιο.


  Για το μη-γραμμικό σύστημα  xk+l = fk (xk, uk)


  με συνάρτηση κόστους μετάβασης  gk = gk (xk, uk)


  Κόστος [image: image]


  Ζητείται να βρεθεί η σειρά αποφάσεων (πολιτική) u που ελαχιστοποιεί το κόστος: [image: image]


  Η λύση του παραπάνω προβλήματος αναπτύχθηκε ήδη στο Κεφάλαιο 3 σαν εφαρμογή για εξάσκηση 3.4 για τον βέλτιστο έλεγχο, χρησιμοποιώντας κλασσικές μεθόδους βελτιστοποίησης. Η προσέγγιση αυτή απαιτεί οι συναρτήσεις να είναι συνεχείς και παραγωγίσιμες και να μην υπάρχουν περιορισμοί.


  Ο δυναμικός προγραμματισμός (Δ.Π.) είναι μια μέθοδος που διαχωρίζει το πρόβλημα πολυσταδιακής βελτιστοποίησης σε μια σειρά προβλημάτων μονοσταδιακής βελτιστοποίησης που μπορεί να επιλυθούν με μια από τις ήδη γνωστές μεθόδους. Ο διαχωρισμός γίνεται με τέτοιο τρόπο ώστε η βέλτιστη λύση του αρχικού προβλήματος να μπορεί να προκύψει από τις βέλτιστες λύσεις των επί μέρους προβλημάτων, η μέθοδος επίλυσης των οποίων δεν επηρεάζει το αποτέλεσμα.


  Παράδειγμα 7.1


  Έστω ένας ταμιευτήρας και


  xk = στάθμη του νερού στο ταμιευτήρα τη χρονική στιγμή k (μεταβλητή κατάστασης), η στάθμη x0 την χρονική στιγμή 0 είναι γνωστή


  rk = εισροή νερού στο ταμιευτήρα τη χρονική στιγμή k, (μεταβλητή εισόδου), γνωστή για k = 0, …Ν


  uk = εκροή από το ταμιευτήρα τη χρονική στιγμή k (μεταβλητή απόφασης), ζητούμενο για k = 0, …Ν


  Εξίσωση κατάστασης (ισοζύγιο μάζας ταμιευτήρα):


  xk+1 = xk - uk + rk   k = 0, …Ν-1 και x0 γνωστό


  gk(xk, uk) = κόστος απόφασης για εκροή uk τη στιγμή k


  Συνολικό Κόστος = J(u) = [image: image]


  Την χρονική στιγμή k:


  
    	είναι γνωστή η κατάσταση xk


    	λαμβάνεται η απόφαση uk


    	υπολογίζεται το κόστος gk(xk, uk)


    	δημιουργείται η νέα κατάσταση xk+1

  


  7.2 ΑΛΓΟΡΙΘΜΟΣ ΔΥΝΑΜΙΚΟΥ ΠΡΟΓΡΑΜΜΑΤΙΣΜΟΥ


  Ορισμός: Πολιτική π = {μ0, …, μΝ-1} είναι ένα σύνολο συναρτήσεων που προσδιορίζει τις τιμές των μεταβλητών απόφασης uk από τις τιμές των μεταβλητών κατάστασης xk, δηλαδή uk = μk(xk)


  Το πρόβλημα είναι να ελαχιστοποιηθεί το κόστος για όλες τις δυνατές πολιτικές π
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  Έστω Sk = το σύνολο όλων των δυνατών καταστάσεων την χρονική στιγμή k


  (Sk ⊂ Rn)


  Ck = το σύνολο όλων των δυνατών αποφάσεων την χρονική στιγμή k


  (Ck ⊂ Rm)


  Για κάθε xk ∈ Sk ⇒ uk = μk(xk) ∈ Ck


  Uk(xk) = το σύνολο όλων των εφικτών αποφάσεων την χρονική στιγμή k, αν η κατάσταση είναι xk (δηλαδή λαμβάνει υπόψη τους περιορισμούς του προβλήματος, Uk(xk) ⊂ Ck).


  Ορισμός: Αποδεκτή Πολιτική π = {μ0, …, μΝ-1} είναι ένα σύνολο συναρτήσεων που έχουν πεδίο τιμών το σύνολο Uk(xk) ή μk : Sk → Ck και μk(xk) ∈ Uk(xk) ∀ xk ∈ Sk


  Αναδρομική μορφή του Κόστους Μετάβασης


  Θεώρημα: Το κόστος ενδιάμεσης μετάβασης εξαρτάται μόνο από την τρέχουσα κατάσταση την χρονική στιγμή k και παίρνει τη μορφή (η υπογράμμιση των διανυσμάτων παραλείπεται στο εξής)


  Jk(xk) = gk(xk, uk) + Jk+1(fk(xk, uk))


  Απόδειξη


  JΝ = gΝ(xΝ) = JΝ(xΝ)


  JΝ-1 = gΝ(xΝ) + gΝ-1(xΝ-1, uΝ-1) = gΝ-1(xΝ-1, uΝ-1) + JΝ(xΝ)


   = gΝ-1(xΝ-1, μΝ-1(xΝ-1)) + JΝ(fΝ(xΝ-1, μΝ-1(xΝ-1))) = JΝ-1(xΝ-1)


  JΝ-2 = gΝ(xΝ) + gΝ-1(xΝ-1, uΝ-1) + gΝ-2(xΝ-2, uΝ-2) = gΝ-2(xΝ-2, uΝ-2) + JΝ-1(xΝ-1)


   = gΝ-2(xΝ-2, μΝ-2(xΝ-2)) + JΝ-1(fΝ-1(xΝ-2, μΝ-2(xΝ-2))) = JΝ-2(xΝ-2)


   κλπ


  Σύμφωνα με το προηγούμενο θεώρημα το πρόβλημα ελαχιστοποίησης σε κάθε στάδιο γράφεται


  



  [image: image]


  όπου Jk*(xk) = J*(xk) = βέλτιστο κόστος για το πρόβλημα αρχίζοντας από τη κατάσταση xk τη χρονική στιγμή k και έτσι J0*(x0) = J*(x0) = ελάχιστο κόστος μετάβασης από x0 σε xΝ


  Θεώρημα (Βασικό του Δ.Π.)


  Εάν ∃ π* = { μ0*, ..., μΝ-1*} έτσι ώστε μk*(xk) επιτυγχάνει το ελάχιστο για κάθε xk τότε η π* είναι η βέλτιστη πολιτική


  Αλγόριθμος (προς τα πίσω)


  JΝ*(xΝ) = gΝ(xΝ)


  Για k = N-1, N-2, ...,0


  Για κάθε xk ∈ Sk


  Για κάθε uk ∈ Uk(xk)


  υπολόγισε το Jk(xk) = gk(xk, uk) + Jk+1*(xk+1)


  και ελαχιστοποίησε το ως προς uk ⇒ J*(xk)


  Αρχή Βελτιστότητας


  Εάν η { μ0*, ..., μΝ-1*} είναι βέλτιστη για το αρχικό πρόβλημα,


  ότε η {μk*, ..., μΝ-1*} είναι βέλτιστη για το πρόβλημα που αρχίζει τη στιγμή k


  Η αρχή αυτή προτάθηκε από τον R. Bellman, ο οποίος από τις αρχές της δεκαετίας του 1950 ανέπτυξε τη θεωρία του Δ.Π. σε 60 βιβλία και 600 άρθρα περιοδικών. Είναι χαρακτηριστικό της ιδιομορφίας της εργασίας του ότι η πρώτη δημοσίευση του για το Δ.Π. απορρίφθηκε σαν απλοϊκή.


  Το Θεώρημα και η Αρχή Βελτιστότητας σημαίνουν ότι η βέλτιστη πολιτική θα αποφέρει ελάχιστο κόστος μετάβασης στη τελική κατάσταση από οποιοδήποτε ενδιάμεσο στάδιο k.


  Η απόδειξη της Αρχής της Βελτιστότητας χρησιμοποιεί τις εξής δύο προτάσεις:


  [image: image]


  Απόδειξη με μαθηματική επαγωγή προς τα πίσω


  Για i = N JΝ*(xΝ) = gΝ(xΝ) = J*(xΝ)


  Έστω ισχύει για i+1


  [image: image]


  Για i έχουμε


  [image: image]
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  χρησιμοποιώντας την (1)
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  Πολυπλοκότητα


  
    
      	Αλγόριθμος Δ.Π.

      	|C| x |S| x N
    


    
      	Εξαντλητικός υπολογισμός για κάθε k

      	Sk → Ck |C||S|
    


    
      	Για Ν στάδια π = { μ0, ..., μΝ-1}

      	{|C||S| }Ν =|C||S|Ν
    

  


  Επομένως ο αλγόριθμος Δ.Π. είναι πολύ ταχύτερος, όμως για μεγάλο αριθμό μεταβλητών απόφασης και πολλά στάδια ο υπολογιστικός φόρτος μπορεί να είναι τεράστιος (“curse of dimensionality”).


  Παράδειγμα 7.2 - Συντομότερη διαδρομή σε δίκτυο


  Ζητείται ο αγωγός με το ελάχιστο κόστος ανάμεσα στα Α-Ζ όπου τα κόστη μετάβασης είναι όπως αναγράφονται στην εικόνα:


  [image: image]


  • κανένας βρόγχος δεν έχει αρνητικό κόστος (αλλοιώς το κόστος ελαχιστοποιείται επαναλαμβάνοντας το βρόγχο αυτό πολλές φορές πριν την άφιξη)


  • αν η σύνδεση ij δεν υπάρχει θέτουμε cij = άπειρο


  • λαμβάνεται cii = 0


  
    
      	κατάσταση

      	xk = κόμβος στο k στάδιο
    


    
      	στάδιο

      	μετάβαση μεταξύ κόμβων
    


    
      	έλεγχος

      	απόφαση ποιά είναι η επόμενη κατάσταση
    


    
      	δυναμική εξίσωση

      	xk+1 = uk
    


    
      	κόστος

      	gk(xk, uk) = cxkuk = cij
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  [image: 7.2eq]
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  Εξαντλητικός υπολογισμός: 33 = nN-1 N ≥ 3


  Δυναμικός Προγραμματισμός: 3x3x2 + 3x2 = (N-2) n2 + 2n


  



  Παράδειγμα 7.3 - Σύστημα Ύδρευσης


  Συνολική διαθέσιμη ποσότητα νερού Q = 5. Ζητείται να γίνει βέλτιστη διάθεση σε τρεις καταναλωτές j = 1, 2, 3 όταν είναι γνωστό ότι
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  Η λύση θα προκύψει σε 3 στάδια, όπου σε κάθε στάδιο θα ληφθεί απόφαση για ένα καταναλωτή.


  
    
      	Μεταβλητή κατάστασης

      	Sj = διαθέσιμο νερό στο στάδιο j
    


    
      	Μεταβλητή απόφασης

      


      	xj = νερό που διατέθηκε στον

      j καταναλωτή (στάδιο)
    


    
      	Εξίσωση κατάστασης

      	Sj+1 = Sj - xj
    


    
      	Αντικειμενική συνάρτηση

      	gj(x j) = aj(1 - e-bixi ) - cj xj di
    

  


  Αλγόριθμος Δυναμικού Προγραμματισμού


  JΝ*(SΝ) = gΝ(SΝ) = 0


  Jj*(xj) = [gj(xj) + Jj+1*( Sj - xj)] j = N-1, N-2, ...,0
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  Παράδειγμα 7.4 – Δυναμικός Προγραμματισμός με πολλές μεταβλητές κατάστασης


  Ένας εργολάβος χρησιμοποιεί ζεύγη προωθητή-εκσκαφέα για να διεκπεραιώνει εκσκαφές. Καθώς ο προωθητής ή ο εκσκαφέας παλιώνει, το ετήσιο κέρδος από το ζεύγος μειώνεται, εξ αιτίας του αυξημένου κόστους συντήρησης. Απλοποιώντας το πρόβλημα, ας υποθέσουμε ότι ο εργολάβος δεν χρησιμοποιεί τον προωθητή πάνω από 4 έτη και τον εκσκαφέα πάνω από 2 έτη και ότι το εκτιμώμενο καθαρό κέρδος από το ζεύγος, ανάλογα με την ηλικία των μηχανημάτων, είναι όπως στον πίνακα:
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  Το κόστος ενός νέου προωθητή ή εκσκαφέα είναι $9,000 και $3,000 αντίστοιχα. Αντικαταστάσεις στο τέλος του έτους i χρεώνονται στο ίδιο έτος. Στο τέλος κάθε έτους ο εργολάβος επιλέγει μια από τις εξής τέσσερις πολιτικές:


  



                                      Κόστος (χιλιάδες $)


  Κ  Καμμία αντικατάσταση             0


  Π  Αντικατάσταση μόνο του προωθητή   9


  Ε  Αντικατάσταση μόνο του εκσκαφέα   3


  Δ  Αντικατάσταση και των δύο         12


  



  Να προσδιοριστεί η πολιτική αντικατάστασης που μεγιστοποιεί το κέρδος για μια δεδομένη χρονική περίοδο (ορίζοντας σχεδιασμού Ν). Να επιλυθεί το πρόβλημα για Ν = 4.


  Η λύση θα προκύψει σε 4 στάδια, όπου σε κάθε στάδιο θα ληφθεί η απόφαση αντικατάστασης.


  Μεταβλητή κατάστασης: Si = [s1i s2i]T = ηλικία προωθητή 1 ή εκσκαφέα 2 στην αρχή του έτους i


  Δυνατές αποφάσεις: Ui = {Κ, Π, Ε, Δ} = σύνολο αποφάσεων στο τέλος του έτους i


  Μεταβλητές απόφασης: ui = [u1i u2i]T = μεταβολή στην ηλικία προωθητή 1 ή εκσκαφέα 2 λόγω της απόφασης αντικατάστασης στο τέλος του έτους i, επομένως


  Ui = {Κ, Π, Ε, Δ} =


  {[0,0]Τ, [-(s1i + 1), 0]Τ, [0, -(1 + s2i)]Τ, [-(s1i + 1), -(1 + s2i)]Τ}


  Εξίσωση κατάστασης Si+1 = Si + 1 + ui


  Αντικειμενική συνάρτηση


   gi(Si, xi) = Κέρδος από τη κατάσταση Si - Κόστος απόφασης xi


  Αλγόριθμος Δυναμικού Προγραμματισμού


   [image: image]


  1 Είναι προφανές ότι οι καταστάσεις αυτές δεν είναι δυνατές με βάση τους κανόνες αντικατάστασης των μηχανημάτων. Όμως επειδή η τελική κατάσταση δεν ενδιαφέρει, η βέλτιστη πολιτική για το τελευταίο έτος είναι να μη γίνει καμιά αντικατάσταση πράγμα που έχει μηδενικό κόστος.

  


  
    
      	S2

      	x2

      	S3

      	g2(x2,S2)

      	J3*(S2)

      	J2(S2)

      	J2*(S2)

      	x2*
    


    
      	[0,0]

      	Κ

      	[1,1]

      	11 - 0

      	7

      	18

      	18

      	K
    


    
      	

      	Π

      	[0,1]

      	11 - 9

      	9

      	11

      	

      	
    


    
      	

      	Ε

      	[1,0]

      	11 - 3

      	9

      	17

      	

      	
    


    
      	

      	Δ

      	[0,0]

      	11 - 12

      	11

      	10

      	

      	
    


    
      	[1,0]

      	K

      	[2,1]

      	9 - 0

      	4

      	13

      	13

      	K
    


    
      	

      	Π

      	[0,1]

      	9 - 9

      	9

      	9

      	

      	
    


    
      	

      	E

      	[2,0]

      	9 - 3

      	6

      	12

      	

      	
    


    
      	

      	Δ

      	[0,0]

      	9 - 12

      	11

      	8

      	

      	
    


    
      	[2,0]

      	K

      	[3,1]

      	6 - 0

      	2

      	8

      	8

      	K
    


    
      	

      	Π

      	[0,1]

      	6 - 9

      	9

      	6

      	

      	
    


    
      	

      	E

      	[3,0]

      	6 - 3

      	3

      	6

      	

      	
    


    
      	

      	Δ

      	[0,0]

      	6 - 12

      	11

      	5

      	

      	
    


    
      	[3,0]

      	K

      	---

      	

      	

      	

      	

      	
    


    
      	

      	Π

      	[0,1]

      	3 - 9

      	9

      	3

      	3

      	Π
    


    
      	

      	E

      	---

      	

      	

      	

      	

      	
    


    
      	

      	Δ

      	[0,0]

      	3 - 12

      	11

      	2

      	

      	
    


    
      	[0,1]

      	K

      	---

      	

      	

      	

      	

      	
    


    
      	

      	Π

      	---

      	

      	

      	

      	

      	
    


    
      	

      	E

      	[1,0]

      	9 - 3

      	9

      	15

      	15

      	E
    


    
      	

      	Δ

      	[0,0]

      	9 - 12

      	11

      	8

      	

      	
    


    
      	[1,1]

      	K

      	---

      	---

      	

      	

      	

      	
    


    
      	

      	Π

      	---

      	

      	

      	

      	

      	
    


    
      	

      	E

      	[2,0]

      	7 - 3

      	6

      	10

      	10

      	E
    


    
      	

      	Δ

      	[0,0]

      	7 - 12

      	11

      	6

      	

      	
    


    
      	[2,1]

      	K

      	---

      	

      	

      	

      	

      	
    


    
      	

      	Π

      	---

      	

      	

      	

      	

      	
    


    
      	

      	E

      	[3,0]

      	4 - 3

      	3

      	4

      	4

      	E
    


    
      	

      	Δ

      	[0,0]

      	4 - 12

      	11

      	3

      	

      	
    


    
      	[3,1]

      	K

      	---

      	

      	

      	

      	

      	
    


    
      	

      	Π

      	---

      	

      	

      	

      	

      	
    


    
      	

      	E

      	---

      	

      	

      	

      	

      	
    


    
      	

      	Δ

      	[0,0]

      	2 - 12

      	11

      	1

      	1

      	Δ
    

  

  


  
    
      	S1

      	x1

      	S2

      	g1(x1,S1)

      	J2*(S2)

      	J1(S1)

      	J1*(S1)

      	x1*
    


    
      	[0,0]

      	K

      	[1,1]

      	11 - 0

      	10

      	21

      	21

      	K
    


    
      	

      	Π

      	[0,1]

      	11 - 9

      	15

      	17

      	

      	
    


    
      	

      	E

      	[1,0]

      	11 - 3

      	13

      	21

      	21

      	E
    


    
      	

      	Δ

      	[0,0]

      	11 - 12

      	18

      	17

      	

      	
    


    
      	[1,0]

      	K

      	[2,1]

      	9 - 0

      	4

      	13

      	

      	
    


    
      	

      	Π

      	[0,1]

      	9 - 9

      	15

      	15

      	15

      	Π
    


    
      	

      	E

      	[2,0]

      	9 - 3

      	8

      	14

      	

      	
    


    
      	

      	Δ

      	[0,0]

      	9 - 12

      	18

      	15

      	15

      	Δ
    


    
      	[2,0]

      	K

      	[3,1]

      	6 - 0

      	1

      	7

      	

      	
    


    
      	

      	Π

      	[0,1]

      	9 - 9

      	15

      	12

      	12

      	Π
    


    
      	

      	E

      	[3,0]

      	6 - 3

      	3

      	6

      	

      	
    


    
      	

      	Δ

      	[0,0]

      	6 - 12

      	18

      	12

      	12

      	Δ
    


    
      	[3,0]

      	K

      	---

      	

      	

      	

      	

      	
    


    
      	

      	Π

      	[0,1]

      	3 - 9

      	15

      	9

      	9

      	Π
    


    
      	

      	E

      	---

      	

      	

      	

      	

      	
    


    
      	

      	Δ

      	[0,0]

      	3 - 12

      	18

      	9

      	9

      	Δ
    


    
      	[0,1]

      	K

      	---

      	

      	

      	

      	

      	
    


    
      	

      	Π

      	---

      	

      	

      	

      	

      	
    


    
      	

      	E

      	[1,0]

      	9 - 3

      	13

      	19

      	19

      	E
    


    
      	

      	Δ

      	[0,0]

      	9 - 12

      	18

      	15

      	

      	
    


    
      	[1,1]

      	K

      	---

      	

      	

      	

      	

      	
    


    
      	

      	Π

      	---

      	

      	

      	

      	

      	
    


    
      	

      	E

      	[2,0]

      	7 - 3

      	8

      	12

      	

      	
    


    
      	

      	Δ

      	[0,0]

      	7 - 12

      	18

      	13

      	13

      	Δ
    


    
      	[3, 1]

      	K

      	---

      	

      	

      	

      	

      	
    


    
      	

      	Π

      	---

      	

      	

      	

      	

      	
    


    
      	

      	E

      	[3,0]

      	4 - 3

      	3

      	4

      	

      	
    


    
      	

      	Δ

      	[0,0]

      	4 - 12

      	18

      	10

      	10

      	Δ
    


    
      	[3,1]

      	K

      	---

      	

      	

      	

      	

      	
    


    
      	

      	Π

      	---

      	

      	

      	

      	

      	
    


    
      	

      	E

      	---

      	

      	

      	

      	

      	
    


    
      	

      	Δ

      	[0,0]

      	2 - 12

      	18

      	8

      	8

      	Δ
    

  

  


  
    
      	S0

      	x0

      	S1

      	g0(x0,S0)

      	J1*(S1)

      	J0(S0)

      	J0*(S0)

      	x0*
    


    
      	[0,0]

      	K

      	[1,1]

      	11 - 0

      	13

      	24

      	24

      	K
    


    
      	

      	Π

      	[0,1]

      	11 - 9

      	19

      	21

      	

      	
    


    
      	

      	E

      	[1,0]

      	11 - 3

      	15

      	23

      	

      	
    


    
      	

      	Δ

      	[0,0]

      	11 - 12

      	21

      	20

      	

      	
    


    
      	[1,0]

      	K

      	[2,1]

      	9 - 0

      	10

      	19

      	19

      	K
    


    
      	

      	Π

      	[0,1]

      	9 - 9

      	19

      	19

      	19

      	Π
    


    
      	

      	E

      	[2,0]

      	9 - 3

      	12

      	18

      	

      	
    


    
      	

      	Δ

      	[0,0]

      	9 - 12

      	21

      	18

      	

      	
    


    
      	[2,0]

      	K

      	[3,1]

      	6 - 0

      	8

      	14

      	

      	
    


    
      	

      	Π

      	[0,1]

      	6 - 9

      	19

      	16

      	16

      	Π
    


    
      	

      	E

      	[3,0]

      	6 - 3

      	9

      	12

      	

      	
    


    
      	

      	Δ

      	[0,0]

      	6 - 12

      	21

      	15

      	

      	
    


    
      	[3,0]

      	K

      	---

      	

      	

      	

      	

      	
    


    
      	

      	Π

      	[0,1]

      	3 - 9

      	19

      	13

      	13

      	Π
    


    
      	

      	E

      	---

      	

      	

      	

      	

      	
    


    
      	

      	Δ

      	[0,0]

      	3 - 12

      	21

      	12

      	

      	
    


    
      	[0,1]

      	K

      	---

      	

      	

      	

      	

      	
    


    
      	

      	Π

      	---

      	

      	

      	

      	

      	
    


    
      	

      	E

      	[1,0]

      	9 - 3

      	15

      	21

      	21

      	E
    


    
      	

      	Δ

      	[0,0]

      	9 - 12

      	21

      	18

      	

      	
    


    
      	[1,1]

      	K

      	---

      	

      	

      	

      	

      	
    


    
      	

      	Π

      	---

      	

      	

      	

      	

      	
    


    
      	

      	E

      	[2,0]

      	7 - 3

      	12

      	16

      	16

      	E
    


    
      	

      	Δ

      	[0,0]

      	7 - 12

      	21

      	16

      	16

      	Δ
    


    
      	[2,1]

      	K

      	---

      	

      	

      	

      	

      	
    


    
      	

      	Π

      	---

      	

      	

      	

      	

      	
    


    
      	

      	E

      	[3,0]

      	4 - 3

      	9

      	10

      	

      	
    


    
      	

      	Δ

      	[0,0]

      	4 - 12

      	21

      	13

      	13

      	Δ
    


    
      	[3,1]

      	K

      	---

      	

      	

      	

      	

      	
    


    
      	

      	Π

      	---

      	

      	

      	

      	

      	
    


    
      	

      	E

      	---

      	

      	

      	

      	

      	
    


    
      	

      	Δ

      	[0,0]

      	2 - 12

      	21

      	11

      	11

      	Δ
    

  


  Επομένως η πολιτική αντικατάστασης που μεγιστοποιεί το κέρδος για ορίζοντα σχεδιασμού Ν = 4 είναι:


  
    
      	[0,0]

      	K →

      	[1,1]

      	Δ →

      	[0,0]

      	K →

      	[1,1]

      	
    


    
      	+11

      	-0

      	+7

      	-12

      	+11

      	-0

      	+7

      	=$24χιλιάδες
    

  


  Παρατηρήσεις


  (1) Ο αλγόριθμος προς τα πίσω είναι σαφές ότι μπορεί να επεκταθεί για οποιοδήποτε ορίζοντα σχεδιασμού.


  (2) Μια πιο λεπτομερής ανάλυση μπορεί να χρησιμοποιήσει αποπληθωρισμό των καθαρών εσόδων.


  (3) Σε μια γενικότερη ανάλυση τα κόστη αντικατάστασης και οι δυνατότητες παραγωγής μπορεί να μεταβάλλονται για κάθε έτος (Bellman R., and S.E. Dreyfus, “Applied Dynamic Programming”, Princeton University Press, Princeton, New Jersey, 1962, σ. 118).


  Παράδειγμα 7.5 – Αντικειμενική συνάρτηση με μορφή γινομένου


  Η επαναληπτική σχέση του αλγόριθμου του δυναμικού προγραμματισμού μπορεί να προκύπτει σαν γινόμενο του κόστους μετάβασης για κάθε στάδιο. Για παράδειγμα, σε συστήματα που αποτελούνται από πολλές συνιστώσες σε σειρά (κινητήρας-αντλία-στρόβιλος) η συνολική απόδοση είναι το γινόμενο των αποδόσεων των επί μέρους στοιχείων, οι οποίες είναι αυξανόμενες συναρτήσεις του κόστους. Ας υποθέσουμε ότι υπάρχουν διαθέσιμες C χρηματικές μονάδες για τη λειτουργία ενός συστήματος με n συνιστώσες. Η απόδοση της i συνιστώσας είναι Ei = Ei(Ci). Ζητείται να προσδιοριστούν τα κόστη Ci ώστε η απόδοση του συστήματος [image: image] να είναι μέγιστη, όπου [image: image]


  
    
      	Για ένα σύστημα με δύο συνιστώσες

      	Η2(C) = E2(C2) H1(C - C2)
    


    
      	ενώ γενικά ισχύει

      	Ηn(C) = En(Cn) Hn-l(C - Cn)
    


    
      	Σε μια απλή περίπτωση εάν ισχύει

      	Ei(Ci) = a Ci + b
    


    
      	ή (με a =1 , b = 0)

      	Ei(Ci) = Ci έχουμε:
    

  


  [image: image]


  [image: image]


  Απόδειξη:


  [image: image]


  Η μέγιστη απόδοση είναι


  [image: image]


  Επομένως με μαθηματική επαγωγή, ισχύει


  [image: image]


  7.3 ΓΡΑΜΜΙΚΟΣ-ΤΕΤΡΑΓΩΝΙΚΟΣ ΕΛΕΓΧΟΣ


  Ας υποθέσουμε γραμμική δυναμική εξίσωση συστήματος και τετραγωνικό κριτήριο κόστους


  xk+1 = Ak xk + Bk uk x0 γνωστό, xk ∈ Rn uk ∈ Rm


  [image: image]


  Qk ≥ 0, Rk > 0 ≥ π Jπ ≥ 0


  (για ελαχιστοποίηση οι μεταβλητές κατάστασης και απόφασης πρέπει να είναι κοντά στο μηδέν)


  Αλγόριθμος Δ.Π.


  JN(xN) = ½ xNTQN xN


  Jk(xk) = {½ xkTQk xk + ½ ukTRk uk + Jk+1(Ak xk + Bk uk) }


  για k = N-1


  JN-1(xN-1) = {½ xN-1TQN-1 xN-1 + ½ uN-1TRN-1 uN-1 + ½ (AN-1 xN-1 + BN-1 uN-1)TQN(AN-1 xN-1 + BN-1 uN-1) }


  = {½ xN-1TQN-1 xN-1 + ½ uN-1TRN-1 uN-1 + ½ (xN-1T AN-1T QN AN-1 xN-1)+ ½ (xN-1T AN-1T QN BN-1 uN-1)+ ½ (uN-1T BN-1T QN AN-1 xN-1)+ ½ (uN-1T BN-1T QN BN-1 uN-1)}


  (οι διαγώνιοι όροι είναι ίσοι ως ανάστροφοι και βαθμωτοί διαστάσεων (1,1))


  = {½ xN-1T(QN-1 + AN-1T QN AN-1)xN-1 + ½ uN-1T(RN-1 + BN-1T QN BN-1 )uN-1 +(xN-1T AN-1T QN BN-1 uN-1)}


  dJN-1/duN-1 = 0 = (RN-1 + BN-1T QN BN-1 )uN-1 + BN-1T QN AN-1 xN-1


  ⇒ uN-1* = - (RN-1 + BN-1T QN BN-1 )-1BN-1T QN AN-1 xN-1= LN-1 xN-1*


  χρησιμοποιώντας αυτή την εξίσωση στην συνάρτηση JN-1 προκύπτει


  JN-1*(xN-1*) = ½ xN-1T KN-1 xN-1


  όπου


  KN-1 = AN-1T [QN - QN BN-1(RN-1 + BN-1T QN BN-1 )-1 BN-1T QN ] AN-1+ QN-1 συμμετρικός πίνακας και KN-1≥ 0, καθόσον JN-1 ≥ 0


  



  για k = N-2


  J N-2(xN-2) = {½ x N-2TQN-2x N-2+ ½ u N-2TRN-2uN-2 + ½ (AN-2 xN-2 + BN-2 uN-2)TKN-1(AN-2 xN-2 + BN-2 uN-2) }


  [image: image]


  όπου


  KN = QN


  Kk = AkT [Kk+1 - Kk+1 Bk(Rk+ BkT Kk+1 Bk)-1 BkT Kk+1 ] Ak+ Qk


  (1) δομή του προβλήματος: γραμμικοί περιορισμοί και τετραγωνική συνάρτηση κόστους


  (2) η βέλτιστη μεταβλητή ελέγχου είναι γραμμική συνάρτηση της μεταβλητής κατάστασης σε κάθε χρονική στιγμή k (Lk)


  το βέλτιστο κόστος είναι τετραγωνική συνάρτηση της μεταβλητής κατάστασης σε κάθε χρονική στιγμή k (Κk)


  οι πίνακες Lk και Κk είναι συναρτήσεις των Ak, Bk, Qk, Rk οπότε μπορεί να υπολογιστούν και αποθηκευτούν (ανεξάρτητοι από τη δυναμική σε πραγματικό χρόνο)


  (3) Δομή του ελέγχου


  [image: image]


  το κόστος για εκκίνηση από το xk* τη στιγμή k είναι Jk*= ½ xk*T Kk xk*


  Είναι εμφανώς ένα απλό και εύχρηστο σύστημα ελέγχου, αλλά είναι επιθυμητό το Lk να είναι ένας πίνακας χρονικά αμετάβλητος (σταθερό κέρδος): uk = L xk

  (4) Για γραμμικά χρονικά αμετάβλητα συστήματα οι πίνακες A, B, Q, και R είναι χρονικά αμετάβλητοι, όμως οι Lk και Κk μεταβάλλονται χρονικά


  Kk = AT [Kk+1 - Kk+1 B(R+ BT Kk+1 B)-1 BT Kk+1 ] A+ Q


  Lk = - (R + BT Kk+1 B )-1BT Kk+1 A


  κάτω από ορισμένες συνθήκες καθώς k → άπειρο, Lk → L και Κk → Κ


  τότε χρειάζεται να επιλυθεί η αλγεβρική εξίσωση Ricatti (εξίσωση Πινάκων)


  K = AT [K - K B(R+ BT K B)-1 BT K ] A+ Q


  η οποία έχει περισσότερες από μία λύσεις, όμως μόνο μία είναι θετικά ημιορισμένη (≥ 0).


  Παράδειγμα 7.6 – Γραμμικός-τετραγωνικός έλεγχος


  H οικολογική ισορροπία μιας λίμνης απαιτεί η συγκέντρωση c μιας χημικής ουσίας να μην απομακρύνεται σημαντικά από την τιμή c* στην διάρκεια του καλοκαιριού. Αν δεν ληφθούν μέτρα, η συγκέντρωση μειώνεται με ρυθμό a ανάλογο της απόκλισης από την επιθυμητή τιμή c*. Είναι δυνατόν να υπάρξει παρέμβαση, όπου για κάθε μονάδα της μεταβλητής ελέγχου u, η απόκλιση της συγκέντρωσης c αυξάνεται κατά β μονάδες. Η ποινή απομάκρυνσης από την τιμή c* και το κόστος ανά μονάδα της μεταβλητής u είναι q και r αντίστοιχα και αυξάνονται τετραγωνικά (q ≥ 0, r ≥ 0). Ζητείται η πολιτική (σειρά των τιμών της u) που πρέπει να εφαρμοστεί ώστε να επιτευχθεί το ελάχιστο κόστος.


  Κατάστρωση Λύσης


  Ορίζουμε xk = ck – c* την απόκλιση της συγκέντρωσης από την επιθυμητή τιμή κατά την χρονική στιγμή k.


  Η δυναμική εξίσωση του συστήματος είναι


  ck+1 - c* = ck - c* – a (ck - c*) + β uk


  xk+1 = α xk + β uk  x0 = δ  γνωστό  όπου α = 1 – a


  Το κόστος J δίδεται από την εξίσωση


  [image: image]


  Η λύση του προβλήματος δίδεται από


  uk= - (r+b2 Kk+1)-1 ab Kk+1 xk


  και το ελάχιστο κόστος αρχίζοντας από τη χρονική στιγμή k της βέλτιστης λύσης είναι


  Jk = ½ Kk xk2


  όπου η τιμή της Κk υπολογίζεται από την αναδρομική σχέση (εξίσωση Ricatti)


  KΝ = q


  Kk = α2 [Kk+1 - β2 Kk+12 (r+b2 Kk+1)-1 ] + q  k = 0, 1, … N-1


  Ειδικές περιπτώσεις


  


  Χαμηλό κόστος μεταβλητής ελέγχου (q >> r)  KΝ = Kk = q


  u0 = - b/a x0  uk = 0  k = 1, 2, … N-1  J0 = ½ q x02


  Χαμηλή ποινή απόκλισης (q << r)  KΝ = Kk = 0


  uk = 0 k = 0, 1, …N-1  J0 = 0


  ΠΡΟΒΛΗΜΑΤΑ ΓΙΑ ΕΞΑΣΚΗΣΗ


  7.1 (Stark – Nichols)


  Μια εταιρεία παραγωγής αδρανών διαθέτει τέσσερα όμοια μηχανήματα θραύσης-διαλογής και τέσσερις τοποθεσίες πρώτης ύλης που μπορεί να χρησιμοποιήσει σε ένα έργο. Το κέρδος εξαρτάται από τον συνδυασμό μηχανήματος – τοποθεσίας σύμφωνα με τον παρακάτω πίνακα. Ζητείται να προσδιοριστεί ο αριθμός των μηχανημάτων που πρέπει να χρησιμοποιηθούν σε κάθε τοποθεσία, ώστε να μεγιστοποιηθεί το έργο.
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  Το πρόβλημα είναι παρόμοιο με το Παράδειγμα 7.3 - Σύστημα Ύδρευσης. Εδώ ο συνολικά διαθέσιμος αριθμός μηχανημάτων Ν = 4. Η λύση θα προκύψει σε 4 στάδια, όπου σε κάθε στάδιο θα ληφθεί απόφαση για μια τοποθεσία.


  Μεταβλητή κατάστασης


  Sj = διαθέσιμος αριθμός μηχανημάτων στη j τοποθεσία (στάδιο)


  Μεταβλητή απόφασης


  xj = αριθμός μηχανημάτων που διατέθηκε στην j τοποθεσία


  Εξίσωση κατάστασης  Sj+1 = Sj - xj


  Αλγόριθμος Δυναμικού Προγραμματισμού


  JΝ*(SΝ) = gΝ(SΝ) = 0


  Jj*(xj) = [gj(xj) + Jj+1*( Sj - xj)] j = N-1, N-2, ...,0


  Η βέλτιστη λύση είναι:


  [image: image]


  



  7.2 Στο παράδειγμα 7.4 θεωρείστε δεδομένο ότι ο εργολάβος αρχίζει με νέα μηχανήματα S1 = [0,0]Τ και επιλύστε το πρόβλημα χρησιμοποιώντας τον αλγόριθμο προς τα μπρος του δυναμικού προγραμματισμού.


  7.3 Θεωρείστε την ακόλουθη παραλλαγή του Παραδείγματος 7.3 που αφορά ένα σύστημα άρδευσης (Πηγή: Hall, W.A., and J. Dracup, Water Resources Engineering, McGraw-Hill, New York, 1970).


  Μια διώρυγα άρδευσης πρόκειται να κατασκευαστεί για να εξυπηρετεί τρεις περιοχές σε απόσταση 30, 50 και 75 km κατάντη του σημείου εκτροπής. Η συνολική διαθέσιμη ποσότητα νερού ετησίως είναι Q = 800 μονάδες. Ζητείται να γίνει βέλτιστη διάθεση του νερού στις τρεις περιοχές j = 1, 2, 3 όταν είναι γνωστό ότι τα οφέλη και κόστη είναι όπως στο πίνακα
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  όπου  Βj ετήσιο όφελος από την άρδευση στην περιοχή j (χιλιάδες $)


  c αποπληθωρισμένο κόστος του αγωγού μεταφοράς (χιλιάδες $/km)


  Η λύση θα προκύψει σε 3 στάδια, όπου σε κάθε στάδιο θα ληφθεί απόφαση για μια περιοχή.


  
    
      	Μεταβλητή κατάστασης

      	Sj = διαθέσιμο νερό στο στάδιο j
    


    
      	Μεταβλητή απόφασης

      	xj = νερό που διατέθηκε στην j περιοχή (στάδιο)
    


    
      	Εξίσωση κατάστασης

      	Sj+1 = Sj - xj
    

  


  Αντικειμενική συνάρτηση: Το καθαρό όφελος gj(xj) για διάθεση ποσότητας xj είναι ίσο με το όφελος Bj μείον το κόστος του αγωγού (= c x (μήκος αγωγού από την προηγούμενη υδροληψία)


  Αλγόριθμος Δυναμικού Προγραμματισμού


  JΝ*(SΝ) = gΝ(SΝ) = 0


  Jj*(xj) = [gj(xj) + Jj+1*( Sj - xj)]  j = N-1, N-2, ...,0


  [image: image]


  Παρατηρούμε ότι το κόστος του αγωγού από την 2 στην 3 εξαρτάται από την απόφαση πόση ποσότητα νερού θα διατεθεί στην 3, και όχι από το πόση ποσότητα είναι διαθέσιμη.


  [image: image]


  Παρατηρούμε ότι το κόστος του αγωγού από την 1 στην 2 εξαρτάται από την απόφαση πόση ποσότητα νερού είναι διαθέσιμη και όχι από το πόση ποσότητα θα διατεθεί στην 2, διότι όλη η ποσότητα πρέπει να παροχετευθεί για να είναι διαθέσιμη κατάντη.
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  8.1 ΕΙΣΑΓΩΓΗ


  Μια ειδική κατηγορία προβλημάτων γραμμικού προγραμματισμού είναι τα προβλήματα μεταφοράς (Π.Μ.), στα οποία επιζητείται η ελαχιστοποίηση του κόστους μεταφοράς συγκεκριμένων ποσοτήτων ενός προϊόντος από ένα αριθμό τόπων παραγωγής σε ένα αριθμό τόπων κατανάλωσης. Όπως θα καταστεί σαφές, τα Π.Μ. είναι δυνατόν να επιλυθούν εφαρμόζοντας την μέθοδο Simplex που παρουσιάστηκε στο Κεφάλαιο 6 για την επίλυση επίλυση προβλημάτων γραμμικού προγραμματισμού. Όμως η ειδική δομή των Π.Μ. διευκολύνει την εφαρμογή απλούστερων μεθόδων για την επίλυσή τους, χωρίς να αλλοιώνεται η βασική θεωρία της μεθόδου Simplex.


  Έστω ότι υπάρχουν m κέντρα παραγωγής R1, R2, …, Rm και n κέντρα κατανάλωσης D1, D2, …, Dn. Έστω ai οι διαθέσιμες ποσότητες σε κάθε κέντρο παραγωγής (i = 1, 2, …, m) και bj οι απαιτούμενες ποσότητες σε κάθε κέντρο κατανάλωσης (j = 1, 2, …, n). Έστω cij το κόστος μεταφοράς μιας μονάδας του προϊόντος από το κέντρο i στο κέντρο j. Στόχος είναι να μεταφερθούν ποσότητες xij από το κέντρο i στο κέντρο j ώστε να ελαχιστοποιείται το συνολικό κόστος και ταυτοχρόνως να ικανοποιούνται οι περιορισμοί προσφοράς και ζήτησης.


  Η μαθηματική διατύπωση του προβλήματος έχει ως εξής:


  min f = [image: image][image: image]cij xij (συνολικό κόστος)   (8.1) κάτω από


  [image: image] xij = ai για i = 1, 2, .., m (περιορισμοί προσφοράς) (8.2)


  [image: image] xij = bj για j = 1, 2, .., n (περιορισμοί ζήτησης) (8.3)


  xij ≥ 0(8.4)


  Είναι προφανές ότι το παραπάνω είναι ένα πρόβλημα γραμμικού προγραμματισμού με n m μεταβλητές και m + n περιορισμούς με την μορφή ισοτήτων.


  Επιπλέον γίνεται η παραδοχή ισοζυγίου προσφοράς και ζήτησης


  [image: image]ai =[image: image] bj(8.5)


  η οποία σε κάθε περίπτωση μπορεί να εξασφαλιστεί ότι ισχύει με την προσθήκη εικονικού κέντρου παραγωγής ή εικονικού κέντρου κατανάλωσης με μηδενικά μοναδιαία κόστη μεταφοράς.


  [image: image]


  Η πλήρης ανάπτυξη του γενικού Π.Μ. διατυπώνεται στην ακόλουθη μορφή:


  [image: image]


  Παρατηρούνται τα εξής ενδιαφέροντα χαρακτηριστικά:


  1)όλες οι μεταβλητές απόφασης xij έχουν συντελεστή μονάδα στον πίνακα


  2)οι συντελεστές των xij στους περιορισμούς εμφανίζονται σε τριγωνική διάταξη


  3)κάθε μεταβλητή xij εμφανίζεται μόνο μια φορά στις πρώτες m εξισώσεις και μόνο μια φορά στις επόμενες n εξισώσεις


  Οι ιδιότητες αυτές επιτρέπουν την εφαρμογή πολλών ειδικών τεχνικών στα Π.Μ., όπως η αντιστοιχία με τη θεωρία γραφημάτων που θα συζητηθεί σε επόμενες ενότητες.


  Εναλλακτικά η διατύπωση του προβλήματος με μορφή πινάκων έχει ως εξής:


  [image: image]


  Για κάθε Π.Μ. μπορεί να διαμορφωθεί ο πίνακας επίλυσης του προβλήματος με τις γραμμές να αντιστοιχούν στα κέντρα παραγωγής και τις στήλες στα κέντρα κατανάλωσης.


  [image: image]


  8.2 ΛΥΣΗ ΠΡΟΒΛΗΜΑΤΩΝ ΜΕΤΑΦΟΡΑΣ


  Η στρατηγική επίλυσης των Π.Μ. ακολουθεί τα εξής βήματα (αντιστοιχα της μεθόδου Simplex):


  1) Προσδιορισμός μιας αρχικής βασικής εφικτής λύσης.


  2) Έλεγχος εάν η βασική εφικτή λύση είναι βέλτιστη. Εάν είναι, η επαναληπτική διαδικασία τερματίζεται. Εάν όχι, ακολουθεί το επόμενο βήμα.


  3) Επιλογή μιας από τις υπάρχουσες μη βασικές μεταβλητές για να εισέλθει στη βάση.


  4) Επιλογή μιας από τις υπάρχουσες βασικές μεταβλητές για να εξέλθει από τη βάση.


  5) Προσδιορισμός μιας νέας βασικής εφικτής λύσης και επιστροφή στο βήμα 2).


  8.2.1 Προσδιορισμός μιας αρχικής βασικής εφικτής λύσης


  Το σύστημα των περιορισμών του Π.Μ. (8.2) και (8.3) έχει m+n εξισώσεις. Όμως, επειδή ισχύει η (8.5) ο αριθμός των ανεξάρτητων εξισώσεων των περιορισμών (και άρα των βασικών μεταβλητών) είναι m+n-1. Παρουσιάζονται τρεις από τις μεθόδους προσδιορισμού μιας αρχικής βασικής εφικτής λύσης με ακριβώς m+n-1 βασικές (μη μηδενικές) μεταβλητές.


  (i) Μέθοδος της βορειοδυτικής γωνίας


  Ο κανόνας αυτός συνίσταται στην τοποθέτηση της μέγιστης δυνατής ποσότητας στην μεταβλητή x11 χωρίς να παραβιάζεται ο περιορισμός παραγωγής (πρώτη γραμμή) ή ζήτησης (πρώτη στήλη). Η γραμμή (ή στήλη) που εξαντλήθηκε διαγράφεται, καθώς οι υπόλοιπες μεταβλητές σε αυτήν θεωρούνται μη βασικές (μηδενικές). Εάν εξαντλείται ταυτόχρονα και η γραμμή και η στήλη (a1 = b1), αυθαίρετα διαγράφεται μια από τις δύο. Η πάνω αριστερά μεταβλητή του νέου πίνακα εξετάζεται στη συνέχεια και τοποθετείται η μέγιστη δυνατή ποσότητα σε αυτή. Και πάλι η γραμμή (ή στήλη) που εξαντλήθηκε διαγράφεται. Η διαδικασία συνεχίζεται μέχρι να διαγραφούν όλες οι γραμμές και στήλες. Στο τελευταίο βήμα θα έχουν μείνει μόνο μια γραμμή και μια στήλη που θα διαγραφούν ταυτόχρονα.


  Παράδειγμα 8.1α – Ύδρευση νησιών


  Οι ανάγκες σε νερό των νησιών 1, 2 και 3 είναι 110, 50 και 65 μονάδες όγκου αντίστοιχα και μπορούν να ικανοποιηθούν από με τρεις διαφορετικούς τρόπους (πηγές) 1, 2, και 3 με δυναμικότητα 125, 75 και 25 αντίστοιχα. Το κόστος μεταφοράς νερού από κάθε πηγή σε κάθε νησί φαίνονται στον πίνακα. Ζητείται να καθοριστεί η ποσότητα νερού που θα μεταφερθεί από κάθε πηγή σε κάθε νησί ώστε να ελαχιστοποιείται το κόστος.


  Ελέγχεται ότι υπάρχει ισοζύγιο 125 + 75 + 25 = 225 = 110 + 50 + 65.


  Η βασική λύση θα έχει m+n-1 = 3+3-1 = 5 μη μηδενικές μεταβλητές.
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  Εφαρμόζοντας την μεθόδο της βορειοδυτικής γωνίας τοποθετούνται κατά σειρά οι εξής ποσότητες: x11 = 110, x12 = 15, x22 = 35, x23 = 40, και x33 = 25.


  Συνολικό κόστος μεταφοράς = 110 x 100 + 15 x 120 + 35 x 50 + 40 x 140 + 25 x 170 = 24,400


  (ii) Μέθοδος του ελαχίστου μοναδιαίου κόστους


  Ο προηγούμενος κανόνας της ΒΔ γωνίας δεν λαμβάνει καθόλου υπόψη τα μοναδιαία κόστη και για το λόγο αυτό η βασική εφικτή λύση που προκύπτει μπορεί να είναι πολύ διαφορετική από την βέλτιστη με αποτέλεσμα να απαιτούνται πολλές επαναλήψεις για τον υπολογισμό της βελτιστης λύσης. Ο κανόνας του ελαχίστου μοναδιαίου κόστους συνήθως υπολογίζει μια καλύτερη (μικρότερου κόστους) λύση από τον κανόνα της ΒΔ γωνίας.


  Εντοπίζεται το ελάχιστο από όλα τα μοναδιαία κόστη
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  και τοποθετείται η μέγιστη δυνατή ποσότητα στην μεταβλητή xpq, δηλαδή το μικρότερο από τον περιορισμό παραγωγής (p γραμμή) και ζήτησης (q στήλη). Η γραμμή (ή στήλη) που εξαντλήθηκε διαγράφεται, καθώς οι υπόλοιπες μεταβλητές σε αυτήν θεωρούνται μη βασικές (μηδενικές). Εάν εξαντλείται ταυτόχρονα και η γραμμή και η στήλη (ap = bq), αυθαίρετα διαγράφεται μια από τις δύο. Στη συνέχεια, εξετάζονται τα μοναδιαία κόστη που απέμειναν, εντοπίζεται το ελάχιστο και τοποθετείται η μέγιστη δυνατή ποσότητα στην αντίστοιχη μεταβλητή, χωρίς να παραβιάζεται ο περιορισμός παραγωγής ή ζήτησης. Η διαδικασία συνεχίζεται μέχρι να διαγραφούν όλες οι γραμμές και στήλες και να αποδοθούν τιμές σε m+n-1 βασικές μεταβλητές.


  Παράδειγμα 8.1β – Ύδρευση νησιών (συνέχεια)


  Το ελάχιστο από όλα τα μοναδιαία κόστη είναι το c22 = 50 και τοποθετείται η μέγιστη δυνατή ποσότητα στην μεταβλητή x22 = 50 λόγω του περιορισμού ζήτησης στη στήλη 2. Διαγράφεται η στήλη 2 και εξετάζονται τα μοναδιαία κόστη που απέμειναν. Το ελάχιστο είναι το c11 = 100 και τοποθετείται η μέγιστη δυνατή ποσότητα στην αντίστοιχη μεταβλητή x11 = 110 λόγω του περιορισμού ζήτησης στη στήλη 1. Διαγράφεται η στήλη 1 και από τα μοναδιαία κόστη που απέμειναν c23 = 140, οπότε τίθεται x23 = 25 λόγω του περιορισμού προσφοράς στη γραμμή 2. Διαγράφεται η γραμμή 2, παρατηρείται c13 = 150, οπότε τίθεται x13 = 15 λόγω του περιορισμού προσφοράς στη γραμμή 1. Τέλος, τίθεται x33 = 25.


  Επομένως με την μεθόδο του ελαχίστου μοναδιαίου κόστους τοποθετούνται κατά σειρά οι εξής ποσότητες: x22 = 50, x11 = 110, x23 = 25, x13 = 15, και x33 = 25.


  Συνολικό κόστος μεταφοράς = 110 x 100 + 50 x 50 + 15 x 150 + 25 x 140 + 25 x 170 = 23,500 μικρότερο από το κόστος που υπολογίστηκε με τη μέθοδο της ΒΔ γωνίας.
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  (iii) Μέθοδος Vogel


  Ο κανόνας αυτός συνήθως αποφέρει μια αρχική βασική λύση που είναι πολύ κοντά, και σε πολλές περιπτώσεις ίση, με την βέλτιστη λύση. Εκτός από το ελάχιστο μοναδιαίο κόστος λαμβάνει υπόψη και την μέγιστη οριακή βελτίωση που μπορεί να επιτευχθεί εάν τοποθετηθεί ποσότητα σε μια γραμμή ή στήλη έναντι κάποιας άλλης γραμμής ή στήλης. Τα βήματα της μεθόδου είναι:


  (α) Υπολογίζεται η διαφορά μεταξύ των δύο μικρότερων τιμών κόστους σε κάθε γραμμή και στήλη και εντοπίζεται η μεγαλύτερη. Εάν δύο διαφορές είναι ίσες, επιλέγεται μία αυθαίρετα.


  (β) Σε αυτή τη γραμμή ή στήλη τοποθετείται στη θέση με το μικρότερο κόστος η μέγιστη δυνατή ποσότητα με βάση τον περιορισμό παραγωγής (γραμμή) και ζήτησης (στήλη). Η γραμμή (ή στήλη) που εξαντλήθηκε διαγράφεται, καθώς οι υπόλοιπες μεταβλητές σε αυτήν θεωρούνται μη βασικές (μηδενικές). Εάν εξαντλείται ταυτόχρονα και η γραμμή και η στήλη, αυθαίρετα διαγράφεται μια από τις δύο.


  (γ) Ελέγχεται εάν έχουν διαγραφεί όλες οι γραμμές και οι στήλες. Εάν ναι, η διαδικασία τερματίζεται. Εάν όχι, συνεχίζεται στο επόμενο βήμα (δ).


  (δ) Υπολογίζεται η διαφορά μεταξύ των δύο μικρότερων τιμών κόστους σε κάθε γραμμή και στήλη από αυτές που έχουν απομείνει και εντοπίζεται η μεγαλύτερη. Εάν δύο διαφορές είναι ίσες, επιλέγεται μία αυθαίρετα. Επιστροφή στο βήμα (β).


  Παράδειγμα 8.1γ – Ύδρευση νησιών (συνέχεια)


  (α) Οι διαφορές μεταξύ των δύο μικρότερων τιμών κόστους σε κάθε γραμμή είναι 20, 70, 20 και σε κάθε στήλη 20, 60, 10. Μεγαλύτερη είναι η 70 στη γραμμή 2.


  (β) Στη γραμμή 2 τοποθετείται η μέγιστη δυνατή ποσότητα στην μεταβλητή με το μικρότερο κόστος x22 = 50 λόγω του περιορισμού ζήτησης στη στήλη 2. Διαγράφεται η στήλη 2.


  (γ) Δεν έχουν διαγραφεί όλες οι γραμμές και οι στήλες και η διαδικασία συνεχίζεται.


  (δ) Οι διαφορές μεταξύ των δύο μικρότερων τιμών κόστους σε κάθε γραμμή από αυτές που έχουν απομείνει είναι 50, 20, 40 και στήλη 20, 10. Η μεγαλύτερη είναι η 50 στη γραμμή 1.


  (β1) Στη γραμμή 1 τοποθετείται η μέγιστη δυνατή ποσότητα στην μεταβλητή με το μικρότερο κόστος x11 = 110 λόγω του περιορισμού ζήτησης στη στήλη 1. Διαγράφεται η στήλη 1.


  (γ1) Δεν έχουν διαγραφεί όλες οι γραμμές και οι στήλες και η διαδικασία συνεχίζεται.


  (δ1) Για να συμπληρωθεί το ισοζύγιο στις γραμμές τοποθετούνται οι ποσότητες x13 = 15, x22 = 25 και x33 = 25.
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  Επομένως με την μεθόδο Vogel τοποθετούνται κατά σειρά οι εξής ποσότητες: x22 = 50, x11 = 110, x23 = 25, x13 = 15, και x33 = 25. Η λύση είναι ίδια με τη μέθοδο ελαχίστου μοναδιαίου κόστους και το συνολικό κόστος μεταφοράς είναι 23,500.


  8.2.2. Έλεγχος Βελτιστότητας (Μέθοδος MODI)


  Μετά τον εντοπισμό μιας αρχικής βασικής εφικτής λύσης απαιτείται να ελεγχθεί εάν η λύση αυτή είναι βέλτιστη. Αυτό είναι δυνατόν χρησιμοποιώντας το ίδιο κριτήριο βελτιστότητας, όπως στην μέθοδο Simplex. Δηλαδή, η λύση μπορεί να βελτιωθεί εάν κάποια μη βασική μεταβλητή έχει αρνητικό συντελεστή κόστους στην αντικειμενική συνάρτηση και, επομένως, εάν εισέλθει στη βάση αντικαθιστώντας μια από τις βασικές μεταβλητές, θα προκύψει μια λύση με μικρότερο κόστος.


  Κατ’ αναλογίαν της μεθόδου των πολλαπλασιαστών Lagrange, εισάγοντας πολλαπλασιαστές


  ui, i = 1, 2,…, m για κάθε ένα από τους περιορισμούς (8.2) και


  vj, j = 1, 2,…, n για κάθε ένα από τους περιορισμούς (8.3)


  και αφαιρώντας το άθροισμα κάθε ομάδας περιορισμών από την αντικειμενική συνάρτηση (8.1) προκύπτει:
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  Η εξίσωση αυτή μπορεί να γραφεί


  [image: image]


  Αποδείχτηκε λοιπόν ότι εάν ui, i = 1, 2,…, m και vj, j = 1, 2,…, n πραγματικοί αριθμοί, τότε κάθε βέλτιστη λύση του Π.Μ. με πίνακα κόστους [cij] είναι βέλτιστη λύση του Π.Μ. με πίνακα κόστους [cij - ui - vj] και αντίστροφα.


  Συνεπώς, η πρόσθεση ή αφαίρεση ενός αριθμού από κάθε στοιχείο μιας γραμμής ή μιας στήλης του πίνακα κόστους ενός Π.Μ. δεν μεταβάλλει τις βέλτιστες λύσεις του. Προφανώς η τιμή της αντικειμενικής συνάρτησης μεταβάλλεται.


  Επειδή οι νέοι συντελεστές κόστους c'ij που αντιστοιχούν στις βασικές μεταβλητές πρέπει να είναι ίσοι με μηδέν, οι πολλαπλασιαστές ui και vj επιλέγονται ώστε:


  c'ij = cij - ui - vj = 0 για κάθε βασική μεταβλητή xij(8.13)


  Ο συνολικός αριθμός των πολλαπλασιαστών είναι m+n, ίσος με τον αριθμό των περιορισμών. Όμως, όπως εξηγήθηκε προηγουμένως, οι ανεξάρτητοι περιορισμοί είναι m+n-1 και ο ένας που απομένει μπορεί να θεωρηθεί ότι δεν χρειάζεται. Ο επί πλέον περιορισμός πρακτικά δεν υφίσταται και συνεπώς ο πολλαπλασιαστής του είναι μηδέν. Η επιλογή του επί πλέον περιορισμού δεν επηρεάζει τη λύση και οποιοσδήποτε από τους πολλαπλασιαστές ui ή vj μπορεί να τεθεί ίσος με μηδέν και οι υπόλοιποι m+n-1 να υπολογιστούν από το σύστημα εξισώσεων (8.13). Ο αριθμός των εξισώσεων αυτών είναι m+n-1, ίσος με τον αριθμό των βασικών μεταβλητών.


  Αφού υπολογιστούν οι τιμές των πολλαπλασιαστών ui και vj από το σύστημα εξισώσεων (8.13) στη συνέχεια υπολογίζονται από την εξίσωση (8.11) οι νέοι συντελεστές κόστους c'ij που αντιστοιχούν στις μη βασικές μεταβλητές. Η διαθέσιμη βασική λύση είναι βέλτιστη εάν οι νέοι συντελεστές κόστους c'ij είναι μη αρνητικοί c'ij ≥ 0 για όλες τις μη βασικές μεταβλητές. Εάν ένας ή περισσότεροι συντελεστές είναι αρνητικοί η αντίστοιχη μεταβλητή μπορεί να εισέλθει στη βάση και να βελτιώσει την τιμή της αντικειμενικής συνάρτησης. Επιλέγεται να εισέλθει η μεταβλητή με τον πλέον αρνητικό συντελεστή.


  Παράδειγμα 8.2 – Ύδρευση νησιών – Έλεγχος βελτιστότητας


  Εξετάζεται εάν η αρχική βασική λύση που προέκυψε με την μέθοδο της ΒΔ γωνίας είναι βέλτιστη. Οι βασικές μεταβλητές εμφανίζονται στα μη κενά κελιά του πίνακα. Για να αποτελούν βάση ο αριθμός τους πρέπει να είναι m+n-1, εδώ 3+3-1 = 5 μη μηδενικές μεταβλητές, δηλαδή πρέπει να ικανοποιείται η συνθήκη: # μη κενών = # γραμμών + # στηλών – 1.


  Γράφονται οι εξισώσεις (8.13) και θέτοντας u1 = 0, υπολογίζονται οι πολλαπλασιαστές:
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  Για τις μη βασικές μεταβλητές, που αντιστοιχούν στα κενά κελιά του πίνακα, υπολογίζονται οι νέοι συντελεστές κόστους (ή δείκτες βελτίωσης) από την εξίσωση (8.11):


  c'21 = c21 - u2 - v1 = 120 – (-70) - 100 = 90


  c'31 = c31 - u3 - v1 =130 – (-40) - 100 = 70


  c'32 = c32 - u3 - v2 = 110 – (-40) - 120 = 30


  c'13 = c13 - u1 - v3 = 150 – 0 - 210 = -60 < 0


  Ο δείκτης βελτίωσης c'13 είναι αρνητικός, άρα η λύση δεν είναι βέλτιστη. Μπορεί να βελτιωθεί εάν η μη βασική μεταβλητή x13 εισέλθει στη βάση, αντικαθιστώντας μια από τις υπάρχουσες βασικές μεταβλητές. Για κάθε μονάδα ποσότητας που θα τοποθετείται στην x13 η τιμή της αντικειμενικής συνάρτησης μειώνεται κατά 60 μονάδες κόστους. Όμως, η ποσότητα της x13 δεν μπορεί να είναι αυθαίρετα μεγάλη, διότι πρέπει να ικανοποιείται ο περιορισμός παραγωγής (1η γραμμή) και ζήτησης (3η στήλη).


  8.2.3. Επιλογή της Μεταβλητής που θα Εξέλθει από την Βάση


  Όπως και στην μέθοδο Simplex, η τιμή της μη βασικής μεταβλητής xpq που εισέρχεται στην βάση δεν μπορεί να είναι αυθαίρετα μεγάλη, διότι πρέπει να ικανοποιείται ο περιορισμός παραγωγής (p γραμμή) και ζήτησης (q στήλη). Η συνθήκη αυτή επιτρέπει να επιλεγεί η βασική μεταβλητή που θα εξέλθει από την βάση, αλλά και η τιμή που θα έχει η νέα βασική μεταβλητή xpq. Τα ειδικά χαρακτηριστικά του Π.Μ. επιτρέπουν το ζήτημα αυτό να αντιμετωπιστεί με γεωμετρικό τρόπο, όπως εξηγείται στο Παράδειγμα 8.3.


  Παράδειγμα 8.3 – Ύδρευση νησιών – Βελτίωση βασικής λύσης


  Αποδείχτηκε στο Παράδειγμα 8.2 ότι εάν η μη βασική μεταβλητή x13, η τιμή της αντικειμενικής συνάρτησης θα μειωθεί. Εάν όμως εισαχθεί ποσότητα θ > 0 στο κενό κελί (1,3), πρέπει να μειωθεί κατά θ η τιμή σε κάποιο από τα μη κενά κελιά (1,1) ή (1,2) ώστε να μη παραβιάζεται ο περιορισμός παραγωγής 125 μονάδων στην 1η γραμμή. Παρόμοια, πρέπει να μειωθεί κατά θ η τιμή σε κάποιο από τα μη κενά κελιά (2,3) ή (3,3) ώστε να μη παραβιάζεται ο περιορισμός ζήτησης 65 μονάδων στην 3η στήλη.


  Αποδεικνύεται ότι εάν η παρούσα βασική λύση δεν είναι εκφυλισμένη (δηλαδή εάν έχει ακριβώς m+n-1 βασικές μεταβλητές) μπορεί να οριστεί με μοναδικό τρόπο ένας κλειστός βρόγχος με αρχή και τέλος την υπό εξέταση μη βασική μεταβλητή που εισέρχεται στη βάση. Ο βρόγχος ορίζεται με οριζόντια ή κατακόρυφα ευθύγραμμα τμήματα τα οποία συνδέουν κελιά με βασικές μεταβλητές (κορυφές του βρόγχου). Ο αριθμός των κορυφών του βρόγχου είναι άρτιος και εναλλάξ αντιστοιχούν σε πρόσθεση ή αφαίρεση ποσότητας θ > 0, ώστε να ικανοποιούνται οι περιορισμοί. Η βασική μεταβλητή που εξέρχεται από τη βάση (και γίνεται μη βασική, δηλαδή ίση με μηδέν) αντιστοιχεί στην κορυφή που έχει την μικρότερη τιμή από όλες τις κορυφές που αντιστοιχούν σε αφαίρεση ποσότητας (αλλοιώς, η κορυφή αυτή θα καταστεί αρνητική).


  Στο παράδειγμα, για την υπό εξέταση μη βασική μεταβλητή x13, που εισέρχεται στη βάση, ο βρόγχος ορίζεται από τα κελιά (1,2), (2,2), (2,3) και (1,3). Στα (1,3) και (2,2) προστίθεται ποσότητα, ενώ από τα (1,2) και (2,3) αφαιρείται ποσότητα θ > 0. Από τις κορυφές που αντιστοιχούν σε αφαίρεση ποσότητας μικρότερη τιμή έχει η (1,2) (min {15, 40}). Επομένως, η x12 εξέρχεται από την βάση (μηδενίζεται), θ = 15, και διαμορφώνεται ο νέος πίνακας με νέες τιμές στις κορυφές του βρόγχου.
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  Έλεγχος βελτιστότητας


  Για τα μη κενά κελιά του πίνακα γράφονται οι εξισώσεις (8.13) και θέτοντας u1 = 0, υπολογίζονται οι πολλαπλασιαστές:
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  Για τις μη βασικές μεταβλητές, που αντιστοιχούν στα κενά κελιά του πίνακα, υπολογίζονται οι νέοι συντελεστές κόστους (ή δείκτες βελτίωσης) από την εξίσωση (8.11):


  c'21 = c21 - u2 - v1 = 120 – (-10) - 100 = 30


  c'31 = c31 - u3 - v1 = 130 – 20 - 100 = 10


  c'12 = c12 - u1- v2 = 120 – 0 - 60 = 60


  c'32 = c32 - u3 - v2 = 110 – 20 - 60 = 30


  Όλοι οι δείκτες βελτίωσης είναι μη αρνητικοί, άρα η λύση είναι βέλτιστη. Παρατηρείται ότι η μέθοδοι ελάχιστου μοναδιαίου κόστους και Vogel προσδιόρισαν την βέλτιστη λύση σαν αρχική βασική εφικτή λύση.


  Παράδειγμα 8.4 – Ύδρευση νησιών - Πολλαπλές λύσεις


  Οι ανάγκες σε νερό των νησιών 1, 2, 3 και 4 είναι 1000, 1200, 3000 και 1700 μονάδες όγκου αντίστοιχα και μπορούν να ικανοποιηθούν από με τρεις διαφορετικούς τρόπους (πηγές) 1, 2, και 3 με δυναμικότητα 2100, 2300 και 2500 αντίστοιχα. Το κόστος μεταφοράς νερού από κάθε πηγή σε κάθε νησί φαίνονται στον πίνακα. Ζητείται να καθοριστεί η ποσότητα νερού που θα μεταφερθεί από κάθε πηγή σε κάθε νησί ώστε να ελαχιστοποιείται το κόστος.


  Ελέγχεται ότι υπάρχει ισοζύγιο


  1000 + 1200 + 3000 + 1700 = 6900 = 2100 + 2300 + 2500.


  Η βασική λύση θα έχει m+n-1 = 3+4-1 = 6 μη μηδενικές μεταβλητές.


  (α) Προσδιορισμός μιας αρχικής βασικής εφικτής λύσης με τη μέθοδο της ΒΔ γωνίας
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  Εφαρμόζοντας την μεθόδο της βορειοδυτικής γωνίας τοποθετούνται κατά σειρά οι εξής ποσότητες: x11 = 1000, x12 = 1100, x22 = 100, x23 = 2200, x33 = 800 και x33 = 1700.


  Συνολικό κόστος =


  1000 x 5 + 1100 x 3 + 100 x 5 + 2200 x 7 + 800 x 9 + 1700 x 8 = 45,000


  (β) Έλεγχος βελτιστότητας με τη μέθοδο MODI


  Οι βασικές μεταβλητές εμφανίζονται στα μη κενά κελιά του πίνακα και αποτελούν βάση γιατί ο αριθμός τους είναι 3+4-1 = 6. Γράφονται οι εξισώσεις (8.13) και θέτοντας u1 = 0, υπολογίζονται οι πολλαπλασιαστές:
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  Για τις μη βασικές μεταβλητές, που αντιστοιχούν στα κενά κελιά του πίνακα, υπολογίζονται οι νέοι συντελεστές κόστους (ή δείκτες βελτίωσης) από την εξίσωση (8.11):


  c'13 = c13 – u1 – v3 = 8 – 0 - 5 = 3


  c'14 = c14 – u1 – v4 = 6 – 0 - 4 = 2


  c'21 = c21 – u2 – v1 = 4 – 2 - 5 = -3 < 0


  c'24 = c24 – u2 – v4 = 6 – 2 - 4 = 0


  c'31 = c31 - u3 - v1 = 6 – 4 - 5 = -3 < 0


  c'32 = c32 - u3 - v2 = 7 – 4 - 3 = 0


  Οι δείκτες βελτίωσης c'21 και c'31 είναι αρνητικοί, άρα η λύση δεν είναι βέλτιστη. Μπορεί να βελτιωθεί εάν μια εκ των μη βασικών μεταβλητών x21 ή x31 εισέλθει στη βάση, αντικαθιστώντας μια από τις υπάρχουσες βασικές μεταβλητές. Για κάθε μονάδα ποσότητας που θα τοποθετείται στην νέα βασική μεταβλητή (x21 ή x31) η τιμή της αντικειμενικής συνάρτησης μειώνεται κατά 3 μονάδες κόστους. Η επιλογή μεταξύ δύο ή περισσοτέρων μη βασικών μεταβλητών με τον ίδιο δείκτη βελτίωσης απαιτεί τον προσδιορισμό και των τιμών που θα έχει κάθε μεταβλητή όταν εισαχθεί στη βάση. Θα επιλεγεί εκείνη με την μεγαλύτερη τιμή προκειμένου να επιτευχθεί η μεγαλύτερη δυνατή μείωση της τιμής της αντικειμενικής συνάρτησης που ισούται με το το γινόμενο του δείκτη βελτίωσης επί την τιμή της μεταβλητής που εισέρχεται στη βάση. Η διαδιακσία αυτή απαιτεί πολλούς υπολογισμούς και στη πράξη επιλέγεται αυθαίρετα μια από τις μη βασικές μεταβλητές με τον ίδιο δείκτη βελτίωσης για να εισαχθεί στη βάση, έστω η x21.


  (γ) Επιλογή της μεταβλητής που θα εξέλθει από την βάση


  Για τη μη βασική μεταβλητή x21, που εισέρχεται στη βάση, ο βρόγχος ορίζεται από τα κελιά (2,1), (2,2), (1,2) και (1,1). Στα (2,1) και (1,2) προστίθεται ποσότητα, ενώ από τα (2,2) και (1,1) αφαιρείται ποσότητα θ > 0. Από τις κορυφές που αντιστοιχούν σε αφαίρεση ποσότητας μικρότερη τιμή έχει η (2,2) (min {1000, 100}). Επομένως, η x22 εξέρχεται από την βάση (μηδενίζεται), θ = 100, και διαμορφώνεται ο νέος πίνακας με νέες τιμές στις κορυφές του βρόγχου.


  Συνολικό κόστος


  = 900 x 5 + 1200 x 3 + 100 x 4 + 2200 x 7 + 800 x 9 + 1700 x 8 = 44,700
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  (δ) Έλεγχος βελτιστότητας με τη μέθοδο MODI


  Οι βασικές μεταβλητές εμφανίζονται στα μη κενά κελιά του πίνακα και αποτελούν βάση γιατί ο αριθμός τους είναι 3+4-1 = 6. Γράφονται οι εξισώσεις (8.13) και θέτοντας u1 = 0, υπολογίζονται οι πολλαπλασιαστές:
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  Για τις μη βασικές μεταβλητές, που αντιστοιχούν στα κενά κελιά του πίνακα, υπολογίζονται οι νέοι συντελεστές κόστους (ή δείκτες βελτίωσης) από την εξίσωση (8.11):


  c'13 = c13 – u1 – v3 = 8 - 0 - 8 = 0


  c'14 = c14 – u1 – v4 = 6 - 0 - 7 = - 1 < 0


  c'22 = c22 – u2 – v2 = 5 - (-1) - 3 = 3


  c'24 = c24 – u2 – v4 = 6 - (-1) - 7 = 0


  c'31 = c31 - u3 - v1 = 6 - 1 - 5 = 0


  c'32 = c32 - u3 - v2 = 7 - 1 - 3 = 3


  Ο δείκτης βελτίωσης c'14 είναι αρνητικός, άρα η λύση δεν είναι βέλτιστη. Μπορεί να βελτιωθεί εάν η μη βασική μεταβλητή x14 εισέλθει στη βάση, αντικαθιστώντας μια από τις υπάρχουσες βασικές μεταβλητές.


  (ε) Επιλογή της μεταβλητής που θα εξέλθει από την βάση


  Για τη μη βασική μεταβλητή x14, που εισέρχεται στη βάση, ο βρόγχος ορίζεται από τα κελιά (1,4), (1,1), (2,1), (2,3), (3,3) και (3,4). Στα (1,4), (2,1) και (3,3) προστίθεται ποσότητα, ενώ από τα (1,1), (2,3) και (3,4) αφαιρείται ποσότητα θ > 0. Από τις κορυφές που αντιστοιχούν σε αφαίρεση ποσότητας μικρότερη τιμή έχει η (1,1) (min {900, 2200, 1700}). Επομένως, η x11 εξέρχεται από την βάση (μηδενίζεται), θ = 900, και διαμορφώνεται ο νέος πίνακας με νέες τιμές στις κορυφές του βρόγχου.


  Συνολικό κόστος =


  1000 x 4 + 1200 x 3 + 1300 x 7 + 1700 x 9 + 900 x 6 + 800 x 8 = 43,800


  [image: image]


  (στ) Έλεγχος βελτιστότητας με τη μέθοδο MODI


  Οι βασικές μεταβλητές εμφανίζονται στα μη κενά κελιά του πίνακα και αποτελούν βάση γιατί ο αριθμός τους είναι 3+4-1 = 6. Γράφονται οι εξισώσεις (8.13) και θέτοντας u1 = 0, υπολογίζονται οι πολλαπλασιαστές:
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  Για τις μη βασικές μεταβλητές, που αντιστοιχούν στα κενά κελιά του πίνακα, υπολογίζονται οι νέοι συντελεστές κόστους (ή δείκτες βελτίωσης) από την εξίσωση (8.11):


  c'11 = c11 – u1 – v1 = 5 - 0 - 4 = 1


  c'13 = c13 – u1 – v3 = 8 - 0 - 7 = 1


  c'22 = c22 – u2 – v2 = 5 - 0 - 3 = 2


  c'24 = c24 – u2 – v4 = 6 - 0 - 6 = 0


  c'31 = c31 - u3 - v1 = 6 - 2 - 4 = 0


  c'32 = c32 - u3 - v2 = 7 - 2 - 3 = 2


  Δεν υπάρχει αρνητικός δείκτης βελτίωσης, άρα η λύση είναι βέλτιστη. Επειδή οι δείκτες βελτίωσης των μεταβλητών x24 και x31 είναι μηδέν, εάν οποιαδήποτε από τις μεταβλητές αυτές εισέλθει στη βάση, αντικαθιστώντας μια από τις υπάρχουσες βασικές μεταβλητές, η τιμή της αντικειμενικής συνάρτησης δεν θα αλλάξει. Το πρόβλημα έχει πολλαπλές λύσεις με το ίδιο βέλτιστο κόστος 43,800. Π.χ. εάν η x24 εισέλθει στη βάση, ο βρόγχος ορίζεται από τα κελιά (2,4), (2,3), (3,3), και (3,4). Στα (2,4) και (3,3) προστίθεται ποσότητα, ενώ από τα (2,3) και (3,4) αφαιρείται ποσότητα θ > 0. Από τις κορυφές που αντιστοιχούν σε αφαίρεση ποσότητας μικρότερη τιμή έχει η (3,4) (min {800, 1300}). Επομένως, η x34 εξέρχεται από την βάση (μηδενίζεται), θ = 800, και διαμορφώνεται ο νέος πίνακας με νέες τιμές στις κορυφές του βρόγχου.


  Συνολικό κόστος =


  1000 x 4 + 1200 x 3 + 500 x 7 + 2500 x 9 + 900 x 6 + 800 x 6 = 43,800
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  8.3 ΠΡΟΒΛΗΜΑΤΑ ΧΩΡΙΣ ΙΣΟΖΥΓΙΟ


  Σε προβλήματα που δεν υπάρχει ισοζύγιο προσφοράς και ζήτησης εισάγεται εικονικό κέντρο παραγωγής ή κατανάλωσης ανάλογα εάν είναι μεγαλύτερη η ζήτηση ή η προσφορά αντίστοιχα. Τα μοναδιαία κόστη μεταφοράς για το εικονικό κέντρο θεωρούνται μηδενικά. Η τεχνική αυτή παρουσιάζεται στα Παραδείγματα 8.5 και 8.6.


  Παράδειγμα 8.5 – Ύδρευση νησιών – Πλεόνασμα προσφοράς


  Οι ανάγκες σε νερό των νησιών 1, 2, 3 και 4 είναι 1000, 1200, 3000 και 1700 μονάδες όγκου αντίστοιχα και μπορούν να ικανοποιηθούν από με τρεις διαφορετικούς τρόπους (πηγές) 1, 2, και 3 με δυναμικότητα 3000, 2300 και 2500 αντίστοιχα. Το κόστος μεταφοράς νερού από κάθε πηγή σε κάθε νησί φαίνονται στον πίνακα. Ζητείται να καθοριστεί η ποσότητα νερού που θα μεταφερθεί από κάθε πηγή σε κάθε νησί ώστε να ελαχιστοποιείται το κόστος.


  Το Παράδειγμα 8.5 είναι ίδιο με το Παράδειγμα 8.4, εκτός από την δυναμικότητα της πηγής 1 που αντί για 2100 είναι ίση με 3000. Δηλαδή η συνολική παραγωγή είναι ίση με 7800, ενώ η συνολική κατανάλωση παραμένει ίση με 6900. Για την επίλυση του προβλήματος εισάγεται εικονικό κέντρο κατανάλωσης (Νησί 5) με ανάγκη σε νερό 7800 – 6900 = 900 μονάδες, ώστε να υπάρχει ισοζύγιο προσφοράς και ζήτησης. Ο πίνακας επίλυσης με την βασική εφικτή λύση που βρίσκεται με την μέθοδο της ΒΔ γωνίας φαίνεται παρακάτω.


  [image: image]


  Με εφαρμογή της διαδικασίας επίλυσης προκύπτει η βέλτιστη λύση που φαίνεται στον παρακάτω πίνακα με συνολικό κόστος μεταφοράς 42100. Η λύση αυτή δεν είναι μοναδική, υπάρχουν πολλαπλές βέλτιστες λύσεις με το ίδιο κόστος.
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  Παράδειγμα 8.6 – Ύδρευση νησιών – Πλεόνασμα ζήτησης


  Οι ανάγκες σε νερό των νησιών 1, 2, 3 και 4 είναι 1200, 1400, 3200 και 1900 μονάδες όγκου αντίστοιχα και μπορούν να ικανοποιηθούν από με τρεις διαφορετικούς τρόπους (πηγές) 1, 2, και 3 με δυναμικότητα 2100, 2300 και 2500 αντίστοιχα. Το κόστος μεταφοράς νερού από κάθε πηγή σε κάθε νησί φαίνονται στον πίνακα. Ζητείται να καθοριστεί η ποσότητα νερού που θα μεταφερθεί από κάθε πηγή σε κάθε νησί ώστε να ελαχιστοποιείται το κόστος.


  Το Παράδειγμα 8.6 είναι ίδιο με το Παράδειγμα 8.4, εκτός από το γεγονός ότι οι ανάγκες σε νερό των νησιών είναι αυξημένες κατά 200 μονάδες για κάθε νησί. Δηλαδή η συνολική παραγωγή παραμένει ίση με 6900, ενώ η συνολική κατανάλωση έχει αυξηθεί σε 7700. Για την επίλυση του προβλήματος εισάγεται εικονικό κέντρο παραγωγής (Πηγή 4) με δυναμικότητα 7700 – 6900 = 800 μονάδες, ώστε να υπάρχει ισοζύγιο προσφοράς και ζήτησης. Ο πίνακας επίλυσης με την βασική εφικτή λύση που βρίσκεται με την μέθοδο της ΒΔ γωνίας φαίνεται παρακάτω.


  [image: image]


  Με εφαρμογή της διαδικασίας επίλυσης προκύπτει η βέλτιστη λύση που φαίνεται στον παρακάτω πίνακα με συνολικό κόστος μεταφοράς 42200. Η λύση αυτή δεν είναι μοναδική, υπάρχουν πολλαπλές βέλτιστες λύσεις με το ίδιο κόστος.
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  8.4 ΑΛΓΟΡΙΘΜΟΣ ΠΡΟΣΔΙΟΡΙΣΜΟΥ ΤΟΥ ΒΡΟΓΧΟΥ


  Όπως αναλύεται στη Ενότητα 8.5 οι θέσεις των βασικών μεταβλητών στον πίνακα του Π.Μ. δεν δημιουργούν κανένα βρόγχο. Αν προστεθεί μια νέα θέση, που αντιστοιχεί σε μια μη βασική μεταβλητή, δημιουργείται ένας μοναδικός βρόγχος. Σε μια από τις κορυφές του βρόγχου αυτού είναι η βασική μεταβλητή που θα εξέλθει από την βάση. Για Π.Μ. μικρού μεγέθους, όπως αυτά που επιλύθηκαν στις προηγούμενες ενότητες, ο προσδιορισμός του μοναδικού βρόγχου για την μη βασική μεταβλητή xpq είναι εύκολος και γίνεται με απλή εξέταση των θέσεων των βασικών μεταβλητών ώστε να αποτελούν κορυφές του βρόγχου. Όμως, για ένα πίνακα μεταφοράς μεγάλων διαστάσεων απαιτείται αλγόριθμος για τον προσδιορισμό του μοναδικού βρόγχου. Ένας από τους διαθέσιμους αλγόριθμους είναι ο παρακάτω:


  Βήμα 1: Εντοπίζονται οι γραμμές που έχουν μια μόνο θέση που δεν έχει διαγραφεί και διαγράφεται η θέση αυτή.


  Βήμα 2: Επαναλαμβάνεται η ίδια διαδικασία για τις στήλες


  Βήμα 3: Εάν κάθε γραμμή και κάθε στήλη περιέχει δύο ή καμμιά θέσεις που δεν έχουν διαγραφεί, η διαδικασία τερματίζεται και οι απομένουσες θέσεις σχηματίζουν τον μοναδικό βρόγχο. Διαφορετικά επαναλαμβάνεται το Βήμα 1 κλπ.


  Παράδειγμα 8.7 - Αλγόριθμος προδιορισμού του βρόγχου


  Στον 1° πίνακα του Παραδείγματος 8.5 οι θέσεις των βασικών μεταβλητών φαίνονται με γεμάτα κυκλάκια και η θέση της μη βασικής μεταβλήτης που θα εισέλθει στη βάση με άδειο κυκλάκι.
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  Βήμα 1: Δεν υπάρχει γραμμή που να έχει μια μόνο θέση που δεν έχει διαγραφεί.


  Βήμα 2: Η στήλη 2 έχει μια μόνο θέση την (1,2) που διαγράφεται.
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  Βήμα 3: Κάθε γραμμή και κάθε στήλη περιέχει δύο ή καμμιά θέσεις που δεν έχουν διαγραφεί, η διαδικασία τερματίζεται και οι απομένουσες θέσεις σχηματίζουν τον μοναδικό βρόγχο.


  Παράδειγμα 8.7 - Αλγόριθμος προδιορισμού του βρόγχου (συνέχεια)


  Στον πίνακα Π.Μ. με m = 4 και n =5 οι θέσεις των m+n-1 = 8 βασικών μεταβλητών φαίνονται με γεμάτα κυκλάκια και η θέση της μη βασικής μεταβλήτης που θα εισέλθει στη βάση με άδειο κυκλάκι.
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  Βήμα 1: Η γραμμή 4 έχει μια μόνο θέση την (4,5) που διαγράφεται.
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  Βήμα 2: Η στήλη 3 έχει μια μόνο θέση την (2,3) που διαγράφεται. Η στήλη 4 έχει μια μόνο θέση την (3,4) που διαγράφεται.
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  Βήμα 3: Κάθε γραμμή και κάθε στήλη περιέχει δύο ή καμμιά θέσεις που δεν έχουν διαγραφεί, η διαδικασία τερματίζεται και οι απομένουσες θέσεις σχηματίζουν τον μοναδικό βρόγχο.


  8.5 ΤΟ ΠΡΟΒΛΗΜΑ ΜΕΤΑΦΟΡΑΣ ΩΣ ΔΙΜΕΛΕΣ ΓΡΑΦΗΜΑ


  8.5.1 Εισαγωγή


  Το πρόβλημα μεταφοράς μπορεί να απεικονιστεί ως διμελές γράφημα (δίκτυο). Οι πηγές συμβολίζονται με S στα δεξιά και οι προορισμοί με D στα δεξιά. Τα επίπεδα κατανάλωσης και παραγωγής φαίνονται σε αγκύλες [επίπεδο], και τα κόστη μεταφοράς σε παρενθέσεις (κόστος). Οι μη πραγματοποιήσιμες συνδέσεις δεν περιλαμβάνονται στο γράφημα. Εάν για οποιοδήποτε λόγο η σύνδεση από ένα κέντρο παραγωγής σε ένα κέντρο κατανάλωσης δεν μπορεί να πραγματοποιηθεί, το μοναδιαίο κόστος της συγκεκριμένης σύνδεσης θεωρείται πολύ μεγάλο και ίσο με Μ στο πίνακα επίλυσης.


  Παράδειγμα 8.8– Το Π.Μ. ως διμελές γράφημα


  Στο παρακάτω διάγραμμα φαίνεται ένα πρόβλημα μεταφοράς σε μορφή δικτύου.


  (α) Να διατυπωθεί ο πίνακας επίλυσης του προβλήματος μεταφοράς με τις γραμμές να αντιστοιχούν στις πηγές και τις στήλες να αντιστοιχούν στους προορισμούς.


  (β) Να εφαρμοστεί η μέθοδος Vogel για να βρεθεί μια αρχική λύση, να εξεταστεί εάν είναι βέλτιστη λύση και να υπολογιστεί το κόστος της.
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  (α) Οι διαφορές μεταξύ των δύο μικρότερων τιμών κόστους σε κάθε γραμμή είναι 5, 3 και σε κάθε στήλη 2, 5, 3. Μεγαλύτερη είναι η 5 στη γραμμή 1.


  (β) Στη γραμμή 1 τοποθετείται η μέγιστη δυνατή ποσότητα στην μεταβλητή με το μικρότερο κόστος x11 = 400 λόγω του περιορισμού ζήτησης στη στήλη 1. Διαγράφεται η στήλη 1.


  (γ) Δεν έχουν διαγραφεί όλες οι γραμμές και οι στήλες και η διαδικασία συνεχίζεται.


  (δ) Οι διαφορές μεταξύ των δύο μικρότερων τιμών κόστους σε κάθε γραμμή από αυτές που έχουν απομείνει είναι 5, 3 και στήλη 5, 3. Η μεγαλύτερη είναι η 5 στη γραμμή 1 ή στη στήλη 2.


  (β1) Αυθαίρετα, στη γραμμή 1 τοποθετείται η μέγιστη δυνατή ποσότητα στην μεταβλητή με το μικρότερο κόστος x13 = 100 λόγω του περιορισμού προσφοράς στη γραμμή 1. Διαγράφεται η γραμμή 1.


  (γ1) Δεν έχουν διαγραφεί όλες οι γραμμές και οι στήλες και η διαδικασία συνεχίζεται.


  (δ1) Για να συμπληρωθεί το ισοζύγιο στις στήλες τοποθετούνται οι ποσότητες x32 = 200 και x33 = 200.
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  (β) Έλεγχος βελτιστότητας με τη μέθοδο MODI


  Οι βασικές μεταβλητές εμφανίζονται στα μη κενά κελιά του πίνακα και αποτελούν βάση γιατί ο αριθμός τους είναι 2+3-1 = 4. Γράφονται οι εξισώσεις (8.13) και θέτοντας u1 = 0, υπολογίζονται οι πολλαπλασιαστές:
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  Για τις μη βασικές μεταβλητές, που αντιστοιχούν στα κενά κελιά του πίνακα, υπολογίζονται οι νέοι συντελεστές κόστους (ή δείκτες βελτίωσης) από την εξίσωση (8.11):


  c'12 = c12 – u1 – v2 = 20 – 0 - 15 = 5


  c'21 = c21 – u2 – v1 = 12 – 0 - 10 = 2


  Οι δείκτες βελτίωσης είναι θετικοί, άρα η λύση είναι βέλτιστη και μοναδική.


  Συνολικό κόστος = 400 x 10 + 100 x 15 + 200 x 15 + 200 x 18 = 12,100.


  Παράδειγμα 8.8 – Το Π.Μ. ως διμελές γράφημα (συνέχεια)


  Εάν η σύνδεση S1 – D1 είναι αδύνατη, πως αλλάζει η λύση του Παραδείγματος 8.6;


  Εάν η σύνδεση S1 – D1 είναι αδύνατη, το μοναδιαίο κόστος της τίθεται ίσο με Μ, όπου Μ ένας πολύ μεγάλος αριθμός συγκριτικά με τα άλλα μοναδιαία κόστη.
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  (α) Οι διαφορές μεταξύ των δύο μικρότερων τιμών κόστους σε κάθε γραμμή είναι 5, 3 και σε κάθε στήλη Μ-12, 5, 3. Μεγαλύτερη είναι η Μ-12 στη στήλη 1.


  (β) Στη στήλη 1 τοποθετείται η μέγιστη δυνατή ποσότητα στην μεταβλητή με το μικρότερο κόστος x21 = 400 λόγω του περιορισμού ζήτησης ή προσφοράς στη στήλη 1 ή γραμμή 2. Αυθαίρετα, διαγράφεται η στήλη 1.


  (γ) Δεν έχουν διαγραφεί όλες οι γραμμές και οι στήλες και η διαδικασία συνεχίζεται.


  (δ) Οι διαφορές μεταξύ των δύο μικρότερων τιμών κόστους σε κάθε γραμμή από αυτές που έχουν απομείνει είναι 5, 3 και στήλη 5, 3. Η μεγαλύτερη είναι η 5 στη γραμμή 1 ή στη στήλη 2.


  (β1) Αυθαίρετα στη γραμμή 1 τοποθετείται η μέγιστη δυνατή ποσότητα στην μεταβλητή με το μικρότερο κόστος x13 = 300 λόγω του περιορισμού ζήτησης στη στήλη 3. Διαγράφεται η στήλη 3.


  (γ1) Δεν έχουν διαγραφεί όλες οι γραμμές και οι στήλες και η διαδικασία συνεχίζεται.


  (δ1) Για να συμπληρωθεί το ισοζύγιο τοποθετείται η ποσότητα x12 = 200.
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  (β) Έλεγχος βελτιστότητας με τη μέθοδο MODI


  Οι βασικές μεταβλητές εμφανίζονται στα μη κενά κελιά του πίνακα και δεν αποτελούν βάση γιατί ο αριθμός τους είναι 3 ≠ 2+3-1 = 4. Η λύση αυτή ονομάζεται εκφυλισμένη. Αυθαίρετα επιλέγουμε ένα από τα μη κενά κελιά και θεωρούμε ότι περιέχει βασική μεταβλητή με τιμή ίση με μηδέν, ώστε να ικανοποιείται η συνθήκη. Έστω ότι η x11 = 0 είναι βασική μεταβλητή. Γράφονται οι εξισώσεις (8.13) και θέτοντας u1 = 0, υπολογίζονται οι πολλαπλασιαστές:
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  Για τις μη βασικές μεταβλητές, που αντιστοιχούν στα κενά κελιά του πίνακα, υπολογίζονται οι νέοι συντελεστές κόστους (ή δείκτες βελτίωσης) από την εξίσωση (8.11):


  c'22 = c22 – u2 – v2 = 15 – (12-Μ) - 20 = Μ - 17


  c'23 = c23 – u2 – v3 = 18 – (12-Μ) - 15 = Μ - 9


  Οι δείκτες βελτίωσης είναι θετικοί, άρα η λύση είναι βέλτιστη και μοναδική.


  Συνολικό κόστος = 400 x 12 + 200 x 20 + 300 x 15 = 13,300.


  Παράδειγμα 8.9 – Ύδρευση νησιών - Εκφυλισμένη λύση


  Οι ανάγκες σε νερό των νησιών 1, 2 και 3 είναι 175, 75 και 25 μονάδες όγκου αντίστοιχα και μπορούν να ικανοποιηθούν από με τρεις διαφορετικούς τρόπους (πηγές) 1, 2, και 3 με δυναμικότητα 125, 35 και 65 αντίστοιχα. Το κόστος μεταφοράς νερού από κάθε πηγή σε κάθε νησί φαίνονται στον πίνακα. Ζητείται να καθοριστεί η ποσότητα νερού που θα μεταφερθεί από κάθε πηγή σε κάθε νησί ώστε να ελαχιστοποιείται το κόστος. (Το παράδειγμα είναι ίδιο με το Παράδειγμα 8.1, αλλά έχει αυξηθεί η ανάγκη του Νησιού 1 κατά 15 μονάδες και αντίστοιχα μειωθεί η ανάγκη του Νησιού 2).


  Ελέγχεται ότι υπάρχει ισοζύγιο 175 + 75 + 25 = 225 = 125 + 35 + 65.


  Η βασική λύση θα έχει m+n-1 = 3+3-1 = 5 μη μηδενικές μεταβλητές.
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  Εφαρμόζοντας την μεθόδο της βορειοδυτικής γωνίας τοποθετούνται κατά σειρά οι εξής ποσότητες: x11 = 125 (διαγράφεται η γραμμή 1 και η στήλη 1), x22 = 35, x23 = 40, και x33 = 25. Οι βασικές μεταβλητές εμφανίζονται στα μη κενά κελιά του πίνακα και δεν αποτελούν βάση γιατί ο αριθμός τους είναι 4 ≠ 3+3-1 = 5. Η λύση αυτή ονομάζεται εκφυλισμένη. Αυθαίρετα επιλέγουμε ένα από τα μη κενά κελιά και θεωρούμε ότι περιέχει βασική μεταβλητή με τιμή ίση με μηδέν, ώστε να ικανοποιείται η συνθήκη (όμως, όπως θα συζητηθεί στην Ενότητα 8.4.3, το γράφημα των βασικών μεταβλητών δεν πρέπει να περιέχει βρόγχο, π.χ. δεν μπορεί να θεωρηθεί ως βασική μεταβλητή η x32 επειδή δημιουργεί βρόγχο με τις x33, x23, και x22). Έστω ότι η x12 = 0 είναι βασική μεταβλητή. Γράφονται οι εξισώσεις (8.13) και θέτοντας u1 = 0, υπολογίζονται οι πολλαπλασιαστές και οι δείκτες βελτίωσης ακριβώς όπως στο Παράδειγμα 8.2. Ο δείκτης βελτίωσης c'13 είναι αρνητικός, άρα η λύση δεν είναι βέλτιστη. Μπορεί να βελτιωθεί εάν η μη βασική μεταβλητή x13 εισέλθει στη βάση, αντικαθιστώντας μια από τις υπάρχουσες βασικές μεταβλητές. Ο βρόγχος ορίζεται από τα κελιά (1,3), (1,2), (2,2), και (2,3). Στα (1,3) και (2,2) προστίθεται ποσότητα, ενώ από τα (1,2) και (2,3) αφαιρείται ποσότητα θ > 0. Από τις κορυφές που αντιστοιχούν σε αφαίρεση ποσότητας μικρότερη τιμή έχει η (1,2) (min {0, 40}). Επομένως, η x12 εξέρχεται από την βάση (μηδενίζεται), θ = 0, και διαμορφώνεται ο νέος πίνακας με νέες τιμές στις κορυφές του βρόγχου. Προφανώς, επειδή οι μη μηδενικές βασικές μεταβλητές δεν άλλαξαν, η τιμη της αντικειμενικής συνάρτησης παραμένει ίδια. Απλά άλλαξε η μηδενική βασική μεταβλητή x12 με την x13.
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  Γράφονται οι εξισώσεις (8.13) και θέτοντας u1 = 0, υπολογίζονται οι πολλαπλασιαστές:
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  Για τις μη βασικές μεταβλητές, που αντιστοιχούν στα κενά κελιά του πίνακα, υπολογίζονται οι νέοι συντελεστές κόστους (ή δείκτες βελτίωσης) από την εξίσωση (8.11):


  c'12 = c12 - u1 – v2 = 120 – 0 - 60 = 60


  c'21 = c21 - u2 - v1 = 120 – (-10) - 100 = 30


  c'31 = c31 - u3 - v1 =130 – 20 - 100 = 10


  c'32 = c32 - u3 - v2 = 110 – 20 - 60 = 30


  Οι δείκτες βελτίωσης είναι θετικοί, άρα η λύση είναι βέλτιστη και μοναδική.


  Συνολικό κόστος = 125 x 100 + 35 x 50 + 40 x 140 + 25 x 170 = 24,100.


  8.5.2 Ορισμοί και Θεωρήματα από τη Θεωρία Γραφημάτων


  1. Γράφημα. Είναι ένα ζεύγος G = (V, E) όπου V είναι ένα σύνολο κορυφών (ή κόμβων) και E ένα σύνολο ακμών (ή πλευρών ή συνδέσεων). Κάθε ακμή είναι ένα ζεύγος κορυφών (v1, v2). Ο αριθμός των κορυφών είναι η τάξη και ο αριθμός των κορυφών το μέγεθος του γραφήματος.


  2. Ανεξάρτητο σύνολο. Είναι ένα σύνολο κορυφών που δεν συνδέονται μεταξύ τους με ακμή.


  3. Διμελές γράφημα. Υπάρχει διαμέριση κορυφών σε δύο ανεξάρτητα σύνολα G = (Χ, Υ, E), όπου X και Y ανεξάρτητα σύνολα. Υπάρχουν ακμές μόνο μεταξύ κάποιας κορυφής στο Χ και κάποιας κορυφής στο Υ. Στο Π.Μ. κάθε μεταβλητή xij αντιστοιχεί σε μια ακμή (i, j) ∈ S x D, όπου S και D τα σύνολα των πηγών και προορισμών αντίστοιχα, και υποδηλώνει μεταφορά από το i στο j. Δεν υπάρχει ακμή μεταξύ δύο κορυφών -πηγών ή δύο κορυφών-προορισμών. Επομένως το Π.Μ. είναι διμελές γράφημα G = (S, D, E) τάξης m+n (V = S ∪ D). Εάν υπάρχουν όλες οι m . n ακμές το διμελές γράφημα είναι πλήρες.


  4. Βαθμός κορυφής deg(vi). Ο αριθμός των ακμών που εφάπτονται στην κορυφή.
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  5. Διαδρομή. Είναι μια ακολουθία «διαδοχικών» ακμών, δηλαδή ακμών που η κατάληξη πρώτης είναι η αρχή της δεύτερης. Στο γράφημα του Π.Μ. που φαίνεται στο σχήμα Ε = {(1,1’), (1,2’), (1,n), (2,2’), (m,1’), (m,n)} και η {(1,1’), (1’,m), (m,n)} ή 1-1’-m-n είναι μια διαδρομή (δεν λαμβάνεται υπόψη η κατεύθυνση στις ακμές).


  6. Μονοπάτι. Είναι μια διαδρομή χωρίς επανάληψη κορυφών και ακμών. Π.χ. η 1-1’-m-n είναι μονοπάτι, ενώ η 1-1’-m-n-1-2’ δεν είναι.


  7. Κύκλος. Είναι ένα μονοπάτι που τα άκρα του ταυτίζονται και δημιουργείται ένας βρόγχος. Π.χ. η 1-1’-m-n-1 είναι κύκλος.


  8. Υπογράφημα G’ = (V’, E’) του G = (V, E). Είναι ένα γράφημα που προκύπτει από το G εάν παραληφθούν κάποιες κορυφές και ακμές. Ισχύει V’⊆V και E’⊆E.


  9. Δένδρο. Είναι ένα γράφημα G που δεν περιέχει κανένα κύκλο.


  10. Συνεκτικό δένδρο (ή επικαλύπτον ή ζευγνύον). Είναι ένα δένδρο που έχει όλες τις κορυφές και κάθε κορυφή συνδέεται με κάποια ακμή. Δηλαδή, από οποιαδήποτε κορυφή u μπορεί να φτάσει κανείς σε οποιαδήποτε άλλη κορυφή v χωρίς επανάληψη κορυφών και ακμών, ή για κάθε ζευγάρι κορυφών u, v ∈ V, υπάρχει u–v μονοπάτι.


  11. Δάσος. Είναι μη-συνεκτικό γράφημα που αποτελείται από συνεκτικά δένδρα.


  Οι βασικές λύσεις του Π.Μ. συνδέονται με το γράφημα του Π.Μ μέσω του Θεωρήματος 1.


  Θεώρημα 1: Έστω B ⊆ S x D μια βασική λύση ενός Π.Μ. Τότε το υπογράφημα του γραφήματος του Π.Μ. που προκύπτει εάν συμπεριληφθούν μόνο οι ακμές (i, j) ∈ Β αποτελεί ένα συνεκτικό δένδρο.


  Απόδειξη: Εάν xΒ είναι μια βασική λύση του Π.Μ., η xΒ πρέπει να είναι μοναδική λύση του παρακάτω συστήματος:
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  (iii) xij = 0 για κάθε (i, j) ∉ Β


  (δηλαδή οι περιορισμοί (8.2) και (8.3) περιέχουν μόνο τις βασικές μη μηδενικές μεταβλητές).


  Έστω ότι για κάποιο i ∈ S δεν υπάρχει j ώστε η xij να είναι βασική μεταβλητή ή ισοδύναμα


  { j ∈ D: (i, j) ∈ B} = ∅, τότε η ισότητα για αυτό το i γράφεται 0 = ai ≠ 0, άτοπο.


  Επομένως όλες οι κορυφές i ∈ S συνδέονται με τουλάχιστον μια ακμή (i, j) ∈ B (στον πίνακα του Π.Μ. υπάρχει τουλάχιστον μια μη κενή θέση σε κάθε γραμμή).


  Παρόμοια, όλες οι κορυφές j ∈ D συνδέονται με τουλάχιστον μια ακμή (i, j) ∈ B (στον πίνακα του Π.Μ. υπάρχει τουλάχιστον μια μη κενή θέση σε κάθε στήλη).


  Επομένως, κάθε κορυφή στο S ∪ D συνδέεται με τουλάχιστον μια ακμή, όπως απαιτείται για ένα συνεκτικό δένδρο. Έστω τώρα ότι υπάρχει ένας κύκλος i1-j1-i2-j2-…-ik-jk-i1 στο γράφημα με κορυφές στο S ∪ D και ακμές που αντιστοιχούν σε θέσεις βασικών μεταβλητών, όπου {i1, i2, …, ik} ⊆ S και {j1, j2,…, jk} ⊆ D. Προφανώς, ο κύκλος αυτός πρέπει να έχει άρτιο αριθμό ακμών. Συνεπώς, εάν επιλεγεί θ > 0, και τεθεί x'i1j1 = xBi1j1 + θ, x'j1i2 = xBj1i2 – θ, x'i2j2 = xBi2j2 + θ, …, x'ikjk = xBikjk + θ και x'jki1 = xBjki1 – θ, τότε η x’ είναι επίσης λύση του συστήματος (i)-(iii). Αυτό είναι άτοπο γιατί έγινε η υπόθεση ότι η xΒ είναι μοναδική λύση. Άρα, δεν υπάρχει κύκλος και το υπογράφημα της βασικής λύσης αποτελεί ένα συνεκτικό δένδρο.


  Θεώρημα 2: Έστω G = (V, E) ένα γράφημα που είναι δένδρο και έστω E ≠ ∅. Τότε υπάρχει μια κορυφή v ∈ V με ακριβώς μια ακμή συνδεμένη με αυτή.


  Απόδειξη: Έστω i1 ∈ V μια κορυφή. Εάν η i1 έχει μόνο μια ακμή συνδεμένη με αυτή, ισχύει το θεώρημα. Αλλοιώς, έστω ότι (i1, i2) είναι μια ακμή συνδεμένη με την κορυφή i2 ∈ V–{i1}. Εάν αυτή είναι η μόνη ακμή συνδεμένη με την i2, ισχύει το θεώρημα. Αλλοιώς, έστω ότι η i2 είναι συνδεμένη με την κορυφή i3 ∈ V–{i2}. Εάν i3 = i1 υπάρχει κύκλος, επομένως επειδή το γράφημα είναι δένδρο ισχύει i3 ≠ i1. Εάν η i3 είναι η μόνη ακμή συνδεμένη με την i2, ισχύει το θεώρημα. Αλλοιώς, έστω ότι η i3 είναι συνδεμένη με την κορυφή i4 ∈ V–{i3}, η οποία δεν μπορεί να είναι κάποια από τις προηγούμενες κορυφές, γιατί δημιουργείται κύκλος. Η διαδικασία σε κάποια κορυφή πρέπει να τερματιστεί, άρα θα προκύψει μια κορυφή με ακριβώς μια ακμή συνδεμένη με αυτή.


  Πόρισμα 1: Ένα δένδρο έχει πάντοτε μια κορυφή με βαθμό 1.


  Θεώρημα 3: Έστω G = (V, E) ένα γράφημα που είναι δένδρο. Τότε το υπογράφημα που προκύπτει εάν παραληφθεί μια ακμή G’ = (V, E-{(i,j)}) όπου (i,j)∈E, είναι δένδρο.


  Απόδειξη: Εάν το υπογράφημα G’ έχει ένα κύκλο, τότε προφανώς και το G έχει τον ίδιο κύκλο, οπότε δεν θα ήταν δένδρο. Άρα και το G’ είναι δένδρο.


  Πόρισμα 2: Συνδυάζοντας τα Θεωρήματα 1, 2 και 3, προκύπτει ότι ο πίνακας μιας βασικής λύσης ενός Π.Μ. έχει πάντοτε μια γραμμή ή μια στήλη με μόνο μια μη κενή θέση. Εάν διαγραφεί αυτή η γραμμή ή στήλη ο προκύπτων πίνακας θα έχει πάλι μια γραμμή ή μια στήλη με μόνο μια μη κενή θέση κοκ μέχρι να διαγραφούν όλες οι γραμμές και στήλες.


  Με βάση το Πόρισμα 2 μπορεί να ελέγχεται εάν μια εφικτή λύση είναι βασική ως εξής:


  Βήμα 1: διαγράφονται όλες οι γραμμές του πίνακα μεταφοράς με μόνο μια μη κενή θέση


  Βήμα 2: διαγράφονται όλες οι στήλες του πίνακα μεταφοράς με μόνο μια μη κενή θέση


  Βήμα 3: επιστροφή στο Βήμα 1, μέχρι να μην υπάρχουν γραμμές και στήλες με μόνο μια μη κενή θέση. Εάν έχουν διαγραφεί όλες οι γραμμές και όλες οι στήλες η λύση είναι βασική.


  Θεώρημα 4: Έστω G = (V, E) ένα γράφημα που είναι συνεκτικό δένδρο. Τότε ο αριθμός των ακμών είναι ίσος με τον αριθμό των κορυφών μείον ένα


  ή |E| = |V| -1.


  Απόδειξη: Έστω i1 ∈ V μια κορυφή με βαθμό 1. Θεωρείστε το συνεκτικό δένδρο που προκύπτει από το G εάν παραληφθεί η κορυφή i1 και η ακμή που συνδέεται με αυτή. Το υπογράφημα αυτό έχει επίσης μια κορυφή i2 ∈ V–{i1} με βαθμό 1. Εάν παραληφθεί η κορυφή i2 και η ακμή που συνδέεται με αυτή, προκύπτει πάλι ένα συνεκτικό δένδρο. Η διαδικασία μπορεί να συνεχιστεί έως ότου απομείνουν μόνο δύο κορυφές. Στο σημείο αυτό θα έχουν αφαιρεθεί |V| -2 κορυφές και |V| -2 ακμές. Επειδή το απομένον υπογράφημα με τις δύο κορυφές είναι συνεκτικό δένδρο, περιέχει μια ακμή, άρα |E| = |V| -1.


  Πόρισμα 3: Συνδυάζοντας τα Θεωρήματα 1 και 4, προκύπτει ότι μια βασική λύση ενός Π.Μ.


  (α) έχει ακριβώς m+n-1 βασικές μεταβλητές


  (β) έχει τουλάχιστον μια μη κενή θέση σε κάθε γραμμή και σε κάθε στήλη του πίνακα μεταφοράς


  (γ) το υπογράφημα που ορίζουν οι ακμές (i, j) ∈ Β αποτελεί ένα συνεκτικό δένδρο.


  Παράδειγμα 8.10 – Πίνακες Π.Μ. ως διμελή γραφήματα


  Στους επόμενους πίνακες Π.Μ. με m = 4 και n =5 φαίνονται οι θέσεις και οι τιμές των μεταβλητών τριών εφικτών λύσεων. Να εξεταστεί μέσω διμελών γραφημάτων εάν οι λύσεις αυτές είναι βασικές.


  Ο αριθμός των βασικών μεταβλητών είναι m+n-1 = 8
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  (α) Η λύση έχει 9 > 8 μεταβλητές με θετική τιμή, συνεπώς δεν είναι βασική. Το γράφημα που αντιστοιχεί στη μη βασική εφικτή λύση περιέχει τον κύκλο 2-2’-3-4’-4-5’-2.
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  (β) Η λύση έχει 8 μεταβλητές με θετική τιμή και έχει τουλάχιστον μια μη κενή θέση σε κάθε γραμμή και σε κάθε στήλη του πίνακα. Το γράφημα είναι συνεκτικό δένδρο γιατί από οποιαδήποτε κορυφή u μπορεί να φτάσει κανείς σε οποιαδήποτε άλλη κορυφή v χωρίς επανάληψη κορυφών και ακμών. Συνεπώς η λύση είναι εφικτή και βασική.
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  (γ) Η λύση έχει 7 < 8 μεταβλητές με θετική τιμή, συνεπώς είναι εκφυλισμένη εάν τεθεί μια επιπλέον βασική μεταβλητή ίση με 0. Η λύση έχει τουλάχιστον μια μη κενή θέση σε κάθε γραμμή και σε κάθε στήλη του πίνακα. Το γράφημα που αντιστοιχεί στην εφικτή λύση δεν είναι συνεκτικό, γιατί από την κορυφή 1 δεν μπορεί να φτάσει κανείς στην κορυφή 2’. Το γράφημα αποτελείται από τα συνεκτικά δένδρα που ορίζονται από τα σύνολα κορυφών Χ = {1, 1’, 2, 3’} και Υ = {3, 2’, 4’, 4, 5’} και συνεπώς είναι δάσος.


  Εάν προστεθεί η επιπλέον βασική μεταβλητή x25 = 0 που αντιστοιχεί στην ακμή 1-5’ το γράφημα γίνεται συνεκτικό και η λύση είναι εφικτή, εκφυλισμένη και βασική (γράφημα αριστερά). Εάν προστεθεί η επιπλέον βασική μεταβλητή x35 = 0 που αντιστοιχεί στην ακμή 3-5’ το γράφημα παραμένει μη συνεκτικό (γράφημα δεξιά). Είναι προφανές ότι η επιπλέον βασική μεταβλητή xpq = 0 πρέπει να έχει p ∈ X και q ∈ Y.
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  8.6 ΤΟ ΠΡΟΒΛΗΜΑ ΑΝΑΘΕΣΗΣ


  Το πρόβλημα ανάθεσης είναι μια ειδική περίπτωση του Π.Μ. στο οποίο ισχύουν τα εξής:


  Ένα σύνολο n ατόμων Ri (i = 1, 2, …, m) καλούνται να εκτελέσουν ένα σύνολο n εργασιών Dj (j = 1, 2, …, n). Κάθε άτομο μπορεί να αναλάβει μόνο μια εργασία και κάθε εργασία εκτελείται από μόνο ένα άτομο. Κάθε εργασία εκτελείται ή δεν εκτελείται (δεν νοείται μερική εκτέλεση της εργασίας). Έστω cij τo κόστος εκτέλεσης της εργασίας j από το άτομο i. Στόχος είναι να ανατεθούν στα άτομα i οι εργασίες j ώστε να ελαχιστοποιείται το συνολικό κόστος.


  Είναι σαφές ότι η βέλτιστη λύση είναι εκείνη που ελαχιστοποιεί το κόστος από όλους τους συνδυασμούς άτομο-έργο. Είναι εύκολο να αποδειχθεί με μαθηματική επαγωγή ότι ο αριθμός των συνδυασμών είναι n! και επομένως είναι αδύνατον για μεγάλo n να επιλυθεί το πρόβλημα με εξαντλητικό έλεγχο όλων συνδυασμών. Απαιτείται λοιπόν λύση με αλγοριθμική μέθοδο.


  Η μαθηματική διατύπωση του προβλήματος έχει ως εξής:


  [image: image]


  όπου xij = 0 εάν στο άτομο i ανατίθεται η εργασία j και = 1 διαφορετικά (δίτιμες μεταβλητές)
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  Είναι προφανές ότι το παραπάνω είναι μια ειδική περίπτωση του Π.Μ. όπου ai = 1, ∀i, bj = 1 ∀ j και xij ∈ {0, 1} και μπορεί να επιλυθεί με τις ίδιες μεθόδους.


  Παράδειγμα 8.11 – Ανάθεση έργων


  Πρόκειται να ανατεθούν τρία έργα 1, 2 και 3 σε τρεις εταιρείες 1, 2, και 3. Κάθε εταιρεία μπορεί να αναλάβει οποιοδήποτε έργο, αλλά λόγω διαφορετικής εμπειρίας θα είναι πιο ικανή να εκτελέσει κάποιο από αυτά. Οι χρόνοι εκτέλεσης σε μήνες από κάθε εταιρεία του κάθε έργου είναι γνωστοί και φαίνονται στον πίνακα. Ζητείται να καθοριστεί σε ποια εταιρεία θα ανατεθεί κάθε έργο ώστε να ελαχιστοποιείται ο συνολικός χρόνος εκτέλεσης των έργων.


  Στα προβλήμα ανάθεσης υπάρχει εξ ορισμού ισοζύγιο.


  Η βασική λύση θα έχει m+n-1 = 3+3-1 = 5 μη μηδενικές μεταβλητές.
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  Εφαρμόζοντας την μεθόδο της βορειοδυτικής γωνίας τοποθετούνται κατά σειρά οι εξής ποσότητες: x11 = 1, x22 = 1, και x33 = 1. Οι θετικές βασικές μεταβλητές είναι 3 < 5, άρα η λύση είναι εκφυλισμένη και πρέπει να προστεθούν δύο επιπλέον βασικές μεταβλητές ίσες με 0. Η λύση έχει τουλάχιστον μια μη κενή θέση σε κάθε γραμμή και σε κάθε στήλη του πίνακα. Το γράφημα αριστερά που αντιστοιχεί στην εφικτή λύση δεν είναι συνεκτικό, γιατί από την κορυφή 1 δεν μπορεί να φτάσει κανείς στην κορυφή 2’. Εάν προστεθούν οι επιπλέον βασικές μεταβλητές x12 = 0 που αντιστοιχεί στην ακμή 1-2’ και x31 = 0 που αντιστοιχεί στην ακμή 3-1’ το γράφημα γίνεται συνεκτικό και η λύση είναι εφικτή, εκφυλισμένη και βασική (γράφημα δεξιά).


  Συνολικό κόστος = 33 + 32 + 24 = 89
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  (β) Έλεγχος βελτιστότητας με τη μέθοδο MODI


  Γράφονται οι εξισώσεις (8.13) για τα μη κενά κελιά και θέτοντας u1 = 0, υπολογίζονται οι πολλαπλασιαστές:
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  Για τις μη βασικές μεταβλητές, που αντιστοιχούν στα κενά (μη βασικές μεταβλητές) κελιά του πίνακα, υπολογίζονται οι νέοι συντελεστές κόστους (ή δείκτες βελτίωσης) από την εξίσωση (8.11):


  c'13 = c13 – u1 – v3 = 22 – 0 - 26 = -4 < 0


  c'21 = c21 – u2 – v1 = 28 – (-13) - 33 = 8


  c'23 = c23 – u2 – v3 = 35 – (-13) - 26 = 22


  c'32 = c32 – u3 – v2 = 36 – (-2) - 45 = -7 < 0


  (Στο παρόν πρόβλημα είναι πολύ εύκολο να εντοπιστούν οι βρόγχοι για τα κενά κελιά και να υπολογιστούν απευθείας οι δείκτες βελτίωσης:


  c'13 = c13 - c11 + c31 – c33 = 22 – 33 + 31 - 24 = -4 < 0


  c'21 = c21 – c22 + c12 – c11 = 28 – 32 + 45 - 33 = 8


  c'23 = c23 – c22 + c12 – c11 + c31 – c33 = 35 – 32 + 45 – 33 + 31 - 24 = 22


  c'32 = c32 – c12 + c11 – c31 = 36 – 45 + 33 - 31 = -7 < 0)


  δείκτες βελτίωσης c'13 και c'32 είναι αρνητικοί, άρα η λύση δεν είναι βέλτιστη. Η μη βασική μεταβλητή x32 με το πλέον αρνητικό δείκτη βελτίωσης δεν μπορεί να εισέλθει στη βάση γιατί ο βρόγχος της ορίζεται από τα κελιά (3,2), (1,2), (1,1), και (3,1). Στα (3,2) και (1,1) προστίθεται ποσότητα 1, ενώ από τα (1,2) και (3,1) που είναι 0 αφαιρείται ποσότητα 1. Αυτό είναι άτοπο γιατί οι μεταβλητές ∈ {0, 1}. Η μη βασική μεταβλητή x13 μπορεί να εισέλθει στη βάση γιατί ο βρόγχος της ορίζεται από τα κελιά (3,1), (1,1), (3,1), και (3,3). Στα (1,3) και (3,1) που είναι 0 προστίθεται ποσότητα 1, ενώ από τα (1,1) και (3,3) που είναι 1 αφαιρείται ποσότητα 1. Διαμορφώνεται ο νέος πίνακας με νέες τιμές στις κορυφές του βρόγχου.


  Συνολικό κόστος = 22 + 32 + 31 = 85
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  Οι θετικές βασικές μεταβλητές είναι 3 < 5, άρα η λύση είναι εκφυλισμένη και πρέπει να προστεθούν δύο επιπλέον βασικές μεταβλητές ίσες με 0. Η λύση έχει τουλάχιστον μια μη κενή θέση σε κάθε γραμμή και σε κάθε στήλη του πίνακα. Για να είναι το γράφημα συνεκτικό και η λύση είναι εφικτή, εκφυλισμένη και βασική τίθεται x11 = x12 = 0. Οι βρόγχοι για τις μη βασικές μεταβλητές (κενά κελιά) είναι προφανείς. Οι μη βασικές μεταβλητές x22 και x32 δεν μπορεί να γίνουν βασικές γιατί παραβιάζεται ο περιορισμός ότι οι μεταβλητές ∈ {0, 1}. Οι δείκτες βελτίωσης για τις x23 και x33 είναι θετικοί:


  c'23 = c23 – c22 + c12 – c11 = 35 – 32 + 45 – 33 = 15


  c'33 = c33 - c13 + c11 – c31 = 24 – 22 + 33 - 31 = 4


  Άρα η λύση είναι βέλτιστη. Η Εταιρεία 1 αναλαμβάνει το Έργο 3, η 2 το 2 και η 3 το 1 με συνολικό κόστος 85 μήνες.


  8.7 Η ΟΥΓΓΡΙΚΗ ΜΕΘΟΔΟΣ ΓΙΑ ΤΟ ΠΡΟΒΛΗΜΑ ΑΝΑΘΕΣΗΣ


  Η ουγγρική μέθοδος είναι ένας αλγόριθμος που αναπτύθηκε από Harold Kuhn το 1955 για τη λύση του προβλήματος ανάθεσης. Η μαθηματική βάση της μεθόδου είναι το εξής θεώρημα:


  Θεώρημα: Έαν ένας αριθμός προστεθεί ή αφαιρεθεί από όλα τα στοιχεία οποιασδήποτε γραμμής ή στήλης του πίνακα κόστους ενός προβλήματος ανάθεσης, τότε η λύση για το νέο πρόβλημα ανάθεσης είναι ίδια με την λύση του αρχικού προβλήματος ανάθεσης.


  Η ουγγρική μέθοδος για την επίλυση του προβλήματος ανάθεσης χρησιμοποιεί διαδοχικά το θεώρημα για ένα πίνακα κόστους n x n με τα εξής βήματα:


  (σε κάθε βήμα αν ο ελάχιστος αριθμός των διαγραμμισμένων σειρών ή στηλών που απαιτούνται για να καλύψουμε όλα τα 0 είναι ίσος με τον αριθμό των σειρών ή στηλών του πίνακα, τότε μπορεί να γίνει μια βέλτιστη ανάθεση).


  Βήμα 1: Αφαιρούμε το μικρότερο αριθμό σε κάθε σειρά από κάθε αριθμό στην ίδια σειρά


  Βήμα 2: Αφαιρούμε το μικρότερο αριθμό > 0 σε κάθε στήλη από κάθε αριθμό στην ίδια στήλη (μόνο για στήλες που δεν έχουν 0).


  Βήμα 3: Αφαιρούμε το μικρότερο αριθμό στα τετράγωνα που δεν είναι διαγραμμισμένα από κάθε άλλο αριθμό σε αυτά τα τετράγωνα. Ο αριθμός αυτός προστίθεται σε κάθε αριθμό που βρίσκεται σε κάθε τομή διαγραμμισμένων σειρών ή στηλών.


  Παράδειγμα 8.12 – Ανάθεση έργων


  Επίλυση του Παραδείγματος 8.11 με την ουγγρική μέθοδο.


  Ο πίνακας κόστους του Παραδείγματος 8.11 είναι:
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  Βήμα 1: Αφαιρούμε το 22 από κάθε αριθμό στην 1η σειρά, το 28 από κάθε αριθμό στην 2η σειρά και το 24 από κάθε αριθμό στην 3η σειρά.
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  Ο ελάχιστος αριθμός των σειρών ή στηλών που απαιτούνται να διαγραμμιστούν για να καλύψουμε όλα τα 0 είναι ίσος 2 < 3 (αριθμός των σειρών ή στηλών του πίνακα), άρα δεν μπορεί να γίνει βέλτιστη ανάθεση.


  Βήμα 2: Αφαιρούμε το 4 (μικρότερο αριθμός > 0 στην 2η στήλη) από κάθε αριθμό στην 2η στήλη.
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  Ο ελάχιστος αριθμός των σειρών ή στηλών που απαιτούνται να διαγραμμιστούν για να καλύψουμε όλα τα 0 είναι ίσος 2 < 3 ), άρα δεν μπορεί να γίνει βέλτιστη ανάθεση.


  Βήμα 3: Αφαιρούμε το 7 (μικρότερος αριθμός στα τετράγωνα που δεν είναι διαγραμμισμένα) από κάθε άλλο αριθμό σε αυτά τα τετράγωνα. Ο αριθμός αυτός προστίθεται σε κάθε αριθμό που βρίσκεται σε κάθε τομή διαγραμμισμένων σειρών ή στηλών.
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  Ο ελάχιστος αριθμός των σειρών ή στηλών που απαιτούνται να διαγραμμιστούν για να καλύψουμε όλα τα 0 είναι ίσος 3, άρα μπορεί να γίνει βέλτιστη ανάθεση. Μηδέν σε κάποιο τετράγωνο (i, j) σημαίνει ότι η Εταιρεία i αναλαμβάνει το αντίστοιχο Έργο j. Στη 1η γραμμή υπάρχει ένα 0, άρα η Εταιρεία 1 παίρνει το Έργο 3, από την 3η γραμμή προκύπτει ότι η Εταιρεία 3 παίρνει το Έργο 1, και τέλος από την 2η γραμμή προκύπτει ότι η Εταιρεία 2 παίρνει το Έργο 2.


  ΠΡΟΒΛΗΜΑΤΑ ΓΙΑ ΕΞΑΣΚΗΣΗ


  8.1 Στο παρακάτω διάγραμμα φαίνεται ένα πρόβλημα μεταφοράς σε μορφή δικτύου. Οι πηγές συμβολίζονται με S στα δεξιά και οι προορισμοί με D στα δεξιά. Τα επίπεδα κατανάλωσης και παραγωγής φαίνονται σε αγκύλες [επίπεδο], και τα κόστη μεταφοράς σε παρενθέσεις (κόστος). Οι μη πραγματοποιήσιμες συνδέσεις δεν περιλαμβάνονται στο γράφημα.


  [image: image]


  (α) Να διατυπωθεί ο πίνακας επίλυσης του προβλήματος μεταφοράς με τις γραμμές να αντιστοιχούν στις πηγές και τις στήλες να αντιστοιχούν στους προορισμούς.


  (β) Να εφαρμοστεί η μέθοδος MODI για να βρεθεί η βέλτιστη λύση και να υπολογιστεί το κόστος της.


  8.2 Μια επιχείρηση κατατάσσει τους υπαλλήλους της στις κατηγορίες Κ-1, Κ-2, Κ-3 και Κ-4 ανάλογα με τα προσόντα τους, όπου στη Κ-1 είναι οι λιγότερο και στην Κ-4 οι περισσότερο εξειδικευμένοι υπάλληλοι. Σήμερα η επιχείρηση έχει 60 Κ-1, 50 Κ-2, 40 Κ-3 και 50 Κ-4 υπαλλήλους και επιθυμεί να βελτιώσει την συνολική ποιότητα των υπαλλήλων της μέσω ενός προγράμματος επιδότησης σπουδών με το οποίο μπορεί κάθε υπάλληλος να ανέβει κατηγορία. Η επιχείρηση θέτει σαν στόχο να έχει τελικά 20 Κ-1, 50 Κ-2, 50 Κ-3 και 80 Κ-4 υπαλλήλους. Το κόστος του προγράμματος (σε χιλιάδες ευρώ) για να αλλάξει κατηγορία ένας υπάλληλος φαίνεται στο πίνακα.
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  Η επιχείρηση χρειάζεται να αποφασίσει πόσοι υπάλληλοι θα ανέβουν από κάθε κατηγορία στις παραπάνω κατηγορίες ώστε να επιτύχει το στόχο της με ελάχιστο κόστος.


  (α) Να διατυπωθεί το πρόβλημα της εταιρείας σαν πρόβλημα μεταφοράς και να διαμορφωθεί ο πίνακας για την επίλυσή του.


  (β) Να βρεθεί μια αρχική βασική λύση με την μέθοδο της ΒΔ γωνίας και να υπολογιστεί το κόστος της.


  (γ) Να βρεθεί με την μέθοδο Vogel μια αρχική βασική δυνατή λύση. Στη συνέχεια να βρεθεί η βέλτιστη λύση με την μέθοδο MODI και να υπολογιστεί το κόστος της.


  8.3 Η Περιφέρεια διαθέτει τρία εκχιονιστικά στις αποθήκες Α, Β, και Γ και πρέπει να μεταφέρει από ένα εκχιονιστικό σε κάθε σημείο 1, 2 και 3. Το κόστος μεταφοράς φαίνεται στο πίνακα.
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  Χρησιμοποιώντας την Ουγγρική μέθοδο να αποφασιστεί πως πρέπει να γίνει η μεταφορά ώστε το κόστος να είναι ελάχιστο.
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  Το Α στο 2, το Β στο 3 και το Γ στο 1. Κόστος μεταφοράς = 950


  8.4 Μια κατασκευαστική εταιρεία διαθέτει τέσσερις προωθητές 1, 2, 3, και 4 καθένα σε διαφορετική αποθήκη και πρέπει να μεταφέρει από ένα προωθητή σε κάθε εροτάξιο Α, Β, Γ και Δ. Η απόσταση σε χιλιόμετρα μεταξύ των αποθηκών και των εργοταξίων φαίνεται στο πίνακα.
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  Χρησιμοποιώντας την Ουγγρική μέθοδο να αποφασιστεί πως πρέπει να γίνει η μεταφορά ώστε η συνολική απόσταση μεταφοράςνα είναι ελάχιστη.
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  Ο 4 στο Α, ο 1 στο Β, ο 3 στο Γ και ο 2 στο Δ. Συνολική απόσταση = 275


  Ο 4 στο Α, ο 1 στο Δ, ο 2 στο Γ και ο 3 στο Β. Συνολική απόσταση = 275
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