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			ΚΕΦΑΛΑΙΟ 1ο:

			Η Ψηφιακή Επεξεργασία Σήματος στις Τηλεπικοινωνίες

			Σύνοψη

			Στο κεφάλαιο αυτό γίνεται μια γενική εισαγωγή στην ψηφιοποίηση και την ψηφιακή επεξεργασία σημάτων, στο πλαίσιο των τηλεπικοινωνιών. Αναδεικνύονται τα βασικά ζητήματα της μετάβασης από το συνεχές πεδίο στο διακριτό, μέσω της δειγματοληψίας, όπως η δημιουργία φασματικών ειδώλων και το πρόβλημα της επικάλυψης (aliasing). Παρουσιάζεται ο Διακριτός Μετασχηματισμός Fourier, ως η φασματική παράσταση σημάτων διακριτού χρόνου στο πεδίο διακριτής συχνότητας και εισάγεται ο αναγνώστης στο σχεδιασμό και την υλοποίηση ψηφιακών φίλτρων. Παρέχονται παραδείγματα και εργαστηριακές ασκήσεις στην ψηφιακή φασματική ανάλυση και τα ψηφιακά φίλτρα. Σε παραρτήματα, δίνονται, υπό μορφή πινάκων, βασικά θεωρήματα και ιδιότητες των μετασχηματισμών Fourier, συνεχούς και διακριτού χρόνου.

			1.1	Εισαγωγή

			Ο χώρος και ο χρόνος όπου εξελίσσονται τα φυσικά φαινόμενα είναι συνεχής, τουλάχιστον στη μακροκλίμακα την οποία αντιλαμβάνονται τα αισθητήριά μας. Ωστόσο, η παράσταση και επεξεργασία των φυσικών μεγεθών σε διακριτές θέσεις ή στιγμές είναι περισσότερο κατάλληλη της αντίστοιχης στο συνεχές πεδίο. Το κύριο πλεονέκτημα μιας παράστασης διακριτού χώρου-χρόνου είναι η δυνατότητα αποθήκευσης, επεξεργασίας και αναπαραγωγής αυτών των φυσικών μεγεθών υπό μορφή πεπερασμένου πλήθους δειγμάτων με τη χρήση ψηφιακών μηχανών. Σύνθετοι αλγόριθμοι επεξεργασίας καθίστανται δυνατοί, επιτρέποντας όχι μόνο αυξημένη ποιότητα, σε σχέση προς τις αντίστοιχες «αναλογικές» τεχνικές, αλλά και εντελώς νέες διεργασίες, όπως, για παράδειγμα, την κρυπτογράφηση και τη συμπίεση του όγκου των δεδομένων. Επιπλέον, η οικονομία κλίμακας που επιτυγχάνεται με τη χρήση ψηφιακών μηχανών (όμοιων σε πολλά πεδία εφαρμογών) μειώνει ταυτόχρονα και το απαιτούμενο κόστος.

			Εξειδικεύοντας τις παραπάνω παρατηρήσεις στην περιοχή των τηλεπικοινωνιών, θα πρέπει να τονίσουμε τη σύγχρονη τάση για πλήρως ψηφιακά συστήματα επικοινωνίας, με μόνα αναλογικά μέρη τις μονάδες «δίπλα» στις κεραίες εκπομπής/λήψης και «δίπλα» στις πηγές/προορισμούς της φερόμενης πληροφορίας (δηλαδή τις μονάδες μετατροπής μεταξύ αναλογικού σήματος και ψηφιακής παράστασής του –A/D και D/A– και της τελικής ενίσχυσης ή προενίσχυσης, εάν απαιτείται), όπως δείχνεται στο Πλαίσιο 1.1. Για τον μηχανικό τηλεπικοινωνιακού υλικού αυτό σημαίνει ότι δεν χρειάζεται να ασχοληθεί με τη μελέτη και τον σχεδιασμό εξειδικευμένου και δύσκολου hardware. Αρκεί πλέον να γνωρίζει ψηφιακή επεξεργασία σήματος και τη θεωρία, βεβαίως, των τηλεπικοινωνιακών συστημάτων.
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1.2	Δειγματοληψία – Ψηφιοποίηση

			Δειγματοληψία είναι η διαδικασία κατά την οποία ένα συνεχώς μεταβαλλόμενο μέγεθος στον χρόνο ή τον χώρο (πίεση, θερμοκρασία, φωτεινή ένταση) απεικονίζεται σε ένα σύνολο δειγμάτων-τιμών σε διακριτές θέσεις του πεδίου ορισμού του εν λόγω φυσικού μεγέθους. Το πλέγμα των σημείων δειγματοληψίας επιλέγεται συνήθως ομοιόμορφο (ομοιόμορφη δειγματοληψία). Το σύνολο των δειγμάτων αποτελεί το σήμα διακριτού χρόνου (ή χώρου). Επειδή το πεδίο τιμών των δειγμάτων είναι εν γένει συνεχές επίσης, για την ψηφιοποίηση χρειάζεται ένα ακόμη βήμα: αυτό της κβάντισης των δειγμάτων. Άρα, δειγματοληψία και κβάντιση είναι τα δύο απαραίτητα βήματα της ψηφιοποίησης. Ο όρος «αναλογικό σήμα» αναφέρεται σε σήματα συνεχούς χρόνου (ή χώρου), ενώ το «ψηφιακό σήμα» συγχέεται πολλές φορές εσφαλμένα με το σήμα διακριτού χρόνου (ή χώρου).

			1.2.1	Σήματα διακριτού χρόνου

			Περιοριζόμαστε στην εξέταση χρονικών σημάτων, ωστόσο τα ίδια ισχύουν και για χωρικά σήματα. Η δειγματοληψία δίνει σήματα διακριτού χρόνου, απαρτιζόμενα από δείγματα σήματος κατά τις χρονικές στιγμές nTs, όπου n ακέραιος και Τs η περίοδος δειγματοληψίας. Για τη φασματική τους παράσταση (στο πεδίο συχνοτήτων) χρησιμοποιούνται οι εναλλακτικές προσεγγίσεις του Πλαισίου 1.2. Στην (α), παραμένουμε στον συνεχή χρόνο και θεωρούμε μάζες σήματος (κρουστικές) στο διακριτό πλέγμα {nTs}. Ο μετασχηματισμός Fourier (συμβολικά 

I

) του σήματος αυτού προκύπτει ως η περιοδική επανάληψη του φάσματος του αρχικού σήματος στο πλέγμα συχνοτήτων {k/Ts}, k ακέραιος, όπως φανερώνουν οι παρακάτω σχέσεις:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



x't=xt∑n=-∞∞δt-n Ts=1Tsxt∑n-∞∞ej2πntTs⇔IX'f=1Ts∑k=- ∞∞Xf-kTs





						
							
							(1.1a)
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			Εξάλλου, λόγω της πρώτης ισότητας για το σήμα 

x't

 στην (1.1α) είναι:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



Ix′t=I∑nx[n]δt-n Ts=∑nxn∫-∞∞δt-n Tse-j2πftdt=∑nxne-j2πnfTs





						
							
							(1.1b)

						
					

				
			

			Οι παραπάνω σχέσεις (1.1α) και (1.1β) εγκαθιδρύουν την ισοδυναμία μεταξύ του μετασχηματισμού Fourier συνεχούς χρόνου του σήματος 

x't

 (σειράς κρουστικών – δειγμάτων σήματος) και του Μετασχηματισμού Fourier Διακριτού Χρόνου (Discrete-Time Fourier Transform – DTFT) της ακολουθίας 

x[n]

 (τιμών δειγμάτων σήματος), όπως φαίνεται στο σχήμα 1.2(β) και ορίζεται στις παρακάτω σχέσεις.

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							DTFT: 

Xej2πfD=∑n=-∞∞x[n]e-j2πnfD

,

							IDTFT: 

xn=∫-1/21/2Xej2πfDej2πnfDdfD



						
							
							(1.2)

						
					

				
			

			Μεταξύ των συχνοτήτων συνεχούς και διακριτού πεδίου ισχύει η απλή κανονικοποίηση fD=fTs=f/Fs. Στο Παράρτημα Π1.2 συνοψίζονται οι βασικότερες ιδιότητες του DTFT.

			1.2.2	Ανακατασκευή του σήματος συνεχούς χρόνου – Μετατροπή D/A

			Η διαδικασία ανακατασκευής του αναλογικού σήματος από το ψηφιακό του ισοδύναμο δείχνεται στο παρακάτω σχήμα. Ένας μετατροπέας Digital-to-analog (D/A) παράγει στενούς παλμούς (ιδανικά, κρουστικές συναρτήσεις) ενέργειας ανάλογης των τιμών του σήματος διακριτού χρόνου. Η διέλευση της παραγόμενης παλμοσειράς μέσω βαθυπερατού φίλτρου (Low-Pass Filter – LPF) κατάλληλου εύρους διέλευσης W (

fo≤W<Fs/2

) δίνει το αρχικό αναλογικό σήμα.
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			Μαθηματικά η διαδικασία αυτή αναλύεται ως εξής:

			Η κρουστική απόκριση βαθυπερατού φίλτρου συχνότητας αποκοπής W είναι η συνάρτηση δειγματοληψίας (sampling function) με πρώτο μηδενισμό στη θέση 1/(2W)

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



δt  →LPF  hwt=Asin2πtW2πtW
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			Λόγω της γραμμικής και χρονικά σταθερής συμπεριφοράς του βαθυπερατού φίλτρου, η απόκρισή του στην παλμοσειρά 

x't

 είναι μια σειρά από sampling functions αντίστοιχων υψών. Αν επιλέξουμε τη συχνότητα αποκοπής του φίλτρου ίση με Fs/2=1/2Τs, τότε είναι:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



x^t≈∑n=-∞∞x[n]hFs/2t-nTs=∑n=-∞∞xnsinπt-nTs/Tsπt-nTs/Ts





						
							
							(1.4)

						
					

				
			

			Η σχέση (1.4) περιγράφει μια εξιδανικευμένη ανακατασκευή του αρχικού σήματος με παρεμβολή (interpolation) συνεχούς χρόνου, όπως φαίνεται σχηματικά στο παράδειγμα του σχ. 1.4 της επομένης παραγράφου. Δύο είναι οι εξιδανικεύσεις στο Πλαίσιο 1.3: οι κρουστικές συναρτήσεις στην έξοδο του D/A και το ιδανικό βαθυπερατό φίλτρο. Συναφείς είναι επίσης οι διαδικασίες της παρεμβολής διακριτού χρόνου ή πύκνωσης του πλέγματος δειγματοληψίας, και της αραίωσης (decimation) που εξετάζονται σε επόμενη παράγραφο.

			1.2.3	Σφάλμα Επικάλυψης (Aliasing error)

			Από το σχήμα του Πλαισίου 1.2 γίνεται φανερό ότι: αν η δειγματοληψία γίνει με συχνότητα μικρότερη του διπλασίου της ανώτερης συχνότητας fo του σήματος (υποδειγμάτιση – undersampling, κάτω, δηλαδή, της συχνότητας Nyquist

fN=2fo

), τότε εμφανίζονται στην περιοχή συχνοτήτων του σήματος «είδωλα» φάσματος από ανώτερες συχνότητες και δεν επιτρέπουν την ακριβή αποκατάσταση του αρχικού σήματος συνεχούς χρόνου. Το φαινόμενο αυτό ονομάζεται επικάλυψη (aliasing), το δε σφάλμα κατά την αποκατάσταση του αρχικού σήματος σφάλμα επικάλυψης (aliasing error).

			Ως παράδειγμα, ας θεωρήσουμε το σήμα δύο ημιτονικών στις συχνότητες f1=1/15 Hz και f2=1/3 Hz

			

xt=cos2πt/15+0.25sin2πt/3

	

			Η υψηλότερη συχνότητα του σήματος αυτού είναι η fo=f2=1/3. Επομένως, επιλέγοντας συχνότητα δειγματοληψίας Fs=1 Hz (>2fo), μπορούμε να ανακτήσουμε χωρίς σφάλμα το αρχικό σήμα από τα δείγματά του, με βάση τη σχέση αναλογικής παρεμβολής (1.4), όπως φαίνεται και στο σχήμα (α) του Πλαισίου 1.4 (η μικρή απόκλιση στην αρχή και στο τέλος του διαστήματος οφείλεται στις οριακές συνθήκες μηδενισμού του σήματος έξω από το εν λόγω διάστημα).
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			Εάν, αντί της Fs=1, επιλεγεί συχνότητα δειγματοληψίας ίση με 0.5 Hz (<2fo), οι συνθήκες Nyquist δεν ικανοποιούνται πλέον, με αποτέλεσμα να παρατηρείται σφάλμα επικάλυψης (aliasing) κατά την ανακατασκευή του σήματος [Πλαίσιο 1.5(α)]. Στο πεδίο συχνότητας εμφανίζονται είδωλα φάσματος εντός της βασικής ζώνης [0,Fs/2)= [0, 0.25). Συγκεκριμένα, παραμένει η χαμηλή συχνότητα f1=0.0666, εμφανίζεται όμως και η f2΄=0.5-f2= 0.1666, ενώ η f2 βρίσκεται πλέον εκτός βασικής ζώνης.

			[image: ]

			1.2.4	Δειγματοληψία ζωνοπερατών σημάτων1

			Ως ζωνοπερατά σήματα ορίζονται εκείνα των οποίων το φάσμα περιορίζεται σε μια ζώνη συχνοτήτων μακράν της μηδενικής. Τέτοια σήματα προκύπτουν με διαμόρφωση άλλων, βασικής ζώνης, προκειμένου αυτά να μεταδοθούν σε συγκεκριμένο, διαθέσιμο δίαυλο.

			Ας υποθέσουμε ότι θέλουμε να διακριτοποιήσουμε το ζωνοπερατό σήμα sbp(t), εύρους ζώνης W=fh-fl, αρκετά στενού σε σχέση με την ανώτερη συχνότητα fh, δηλαδή:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



fh=n W,    n>>1





						
							
							(1.5)

						
					

				
			

			Μπορούμε να υποθέσουμε, πιο συγκεκριμένα, ότι το sbp(t) προήλθε από σήμα βασικής ζώνης [0, W] με διαμόρφωση πλάτους μονής πλευρικής (SSB), η οποία απλώς μετατοπίζει το φάσμα του στην περιοχή [Fc=fl , fh ] [Πλαίσιο 1.6(α)].

			Για ένα οποιοδήποτε σήμα του οποίου το φάσμα εκτείνεται μέχρι τη συχνότητα fh η απαιτούμενη συχνότητα δειγματοληψίας, fs, προκειμένου να μην υπάρχει επικάλυψη (aliasing), θα έπρεπε να είναι ίση με τουλάχιστον 2fh [Πλαίσιο 1.6(β)]. Στη συγκεκριμένη όμως περίπτωση αρκεί συχνότητα ίση με 2W, για να δώσει μη επικαλυπτόμενα είδωλα φάσματος, ένα εκ των οποίων εμπίπτει στην αρχική περιοχή βασικής ζώνης, όπως φαίνεται στο Πλαίσιο 1.6(γ). Ας επισημανθεί ότι το n της σχέσης (1.5) πρέπει να είναι περιττό, έτσι ώστε στη βασική ζώνη να έχουμε κανονικό είδωλο φάσματος, και όχι κατοπτρικό, όπως συμβαίνει με άρτιο n. Στο παράδειγμα του σχήματος 1.6 είναι n=9.

			Μια τέτοια υποδειγμάτιση ζωνοπερατών σημάτων είναι εξαιρετικά χρήσιμη στις περιπτώσεις διαμόρφωσης στην περιοχή των GHz, όπως των σημάτων κινητών επικοινωνιών, ιδιαίτερα τρίτης γενιάς και πλέον (1.8 GHz), και των συστημάτων WiFi και WiMAX (>2.4 GHz). Η κανονική δειγματοληψία Nyquist αυτών των σημάτων θα έδινε Gigasamples per second, τα οποία θα ήταν αδύνατον να διαχειριστούμε (ήτοι να αποθηκεύσουμε ή και επεξεργαστούμε).

			Υπάρχει ωστόσο ένα πρόβλημα: αυτό του θορύβου. Εάν το φάσμα του θορύβου εκτείνεται σε όλη τη ζώνη [0, fh], τότε η υποδειγμάτιση με συχνότητα fs=2W=2fh/n θα προκαλέσει την υπέρθεση στη βασική ζώνη n ειδώλων θορύβου, με αποτέλεσμα τη χειροτέρευση της σηματοθορυβικής σχέσης κατά 10logn, όπως φαίνεται και στο Πλαίσιο 1.6(δ). Αυτό σημαίνει ότι θα πρέπει να προηγηθεί της δειγματοληψίας κατάλληλο ζωνοπερατό φιλτράρισμα του σήματος στην περιοχή fh-fl (βλ. σχετικό επεξεργασμένο παράδειγμα 1.3).
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			1.2.5	Διακριτή Παρεμβολή & Αραίωση – Πολυρυθμικά συστήματα (multirate systems)2

			Πολλές φορές υπάρχει η ανάγκη αλλαγής της πυκνότητας του πλέγματος δειγματοληψίας, είτε προς τα πάνω (πύκνωση) είτε προς τα κάτω (αραίωση). Αυτό μπορεί να γίνει απευθείας στο ψηφιακό σήμα, χωρίς την ενδιάμεση ανακατασκευή του σήματος συνεχούς χρόνου.

			Παράδειγμα πύκνωσης κατά δύο (παρεμβολής, δηλαδή, ενός δείγματος μεταξύ γειτονικών δειγμάτων του αρχικού σήματος) δείχνεται στο Πλαίσιο 1.7, με τις αντίστοιχες φασματικές μεταβολές στη δεξιά πλευρά του σχήματος. Αξίζει να σημειωθεί ότι το «ψηφιακό» φάσμα του σήματος xi[n] [μετά την παρεμβολή, ζεύγος (δ) στο Πλαίσιο 1.7] είναι συμπιεσμένο στο μισό σε σχέση με αυτό του αρχικού σήματος, λόγω της αναγωγής ως προς διπλάσια συχνότητα δειγματοληψίας.

			[image: ]

			Αντίστροφη είναι η διαδικασία της αραίωσης (decimation), κατά την οποία παραλείπονται δείγματα από το αρχικό σήμα, με την προϋπόθεση ότι το νέο αραιωμένο πλέγμα δεν δημιουργεί σφάλμα επικάλυψης, διαφορετικά θα πρέπει να προηγηθεί κατάλληλο βαθυπερατό φιλτράρισμα.

			Η διαδικασία του Πλαισίου 1.7 γενικεύεται για πύκνωση κατά L>2, με παρεμβολή L-1 δειγμάτων μεταξύ γειτονικών του αρχικού σήματος. Το βαθυπερατό φίλτρο που θα δώσει το τελικό σήμα xi[n] είναι ένα Lth-band φίλτρο (half-band, για L=2, όπως στο Πλαίσιο 1.7) εκ του γεγονότος ότι έχει συχνότητα αποκοπής 1/2L.

			Μια ειδική κατηγορία τέτοιων φίλτρων, τα οποία δεν αλλοιώνουν τα δείγματα του αρχικού σήματος, είναι τα φίλτρα Nyquist. Η κρουστική απόκριση αυτών των φίλτρων έχει μηδενική τιμή στα σημεία του αρχικού πλέγματος (ή στα σημεία kL του τελικού πλέγματος). Τα φίλτρα Nyquist θα τα ξανασυναντήσουμε κατά τη συζήτηση της μετάδοσης παλμών με μηδενική παρεμβολή μεταξύ τους.

			Τέλος, μπορεί να γίνει αλλαγή της πυκνότητας πλέγματος κατά οποιονδήποτε ρητό παράγοντα L/M (αλλαγή, δηλαδή, της συχνότητας δειγματοληψίας από Fs σε 

FsLM

), με συνδυασμό πύκνωσης κατά L και αραίωσης κατά M, όπως δείχνει το Πλαίσιο 1.8. Πρακτική εφαρμογή τέτοιων διατάξεων έχουμε στα λεγόμενα πολυρυθμικά συστήματα (multirate systems).
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			1.2.6	Δειγματοληψία στο πεδίο συχνότητας – Διακριτός Μετασχηματισμός Fourier (Discrete Fourier Transform – DFT)

			Είδαμε ότι η δειγματοληψία σήματος συνεχούς χρόνου δημιουργεί στο πεδίο συχνοτήτων άπειρα είδωλα φάσματος σε αποστάσεις ίσες με τη συχνότητα δειγματοληψίας Fs. Υπό συγκεκριμένες συνθήκες (Nyquist), τα είδωλα αυτά δεν επικαλύπτονται, και η αντίστροφη διαδικασία D/A δίνει το αρχικό σήμα χωρίς σφάλμα επικάλυψης. Ο μετασχηματισμός Fourier διακριτού χρόνου (DTFT) συσχετίζει το διακριτό σήμα με το φάσμα του στη βασική περιοχή συχνοτήτων, που σε ανηγμένη (ως προς Fs) κλίμακα είναι το διάστημα [-½, ½].

			Για μια πλήρως ψηφιοποιημένη διαδικασία υπολογισμών, απαιτείται ψηφιοποίηση και στο πεδίο συχνοτήτων. Κατ’ αναλογία προς τη δειγματοληψία στο πεδίο του χρόνου, η δειγματοληψία στο πεδίο συχνότητας σε πλέγμα σημείων {k/τs} προκαλεί τη δημιουργία ειδώλων σήματος σε χρονικό πλέγμα {kτs}. Για να μην υπάρξει επικάλυψη (στο πεδίο του χρόνου πλέον), θα πρέπει η διάρκεια του σήματος, έστω τ, να είναι πεπερασμένη και μάλιστα μικρότερη του τs (τ<τs). Ο μετασχηματισμός που συνδέει τα δύο διακριτά πεδία είναι ο Διακριτός Μετασχηματισμός Fourier (Discrete Fourier Transform- DFT) και ορίζεται ως εξής:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							DFT:    

Xk≡∑n=0N-1x[n]e-j2πkn/N=∑n=0N-1x[n]WNnk,    k∈[0,N-1],    WN≡e-j2πN

   

						
							
							(1.6α)

						
					

				
			

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							IDFT:        

xn=1N∑k=0N-1X[k]WN-nk,    n∈[0,N-1],    WN≡e-j2πN



						
							
							(1.6β)

						
					

				
			

			Είναι προφανές ότι ο DFT συνίσταται στη δειγματοληψία του DTFT σε Ν ισαπέχοντα σημεία στην (ανηγμένη) περιοχή συχνοτήτων [0,1):

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							DFT  ≡ DTFT|

fD=k/N

:     

X[k]=Xej2πfD fD=kN=∑n=0N-1x[n]e-j2πfDn fD=kN

         

						
							
							(1.6γ)

						
					

				
			

			Σχηματικά, η δειγματοληψία του DTFT και η σχέση του με τον DFT δείχνεται στο Πλαίσιο 1.9.
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			Ο υπολογισμός του DFT (και του αντιστρόφου του IDFT) απαιτεί εν γένει Ν2 μιγαδικούς πολλαπλασιασμούς και Ν(Ν-1) μιγαδικές προσθέσεις. Όμως έχουν αναπτυχθεί αλγόριθμοι γρήγορου υπολογισμού (με Νlog2N πράξεις) που ονομάζονται Fast Fourier Transforms (FFT).

			Πρέπει επίσης να σημειωθεί ότι για σήματα πραγματικών τιμών υπάρχει συμμετρία ως προς το μηδέν στο πεδίο συχνότητας, και, στις περιπτώσεις αυτές, αρκούν μόνο Ν/2 (μιγαδικά) δείγματα.

			1.2.7	Ο Μετασχηματισμός Ζ

			Ο μετασχηματισμός Ζ είναι κατά βάση μια γενίκευση του DTFT, μετασχηματίζοντας το διακριτού χρόνου σήμα σε μια μιγαδική συνάρτηση με πεδίο ορισμού όλο το μιγαδικό επίπεδο, και όχι μόνο την μοναδιαία περιφέρεια ej2πf. Συγκεκριμένα ορίζεται ως

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							Μετασχηματισμός Ζ: 

Xz≡∑n=-∞∞x[n]z-n



						
							
							(1.7α)

						
					

				
			

			και προφανώς

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



Xz z=ej2πf=∑n=-∞∞x[n]e-j2πfn=DTFTxn





						
							
							(1.7β)

						
					

				
			

			Ο μετασχηματισμός Ζ αποτελεί ένα χρήσιμο εργαλείο για την παράσταση και υλοποίηση διακριτών συστημάτων και σημάτων. Έτσι ένα ψηφιακό φίλτρο δίνεται με τη συνάρτηση μεταφοράς του στο πεδίο Ζ, όπως θα αναλυθεί περαιτέρω στην επόμενη παράγραφο.

			1.2.8	Σχέση μετασχηματισμών FT-DTFT-DFT-Ζ

			Συνοψίζοντας τη σχέση των μετασχηματισμών Fourier, Discrete-Time Fourier, Discrete Fourier και Ζ έχουμε:

			
					Ο μετασχηματισμός Fourier συσχετίζει τα δύο συνεχή πεδία. Δίνει, δηλαδή, το συνεχές φάσμα συνεχών σημάτων. Δειγματοληψία στο πεδίο του χρόνου στο πλέγμα {nTs} δίνει περιοδική επανάληψη του συνεχούς φάσματος στο πλέγμα {n/Ts}. Δεν έχουμε επικάλυψη στο πεδίο συχνοτήτων όταν το φάσμα του σήματος περιορίζεται σε συχνότητες κάτω της 1/(2Ts).

					O DTFT συσχετίζει το διακριτό πεδίο χρόνου με το συνεχές πεδίο συχνοτήτων, στην κανονικοποιημένη περιοχή [0,1). Προκύπτει δηλαδή από τον FT του διακριτοποιημένου σήματος, αφού τεθεί Τs=1.

					Δειγματοληψία στο πεδίο συχνοτήτων στο πλέγμα {k/τs} δίνει περιοδική επανάληψη στο πεδίο του χρόνου στο πλέγμα {kτs}. Δεν έχουμε επικάλυψη στο πεδίο του χρόνου αν το σήμα είναι πεπερασμένης διάρκειας μικρότερης του τs.

					Ο DFT συσχετίζει τα δύο διακριτά πεδία: σήμα Ν δειγμάτων με φάσμα Ν δειγμάτων (δειγματοληψίας του DTFT).

					Οι FFT είναι αλγόριθμοι γρήγορου υπολογισμού του DFT.

					Για την αντίστροφη μετάβαση, δηλαδή από τους διακριτούς μετασχηματισμούς (DTFT και DFT) στον μετασχηματισμό Fourier φυσικής κλίμακας χρόνου και συχνότητας, αρκεί να καθοριστεί επιπλέον η συχνότητα δειγματοληψίας Fs=1/Ts, οπότε καθορίζεται τόσο η διάρκεια σήματος, τ=ΝΤs, όσο και το εύρος συχνοτήτων του φάσματός του, (0, Fs).

					Ο DTFT προκύπτει από τον υπολογισμό του μετασχηματισμού Ζ στη μοναδιαία μιγαδική περιφέρεια (

z=ej2πfD

), και ο DFT σε Ν διακριτά σημεία επί της περιφέρειας αυτής (

z=ej2πk/N

).

					Ο DTFT προκύπτει από τον DFT με παρεμβολή, όπως ακριβώς και το συνεχές σήμα από τα δείγματά του.

			

			1.3	Ψηφιακά Φίλτρα

			Φίλτρο στην ορολογία των σημάτων και συστημάτων είναι οποιοσδήποτε μηχανισμός ή σύστημα, σε υλικό ή λογισμικό, που σκοπό έχει την απόρριψη ανεπιθύμητων σημάτων ή απλώς τον διαχωρισμό σημάτων. Αν και ο ορισμός αυτός είναι γενικός, συνήθως οι προδιαγραφές διαχωρισμού ή απόρριψης τίθενται στο πεδίο συχνοτήτων, με αποτέλεσμα να έχουμε τις γνωστές κατηγορίες φίλτρων: βαθυπερατά, υψιπερατά, ζώνης διέλευσης ή ζώνης αποκλεισμού.

			Από τις πρώτες εφαρμογές της ψηφιακής τεχνολογίας ήταν η υλοποίηση ψηφιακών φίλτρων, τα οποία δέχονται στην είσοδό τους ψηφιοποιημένα σήματα και δίνουν στην έξοδο «φιλτραρισμένα» σήματα, πάλι σε ψηφιακή μορφή. Ο σχεδιασμός και η υλοποίηση ψηφιακών φίλτρων κάθε κατηγορίας είναι πλέον ένας καλά εδραιωμένος τομέας της επεξεργασίας σημάτων [MITR2006], [OPEN1998].

			1.3.1	Μαθηματική περιγραφή και υλοποίηση

			Κατ’ αντιστοιχία της περιγραφής των αναλογικών φίλτρων μέσω διαφορικών εξισώσεων, η γενική μαθηματική περιγραφή ενός γραμμικού, χρονικά σταθερού (Linear Time Invariant – LTI) ψηφιακού φίλτρου είναι μέσω μιας γραμμικής εξίσωσης διαφορών με σταθερούς συντελεστές:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



yn+∑k=1Ndky[n-k]=∑k=0Mpkx[n-k]
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			ή, ισοδύναμα, της συνάρτησης μεταφοράς στο πεδίο του μετασχηματισμού Z: 

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



Hz≡Z{y}Z{x}=∑k=0Mpkz-k1+∑k=1Ndkz-k





						
							
							(1.9)

						
					

				
			

			Για την (1.9) πρέπει να διασφαλιστούν κατάλληλες συνθήκες ευστάθειας: οι πόλοι της πρέπει να βρίσκονται εντός του μοναδιαίου κύκλου. Όπως αναφέρθηκε και στη σχετική παράγραφο για τον μετασχηματισμό Z, η απόκριση συχνότητας του φίλτρου προκύπτει από τον υπολογισμό της Η(z) πάνω στη μοναδιαία περιφέρεια (αν θέσουμε, δηλαδή, όπου z το ej2πf ). Αυτό σημαίνει ότι η μοναδιαία περιφέρεια θα πρέπει να βρίσκεται εντός της περιοχής σύγκλισης της Η(z), ήτοι να περικλείει τους πόλους της.

			Αν έχουμε διαθέσιμη την εξίσωση διαφορών (1.8), η υλοποίηση του φίλτρου είναι προφανής, σε λογισμικό είτε σε υλικό, όπως δείχνεται στο Πλαίσιο 1.10. Άλλες εναλλακτικές υλοποιήσεις που βελτιστοποιούν επιμέρους χαρακτηριστικά είναι δυνατές [3, sec. 8.4]. Στην πράξη, όμως, η (1.8) δεν είναι γνωστή. Όπως προαναφέρθηκε, δίνονται συνήθως φασματικές προδιαγραφές πλάτους (ενίσχυσης ή απόσβεσης περιοχών συχνοτήτων) και ο σχεδιαστής καλείται να βρει μια εξίσωση στη μορφή (1.8) ή μια συνάρτηση του τύπου (1.9) που να τις προσεγγίζει, όπως σκιαγραφείται στις επόμενες παραγράφους.
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			1.3.2	Φίλτρα FIR και IIR

			Τα ψηφιακά φίλτρα κατηγοριοποιούνται γενικά σε φίλτρα πεπερασμένης κρουστικής απόκρισης (Finite Impulse Response – FIR) και σε φίλτρα άπειρης κρουστικής απόκρισης (Infinite Impulse Response – IIR). Σύμφωνα με την τυποποίηση των σχέσεων (1.8) και (1.9), η συνάρτηση μεταφοράς των FIR έχει παρονομαστή 1 (απουσιάζει το δεξιό μισό τμήμα στη δομή του σχήματος 1.10), επομένως η έξοδος είναι απλά ένας γραμμικός συνδυασμός πεπερασμένου αριθμού δειγμάτων εισόδου. Εξ αυτού, το μεγάλο πλεονέκτημα των FIR φίλτρων είναι η διασφαλισμένη ευστάθεια και η απολύτως γραμμική φάση (εφόσον η κρουστική απόκριση είναι συμμετρική ή αντισυμμετρική ως προς το μέσον της), ιδιότητες στις οποίες οφείλεται και η ευρεία χρήση τους στα τηλεπικοινωνιακά συστήματα. Μειονέκτημα αποτελεί η ανάγκη για μεγάλο μήκος φίλτρου (άρα η αυξημένη υπολογιστική ισχύς και η μεγάλη καθυστέρηση ομάδας, ίση με το μισό μήκος του φίλτρου) για επιθυμητή προσέγγιση της απόκρισης πλάτους. Τα IIR, αντίθετα, μπορούν να πετύχουν πολύ καλή προσέγγιση της επιθυμητής απόκρισης πλάτους με μικρό σχετικά μέγεθος [μικρά Ν και Μ στην εξίσωση (1.8)], όμως δεν έχουν εξασφαλισμένη ευστάθεια ούτε γραμμική φάση, με αποτέλεσμα να εισάγουν παραμορφώσεις.

			1.3.3	Σχεδιασμός FIR φίλτρων

			Τα ιδανικά φίλτρα διέλευσης/αποκοπής ζωνών συχνότητας (βαθυπερατά, ζωνοπερατά κ.λπ.) είναι μη πραγματοποιήσιμα. Γενικά, είναι γνωστό ότι δεν είναι δυνατόν να έχουμε ζεύγη μετασχηματισμού Fourier πεπερασμένου μήκους και στα δύο πεδία [CARL2009, ch. 3.4]. Ξεκινώντας, λοιπόν, από ιδανικές προδιαγραφές διέλευσης/αποκοπής, οδηγούμαστε σε απείρου μήκους κρουστικές απoκρίσεις, πράγμα το οποίο σημαίνει ότι μόνο προσεγγιστικές FIR υλοποιήσεις μπορούμε να έχουμε.

			1.3.3.1	Σχεδιασμός FIR φίλτρων με τη μέθοδο των παραθύρων

			Εάν γνωρίζουμε την κρουστική απόκριση ενός ιδανικού φίλτρου (π.χ. αναλυτικά ή μέσω του αντίστροφου μετασχηματισμού), ένας εύκολος τρόπος FIR υλοποίησης είναι με άμεση περικοπή της διαθέσιμης κρουστικής απόκρισης σε πεπερασμένο μήκος L, συμμετρικά ως προς το μηδέν. Επειδή, βεβαίως, ένα πραγματικό σύστημα είναι και αιτιατό (έχει μηδενική έξοδο πριν την εφαρμογή οποιασδήποτε διέγερσης), εισάγουμε μια καθυστέρηση ομάδας (group delay), με ολίσθηση της κρουστικής απόκρισης προς τα δεξιά κατά το μισό της μήκος. Αυτό, στο πεδίο συχνότητας, ισοδυναμεί με πολλαπλασιασμό της προσεγγιζόμενης συνάρτηση πλάτους με τον όρο ej2πf(L-1)/2. Στο Πλαίσιο 1.11 δείχνεται περικομμένη η κρουστική απόκριση ιδανικού βαθυπερατού φίλτρου (Fcutoff =0.125Fs) και η αντίστοιχη απόκριση συχνότητας. Παρατηρούμε υψηλούς πλευρικούς λοβούς, πράγμα που αποτελεί και το βασικό μειονέκτημα αυτής της μεθόδου. Η εξήγηση είναι απλή: περικοπή της κρουστικής απόκρισης είναι πρακτικά πολλαπλασιασμός της με ορθογωνικό χρονικό παράθυρο. Στο πεδίο συχνότητας αυτό ισοδυναμεί με συνέλιξη της προσεγγιζόμενης ιδανικής συνάρτησης με τη συνάρτηση δειγματοληψίας, 

sinπLfπLf

, της οποίας πράγματι οι πλευρικοί λοβοί παραμένουν για μεγάλο διάστημα υψηλοί, και αυτό αντανακλάται, μέσω της συνέλιξης, και στην τελική απόκριση συχνότητας του φίλτρου.

			[image: ]

			Ένας τρόπος διόρθωσης του παραπάνω μειονεκτήματος των περικομμένων ιδανικών κρουστικών αποκρίσεων είναι η χρήση άλλων παραθύρων, αντί του ορθογωνικού. Πολλά δε τέτοια έχουν προταθεί και χρησιμοποιούνται στην πράξη: hamming, Kaiser κ.ά. Στο Πλαίσιο 1.12 δείχνονται οι αποκρίσεις (χρόνου και συχνότητας) του βαθυπερατού φίλτρου του Πλαισίου 1.11, τώρα σχεδιασμένου με παράθυρο hamming. Στο αριστερό σχήμα έχει υπερτεθεί η συνάρτηση παραθύρου hamming (κωδωνοειδής).

			Ο σχεδιασμός με παράθυρο Kaiser, ειδικότερα, είναι βέλτιστος, υπό την έννοια ότι η λαμβανόμενη πεπερασμένη κρουστική απόκριση έχει τη μικρότερη ενέργεια πέραν μιας ορισμένης συχνότητας. Οι παρακάτω σχέσεις (1.10) δίνουν έναν εμπειρικό, παραμετρικό τρόπο υπολογισμού της τάξης του φίλτρου (μήκους κρουστικής απόκρισης) L, με βάση το ανεκτό εύρος μετάβασης 

Δf=fs-fp

, τη σχετική απόσβεση των πλευρικών λοβών α, καθώς και την παράμετρο β που υπεισέρχεται στην αναλυτική σχέση υπολογισμού του παραθύρου wk[n].
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L=a-82.285ΔωΔω=2πfs-fpa=-20log10δ





						
							
							(1.10α)

						
					

				
			

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



β=0.1102(a-8.7)                            a>500.5842(a-21)0.4+0.07886(a-21)    21<a<500                                                a<21





						
							
							(1.10β)

						
					

				
			

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



wkn=Ioβ1-[2n/L-1]2Ioβ,        -L-12≤n≤L-12





						
							
							(1.10γ)

						
					

				
			

			όπου Ιο(x) η τροποποιημένη συνάρτηση Bessel μηδενικής τάξης.

			1.3.3.2	Σχεδιασμός FIR ισοϋψών κυματώσεων (equiripple design) 

			Μια άλλη μέθοδος σχεδιασμού FIR φίλτρων, η οποία και έχει γίνει λίγο πολύ de facto standard, είναι αυτή των ισοϋψών κυματώσεων, γνωστή και ως Parks-McClellan (από τα ονόματα των εμπνευστών της). Οδηγεί σε βέλτιστα φίλτρα κατά την έννοια της μέσης τετραγωνικής απόκλισης από την επιθυμητή απόκριση. Τα φίλτρα που προκύπτουν παρουσιάζουν ισοϋψείς κυματώσεις τόσο στις ζώνες διέλευσης, όσο και στις ζώνες αποκοπής. Το μήκος των φίλτρων Parks-McClellan δύο ζωνών (π.χ. βαθυπερατών ή υψιπερατών) προσδιορίζεται από την παρακάτω εμπειρική σχέση:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



L=-10log10δ1δ2-132.324Δω,    Δω=2πfs-fp





						
							
							(1.11)

						
					

				
			

			όπου δ1 και δ2  τα σχετικά ύψη των κυματώσεων στις δύο ζώνες.

			Όλα τα γνωστά πακέτα σχεδιασμού ψηφιακών φίλτρων, του MATLAB συμπεριλαμβανόμενου, διαθέτουν έτοιμες συναρτήσεις παραθύρων και άλλων μεθόδων σχεδιασμού FIR φίλτρων. Στο εργαστηριακό μέρος του κεφαλαίου αυτού δίνονται επεξεργασμένα παραδείγματα με σχεδιασμό και χρήση τέτοιων φίλτρων.

			1.3.4	Υλοποίηση FIR φίλτρων

			Εφόσον έχει προσδιοριστεί η κρουστική απόκριση ενός φίλτρου και είναι πεπερασμένη, η έξοδος για συγκεκριμένο σήμα εισόδου δίνεται από τη συνέλιξη κρουστικής απόκρισης και εισόδου, όπως δείχνει το σχήμα του Πλαισίου 1.13.
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			Πρακτικά, είναι άμεσα εφαρμόσιμη η γενική δομή υλοποίησης του σχήματος του Πλαισίου 1.10 (περιορισμένη, βεβαίως, στο αριστερό μισό της). Άλλες υλοποιήσεις είναι επίσης δυνατές, όπως σε τμήματα σειράς (cascade form), αφού προηγηθεί παραγοντοποίηση της συνάρτησης μεταφοράς H(z) σε πρωτοβάθμιους και δευτεροβάθμιους παράγοντες [MITR2006, ενότ. 8.3, σ. 432].

			Τα φίλτρα FIR γραμμικής φάσης, ειδικότερα, έχουν κρουστική απόκριση συμμετρική ή αντισυμμετρική ως προς το μέσον της. Ισχύει δηλαδή:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							

h[n]=h[L-n]

,    ή   

h[n]=-h[L-n]



						
							
							(1.12)

						
					

				
			

			Για τα φίλτρα αυτά, οι ίσοι (ή αντίθετοι) όροι της κρουστικής απόκρισης συνδυάζονται ανά δύο, με αποτέλεσμα να μειώνεται στο μισό ο αριθμός των απαιτούμενων πολλαπλασιαστών. Η καθυστέρηση ομάδας (group delay) που εισάγουν τα φίλτρα αυτά είναι ίση με το μισό του μήκους τους, (L-1)/2, όπως έχει ήδη αναφερθεί.

			Στο MATLAB, η συνάρτηση conv(s,h) δίνει τη συνέλιξη μεταξύ των διανυσμάτων s και h, υλοποιώντας έτσι το φίλτρο κρουστικής απόκρισης h στο σήμα s.

			1.4	Ψηφιακή Φασματική Ανάλυση

			Η φασματική ανάλυση σήματος συνίσταται στην επεξεργασία εκείνη που δίνει την κατανομή της ενέργειας του σήματος στις συχνότητες. Σε πρακτικό επίπεδο, οι αλγόριθμοι FFT αποτελούν το κατάλληλο εργαλείο της φασματικής ανάλυσης με ψηφιακό τρόπο. Χρειάζεται, ωστόσο, προσοχή, τόσο κατά την ψηφιοποίηση όσο και κατά τη μετέπειτα επεξεργασία, ώστε να μην εξαχθούν εσφαλμένα συμπεράσματα. Στο Παράρτημα Π1.3 δίνονται βασικές σχέσεις υπολογισμού της ενέργειας ή της ισχύος (αναλόγως της κατηγορίας του σήματος) στο διακριτό πεδίο.

			Ας υποθέσουμε ότι μας δίνεται ένα σήμα του οποίου ζητείται το φάσμα. Εάν δεν γνωρίζουμε το εύρος ζώνης του σήματος, θα πρέπει να το περάσουμε από αναλογικό βαθυπερατό φίλτρο, αλλιώς υπάρχει ο κίνδυνος aliasing κατά τη δειγματοληψία, με εμφάνιση ειδώλων φάσματος από ανώτερες συχνότητες στη βασική ζώνη ενδιαφέροντος. Στη συνέχεια μπορούμε να προχωρήσουμε στην ψηφιοποίηση και την περαιτέρω επεξεργασία. Ο απευθείας υπολογισμός του FFT σε όλο το μήκος του σήματος παρουσιάζει ορισμένα προβλήματα: Πρώτον, για μεγάλα μήκη, είναι δαπανηρός σε υπολογιστική ισχύ και άλλους πόρους (μνήμη). Δεύτερον, δεν ενδείκνυται για επεξεργασία on-line, δηλαδή κατά τη στιγμή λήψης του σήματος και πριν αυτό είναι διαθέσιμο στην ολότητά του. Τέλος, ως εκτιμητής της φασματικής πυκνότητας δεν συγκλίνει, δεν μειώνεται δηλαδή η μεταβλητότητα (variance) της εκτίμησης σε συγκεκριμένη συχνότητα αυξανομένου του αριθμού των δειγμάτων σήματος. Για όλα τα προηγούμενα, και με την υπόθεση ότι οι στατιστικές ιδιότητες του υπό μελέτη σήματος δεν αλλάζουν με τον χρόνο (το σήμα είναι εργοδικό), η μέθοδος που ακολουθείται συνήθως είναι αυτή του τεμαχισμού του σήματος σε τμήματα συγκεκριμένης διάρκειας (σε δύναμη του 2, ώστε να διευκολυνθεί ο FFT), ο υπολογισμός του φάσματος κάθε τμήματος (περιοδογράμματος) και ο υπολογισμός της μέσης τιμής του φάσματος των τμημάτων.

			Επειδή, όμως, ο τεμαχισμός είναι στην ουσία πολλαπλασιασμός του σήματος με ορθογωνικό χρονικό παράθυρο, έχουμε στο πεδίο της συχνότητας όλα τα ανεπιθύμητα παρεπόμενα της συνέλιξης της ζητούμενης φασματικής απόκρισης με την sampling function, τα οποία είδαμε και κατά τη μελέτη των ψηφιακών φίλτρων. Το κυριότερο πρόβλημα είναι η «φασματική διαρροή» (spectral leakage), ο συνυπολογισμός δηλαδή στην ισχύ μιας συχνότητας και μέρους της ισχύος γειτονικών συχνοτήτων, στις οποίες απλώνονται οι υψηλοί πλευρικοί λοβοί της sampling function. Το πρόβλημα αυτό αμβλύνεται με τη χρήση κατάλληλων συναρτήσεων παραθύρων, όπως ακριβώς και κατά τον σχεδιασμό ψηφιακών φίλτρων. Το τίμημα βεβαίως είναι ότι, λόγω του ευρύτερου κυρίου λοβού των μη ορθογωνικών παραθύρων, μειώνεται η διακριτική ικανότητα (ο διαχωρισμός, δηλαδή, πολύ κοντινών συχνοτήτων) σε σχέση με το ορθογωνικό παράθυρο.

			Όλα τα πακέτα ψηφιακής επεξεργασίας σημάτων διαθέτουν συναρτήσεις φασματικής ανάλυσης. Η pwelch() του MATLAB είναι μια τέτοια συνάρτηση. Τεμαχίζει το σήμα σε επικαλυπτόμενα τμήματα, για τα οποία υπολογίζει το φάσμα, αφού κάνει χρήση κατάλληλης (ή υποδεικνυόμενης) συνάρτησης παραθύρου. Στο τέλος υπολογίζει τη μέση τιμή των φασμάτων των τμημάτων [WELC1967].

			1.5	Επεξεργασμένα Παραδείγματα

			1.5.1	Παράδειγμα 1.1: Παραγωγή και μέτρηση θορύβου

			Ζητούμενο

			Α. Σε ημιτονικό σήμα να υπερτεθεί λευκός γκαουσιανός θόρυβος ώστε SNR=10db. Να σχεδιαστεί το ιστόγραμμα των δειγμάτων θορύβου, καθώς και τμήμα του θορυβώδους σήματος. Να επαληθευτεί η καθορισθείσα σηματοθορυβική σχέση. Να υπολογιστεί και σχεδιαστεί επίσης η φασματική πυκνότητα του θορυβώδους σήματος (α) με απευθείας υπολογισμό του DFT (FFT), (β) με χρήση της συνάρτησης pwelch() του MATLAB. Τι παρατηρείτε ως προς τις δύο προσεγγίσεις;

			Β. Να παραχθεί στοχαστικό, μιγαδικό σήμα QAM 16 σημείων, 

u~[n]=x[n]+jy[n]

, 

x[n],y[n]∈{±1,  ±3}

, ομοιόμορφης κατανομής. Να υπερτεθεί λευκός γκαουσιανός θόρυβος και να δειχτεί το θορυβώδες σήμα στο μιγαδικό επίπεδο με τη βοήθεια της συνάρτησης scatterplot() του MATLAB για (α) SNR=20db, (β) SNR=10db.

			Απάντηση

			Α. Η ισχύς διανύσματος σήματος x[n], μήκους έστω Ν, είναι 

Px=1N∑n=1Nxn2

. Συνεπώς, η ισχύς ισομήκους διανύσματος θορύβου που ζητείται να παραχθεί θα πρέπει να είναι ίση με 

Pn=Px10-SNR10

, ή 

[PxdbW-SNRdb]

 dbW.

			Το παρακάτω τμήμα προγράμματος MATLAB υλοποιεί τις ζητούμενες λειτουργίες.
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			Β. Το παρακάτω τμήμα προγράμματος (Κώδικας 1.2) παράγει αναλυτικό σήμα QAM με δείγματα ομοιόμορφα κατανεμημένα σε 16 σημεία του μιγαδικού επιπέδου {(±1, ±3)+j(±1, ±3)}, καθώς και λευκό γκαουσιανό θόρυβο για το ζητούμενο SNR, τον οποίο και υπερθέτει στο σήμα. Ας σημειωθεί ότι οι ισχύες των δύο συνιστωσών (συμφασικής και εγκάρσιας), σήματος ή θορύβου, δίνουν αθροιζόμενες τη συνολική ισχύ του μιγαδικού σήματος (ή θορύβου, αντίστοιχα). Το αποτέλεσμα, δηλαδή, της γραμμής 11 του κώδικα ισούται με το άθροισμα των αποτελεσμάτων των γραμμών 9 και 10. Ως αποτέλεσμα αυτού, η σηματοθορυβική σχέση ισχύει η ίδια τόσο για την καθεμιά συνιστώσα χωριστά, όσο και για το μιγαδικό σήμα.
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1.5.2	Παράδειγμα 1.2: Ψηφιακά φίλτρα FIR, σχεδιασμός με παράθυρα

			Ζητούμενο

			Να σχεδιαστούν και υλοποιηθούν βαθυπερατά φίλτρα πεπερασμένης κρουστικής απόκρισης (FIR) με τις μεθόδους που παρουσιάστηκαν στο παρόν Κεφάλαιο (των παραθύρων και των ισοϋψών κυματώσεων). Στη συνέχεια, τα φίλτρα να εφαρμοστούν σε ένα πραγματικό σήμα. 

			Η μέθοδος των παραθύρων να ακολουθήσει τα δύο παρακάτω διακριτά βήματα:

			Α. Αφού υπολογιστεί η κρουστική απόκριση ιδανικού βαθυπερατού φίλτρου συχνότητας αποκοπής 0.125Fs για ένα μεγάλο σχετικά μήκος (π.χ.L=2^13+1), στη συνέχεια, αυτή να περικοπεί σε μήκη 32+1, 64+1 και 128+1 δειγμάτων και να σχεδιαστούν οι αντίστοιχες αποκρίσεις συχνότητας.

			Β. Να τροποποιηθεί μία από τις περικομμένες κρουστικές αποκρίσεις (π.χ. αυτή με μήκος 64+1) με παράθυρα hamming και Kaiser και να σχεδιαστούν οι αντίστοιχες αποκρίσεις συχνότητας. 

			Απάντηση

			Ο Κώδικας 1.3 υλοποιεί τις ζητούμενες λειτουργίες. Όπως ζητείται, ακολουθούνται δύο εναλλακτικοί τρόποι σχεδιασμού FIR φίλτρων:

			α) Η μέθοδος των παραθύρων και

			β) η μέθοδος των ισοϋψών κυματώσεων

			Οδηγίες για την εκτέλεση του κώδικα

			Για την εκτέλεση του κώδικα, τον αντιγράφουμε σε ένα αρχείο M-file (αρχείο κειμένου, με κατάληξη .m) ή τον κατεβάζουμε από τη δοσμένη ιστοθέση του βιβλίου, και τον αποθηκεύουμε στο φάκελο εργασίας μας (π.χ. My Documents\MATLAB). Κατεβάζουμε και αποθηκεύουμε στον ίδιο φάκελο το αρχείο sima.mat.

			Τα αρχεία με κατάληξη .mat χρησιμοποιούνται στο MATLAB για την αποθήκευση μεταβλητών του χώρου εργασίας (workspace) και δεν πρέπει να συγχέονται με τα M-files, που περιέχουν εντολές MATLAB. Η φόρτωση ενός .mat αρχείου πραγματοποιείται με την εντολή load ‘filename’, όπου ‘filename’ το όνομα του αρχείου χωρίς την κατάληξη .mat ή εναλλακτικά από το Open3 στην καρτέλα Home. Το sima.mat περιέχει δύο μεταβλητές: το διάνυσμα s που περιέχει ένα ηχητικό σήμα, το φάσμα του οποίου εκτείνεται μέχρι περίπου τα 4 KHz, και την τιμή της μεταβλητής Fs, που είναι η συχνότητα με την οποία έγινε η δειγματοληψία του ηχητικού σήματος. Παρατηρούμε ότι, στον κώδικα του παραδείγματος, προηγείται η φόρτωση του sima.mat (γραμμή 6), γεγονός που επιτρέπει τη χρήση των μεταβλητών s, Fs στο υπόλοιπο τμήμα του (γραμμές 7-44).

			Η μέθοδος των παραθύρων

			Η μέθοδος των παραθύρων εφαρμόζεται στις γραμμές 8-38 του κώδικα. Πρώτο βήμα αποτελεί ο ορισμός της απόκρισης συχνότητας H ενός ιδανικού βαθυπερατού φίλτρου με συχνότητα αποκοπής Fs/8 (γραμμή 9), μέσω ενός διανύσματος μήκους Ν = Fs, γεγονός που οδηγεί σε ανάλυση συχνότητας fο = Fs /N = 1 Hz. Το διάνυσμα H αποτελείται από μια αλληλουχία μονάδων και μηδενικών που δημιουργούνται από την κλήση των συναρτήσεων ones και zeros, αντίστοιχα. Για περισσότερες πληροφορίες σχετικά με αυτές τις συναρτήσεις μπορούμε να συμβουλευτούμε την τεκμηρίωση του MATLAB, πληκτρολογώντας doc ‘function_name’ στο παράθυρο εντολών, όπου ‘function_name’ το όνομα της συνάρτησης. Τα Fs/8 πρώτα στοιχεία του H, που αντιστοιχούν στις συχνότητες [0,Fs/8), είναι μονάδες, ακολουθούν 3Fs/4 μηδενικά και άλλες Fs/8 μονάδες που αντιστοιχούν στη ζώνη συχνοτήτων4 [–Fs/8, 0).

			Επόμενο βήμα είναι ο υπολογισμός του αντίστροφου διακριτού μετασχηματισμού Fourier (IDFT), που υπολογίζεται από τη συνάρτηση ifft του MATLAB (γραμμή 12). Ακολουθεί μια αναδιάταξη του αποτελέσματος του αντίστροφου DFT (γραμμές 13-14), που ισοδυναμεί με ολίσθηση της κρουστικής απόκρισης του φίλτρου κατά το μισό της μήκος. Στη συνέχεια, η κρουστική απόκριση h περικόπτεται σε μήκη 32+1, 64+1 και 128+1 δειγμάτων (γραμμές 15-17). Με τη βοήθεια του wvtool (Window Visualization Tool), απεικονίζονται στο ίδιο διάγραμμα η κρουστική απόκριση και η απόκριση συχνότητας του βαθυπερατού φίλτρου και για τα 3 παραπάνω μήκη (Πλαίσιο 1.15). Το wvtool χρησιμεύει για την οπτικοποίηση παραθύρων στο πεδίο του χρόνου και της συχνότητας (παρόμοιο είναι το εργαλείο wintool). Παρατηρούμε ότι όσο μεγαλύτερο το μήκος του φίλτρου τόσο μικρότεροι είναι οι πλευρικοί λοβοί στην απόκριση συχνότητας.

			Για να μειωθούν ακόμα περισσότερο αυτοί οι πλευρικοί λοβοί και οι επιπτώσεις του ορθογωνικού παραθύρου, κατασκευάζονται παράθυρα Hamming και Kaiser (μέσω των συναρτήσεων hamming και kaiser αντίστοιχα, γραμμές 24-25). Τα δύο παράθυρα σχεδιάζονται (γραμμή 26 → σχήμα (γ) Πλαισίου 1.16) και στη συνέχεια εφαρμόζονται στο φίλτρο μήκους 64+1 σημείων h64 (γραμμές 27-30). Παρατηρούμε μέσω του wvtool (γραμμή 31 → σχήματα (α) και (β) του Πλαισίου 1.16) τη σαφώς χαμηλότερη στάθμη των πλευρικών λοβών στην απόκριση συχνότητας των παραθύρων Hamming και Kaiser σε σχέση με το ορθογωνικό. Τέλος, το ηχητικό σήμα s φιλτράρεται με καθένα από τα τρία φίλτρα (ορθογωνικό, Hamming, Kaiser), χρησιμοποιώντας τη συνάρτηση conv που υπολογίζει τη συνέλιξη μεταξύ του σήματος και της κρουστικής απόκρισης του εκάστοτε φίλτρου (γραμμές 33-38). Παράλληλα, υπολογίζεται και σχεδιάζεται η πυκνότητα φάσματος ισχύος κατά Welch με τη βοήθεια της συνάρτησης pwelch. Το αποτέλεσμα δείχνει εμφανώς τη ραγδαία μείωση της φασματικής ισχύος για συχνότητες άνω της Fs/8.

			Μέθοδος ισοϋψών κυματώσεων

			Η μέθοδος των ισοϋψών κυματώσεων εφαρμόζεται στις γραμμές 40-44 του κώδικα για την κατασκευή ενός φίλτρου Parks-McClellan (μήκους 64+1). Η κατασκευή του φίλτρου πραγματοποιείται με την κλήση της συνάρτησης firpm (γραμμή 41). Για τον ορισμό των παραμέτρων εισόδου της firpm μπορούμε να συμβουλευτούμε την τεκμηρίωση του MATLAB. Η εφαρμογή του φίλτρου στο σήμα γίνεται όπως και στην προηγούμενη μέθοδο, με χρήση της συνάρτησης conv (γραμμή 43).

			Με τις εντολές 45 και 46 μπορούμε να ακούσουμε τα δύο ηχητικά σήματα (το αρχικό,s, και το φιλτραρισμένο, s_lp, αντίστοιχα).
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			1.5.3	Παράδειγμα 1.3: Δειγματοληψία ζωνοπερατών σημάτων

			Σε περιβάλλον MATLAB να γίνουν τα ακόλουθα:

			Α.	Να παραχθεί ζωνοπερατό σήμα δύο ημιτονικών, σε συχνότητες  f1=108 Hz και f2=110 Ηz. Να υπερτεθεί λευκός γκαουσιανός θόρυβος συγκεκριμένης στάθμης και να σχεδιαστεί η πυκνότητα φάσματος ισχύος: (α) με πυκνό πλέγμα δειγματοληψίας fs=8*256 Hz, (β) με πλέγμα fs=256 Hz (περίπου Nyquist).

			Β.	Να γίνει υποδειγμάτιση του παραπάνω ζωνοπερατού σήματος στη συχνότητα 256/17 Hz και να επιδειχτεί και ερμηνευτεί η άνοδος της φασματικής πυκνότητας ισχύος θορύβου.

			Γ.	Να επαναληφθεί το (Β), αφού προηγηθεί ζωνοπερατό φιλτράρισμα στην περιοχή [105, 113] Hz.

			Απάντηση

			Ο Κώδικας 1.4 υλοποιεί τις ζητούμενες λειτουργίες.

			Σύντομη περιγραφή του κώδικα

			Καταρχήν σχηματίζεται το διακριτό σήμα των δύο ημιτονικών στο πυκνό πλέγμα σημείων 8*256 Hz. Προστίθεται στη συνέχεια θόρυβος με τη βοήθεια της έτοιμης συνάρτησης awgn(), έτσι ώστε SNR=10 db. Η πυκνότητα φάσματος ισχύος του θορυβώδους σήματος δείχνεται στο Πλαίσιο 1.18(α) με τον θόρυβο στο επίπεδο των -43 db. Πράγματι, αφού η ισχύς του σήματος είναι (12+0.252)/2=0.53, η ισχύς θορύβου για το ζητούμενο SNR θα πρέπει να είναι ίση με 0.53/10. Αλλά η ισχύς αυτή, για το εύρος ζώνης των 8*256/2 Hz (μονόπλευρο), είναι ίση με Νο*8*256/2. Οπότε:

			Νο*8*256/2=0.053 , ή Νο=0.053/1024≈-43 db

			Στη συνέχεια, γίνεται υποδειγμάτιση του θορυβώδους σήματος στο πλέγμα Nyquist, 256 Hz. Η πυκνότητα φάσματος ισχύος θορύβου για το πλέγμα αυτό ανεβαίνει πλέον κατά 10log8≈9 db, δηλαδή στα -34 db, όπως πράγματι φαίνεται στο σχήμα του Πλαισίου 1.18(β).

			Στο συγκεκριμένο παράδειγμα, δίνεται χρήσιμο εύρος ζώνης 8 Hz στην περιοχή [105, 113] Hz. Κατά τη θεωρία, η υποδειγμάτιση του ζωνοπερατού αυτού σήματος σε πλέγμα 256/17 (n=17), οδηγεί σε αύξηση του επιπέδου θορύβου κατά 10log17= 12,3 db. Αυτό επιβεβαιώνεται από το σχήμα (γ) του Πλαισίου 1.19, όπου η πυκνότητα θορύβου είναι πράγματι γύρω στα -22db, 12db υψηλότερη του σχήματος (β) στο Πλαίσιο 1.18.

			Αν, ωστόσο, πριν την υποδειγμάτιση φιλτράρουμε τον εκτός χρήσιμης ζώνης [105-113]Hz θόρυβο με τη βοήθεια κατάλληλου ζωνοπερατού φίλτρου, τότε στη βασική ζώνη θα εμφανιστεί μόνο ένα είδωλο φάσματος θορύβου, φασματικής πυκνότητας ίσης με αυτήν του ζωνοπερατού (Πλαίσιο 1.20).

			Το σχήμα (ε) του Πλαισίου 1.19 δείχνει την απόκριση του φίλτρου ισοϋψών κυματώσεων (Parks-McClellan), τόσο στο πεδίο του χρόνου, όσο και στο πεδίο συχνότητας, προϊόν της εντολής 36 (wvtool()) του Κώδικα 1.4.
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			1.6	Εργαστηριακές ασκήσεις προς εκτέλεση

			1.6.1	Άσκηση 1.1   (Φασματική ανάλυση)

			Ζητούμενο

			Να γραφεί σε MATLAB συνάρτηση φασματικής ανάλυσης, παρόμοια με την pwelch(): θα δέχεται ως είσοδο διάνυσμα πραγματικού σήματος καθώς και τη συχνότητα δειγματοληψίας, Fs, και θα σχεδιάζει τη μονόπλευρη φασματική πυκνότητα του σήματος στην περιοχή [0,Fs/2). Το σήμα θα τεμαχίζεται σε τμήματα μήκους ίσου με τη δύναμη του 2 την πλησιέστερη στο 1/8 του συνολικού του μήκους, αλλά όχι μικρότερου από 256. Τα τμήματα θα είναι επικαλυπτόμενα κατά 50%. Το τελευταίο τμήμα, εάν υπολείπεται σε μήκος των άλλων, θα αγνοείται. Θα υπολογίζεται με FFT το φάσμα κάθε τμήματος και θα λαμβάνεται η μέση τιμή όλων των τμημάτων. Η συνάρτηση να δοκιμαστεί με το σήμα του παραδείγματος 1.1 και να συγκριθεί το αποτέλεσμα με το αντίστοιχο της pwelch(). 

			Παραδοτέο

			Ένα έγγραφο word ή open office με τον κώδικα MATLAB της εφαρμογής, καθώς και τα σχήματα με τη φασματική πυκνότητα του σήματος, υπολογισμένη (1) με την pwelch()του   MATLAB,  (2)  με τη δική σας συνάρτηση.

			Στον τίτλο των σχημάτων να είναι τυπωμένο (μέσα από τον κώδικα MATLAB) και το ονοματεπώνυμό σας.

			1.6.2	Άσκηση 1.2   (Ψηφιακό φίλτρο ζώνης διέλευσης)

			Ζητούμενο

			Να σχεδιαστεί και υλοποιηθεί ψηφιακό φίλτρο ζώνης διέλευσης, τέτοιο ώστε εφαρμοζόμενο στο σήμα του παραδείγματος 1.2 να αποκόβει κάθε συνιστώσα κάτω των 600 Hz και άνω των 900 Hz. Να δοκιμαστούν δύο προσεγγίσεις σχεδιασμού: 

			α) Υπολογισμός της κρουστικής απόκρισης του φίλτρου, με αφετηρία την απόκριση συχνότητας, αντίστροφο FFT (όπως στον Κώδικα 1.3, εντολές 9-15) και εφαρμογή  παραθύρου (π.χ. Kaiser). 

			β) Σχεδιασμός ισοϋψών κυματώσεων, με χρήση της εντολής MATLAB firpm().

			Παραδοτέο

			Ένα έγγραφο word ή open office με τον κώδικα MATLAB της εφαρμογής, καθώς και τα εξής σχήματα: (1) Απόκριση συχνότητας των δύο φίλτρων,  (2) Φασματική πυκνότητα του σήματος, πριν και μετά το φιλτράρισμα, με τις δύο μεθόδους.

			Στον τίτλο των σχημάτων να είναι τυπωμένο (μέσα από τον κώδικα MATLAB) και το ονοματεπώνυμό σας.

			1.7	Παραρτήματα

			1.7.1	Παράρτημα Π1.1: Σειρές Fourier – Μετασχηματισμός Fourier (συνεχούς χρόνου)

			Η πληροφορία μεταφέρεται από σύστημα σε σύστημα εγγραφόμενη σε αναγνώσιμα χαρακτηριστικά ενός κατάλληλου μέσου. Προκειμένου για μετάδοση, γίνεται εγγραφή σε κατάλληλο σήμα που μπορεί να ταξιδέψει υπό μορφή κύματος από τον πομπό στον δέκτη.

			Η παράσταση των σημάτων στο πεδίο κάποιου μετασχηματισμού (Fourier, Laplace, Ζ) διευκολύνει τη μαθηματική τους ανάλυση και τον σχεδιασμό των συστημάτων που τα παράγουν, τα μεταφέρουν ή και τα επεξεργάζονται. Ειδικά για τα τηλεπικοινωνιακά συστήματα, χρησιμοποιείται κυρίως το μιγαδικό πεδίο μετασχηματισμού Fourier (πεδίο συχνοτήτων: σειρές Fourier, μετασχηματισμός Fourier).

			Ας θεωρήσουμε ένα απλό ημιτονικό σήμα πολύ μεγάλης (θεωρητικά άπειρης) διάρκειας. Περιγράφεται με τρείς παραμέτρους: πλάτος, συχνότητα και φάση. Με χρήση της ταυτότητας Euler: ejθ=cosθ+jsinθ, μπορεί επίσης να γραφεί με τη βοήθεια ενός μιγαδικού phasor που κινείται με σταθερή κυκλική συχνότητα αντίστροφα προς τη φορά των δεικτών του ωρολογίου. Στο επίπεδο συχνότητας περιγράφεται από το πλάτος και την αρχική φάση του phasor στη συγκεκριμένη συχνότητα περιστροφής του. Το ίδιο αποτέλεσμα θα πάρουμε αν θεωρήσουμε δύο συζυγείς phasors μισού πλάτους που κινούνται (αντίστροφα ο ένας του άλλου) με την ίδια συχνότητα.

			Έτσι έχουμε την παράσταση δίπλευρου φάσματος. Για πραγματικά σήματα (συζυγείς phasors), λοιπόν, το φάσμα είναι συμμετρικό ως προς το μηδέν: το μεν πλάτος έχει άρτια συμμετρία, η δε φάση περιττή [βλ. Πλαίσιο 1.20(α)].

			Μπορούμε να συνθέσουμε σήματα με υπέρθεση πολλών απλών ημιτονικών σημάτων. Τα σήματα αυτά είναι γραμμικού φάσματος, αφού η ενέργειά τους είναι εκ κατασκευής συγκεντρωμένη σε διακριτές συχνότητες [Πλαίσιο 1.20(β)].

			Αντίστροφα, οποιοδήποτε περιοδικό σήμα (ισχύος) 

υt

 μπορεί να αναλυθεί σε άθροισμα απλών ημιτονικών σημάτων, ως σειρά Fourier (Πλαίσιο 1.21).
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			Στο Πλαίσιο 1.21(γ), ειδικότερα, παρατηρούμε ότι:

			Ξεκινώντας από ένα περιοδικό σήμα διακριτών παλμών (π.χ. ορθογωνικών παλμών), αν αυξήσουμε την περίοδό του χωρίς να αλλάξουμε το μέγεθος των παλμών, οι γραμμές του φάσματος θα πυκνώσουν, παραμένοντας εντός μιας σταθερής περιβάλλουσας που εξαρτάται μόνο από τον απλό παλμό. Στο όριο, καθώς η περίοδος τείνει στο άπειρο, η περιβάλλουσα «γεμίζει». Η περιβάλλουσα αυτή είναι ο μετασχηματισμός Fourier του παλμού.

			Ορισμός μετασχηματισμού Fourier και αντιστρόφου:

			[image: ]

			[image: ]

			Ενεργειακές σχέσεις – Θεωρήματα Parseval & Rayleigh
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			Στο Πλαίσιο 1.23 συνοψίζονται ζεύγη μετασχηματισμού Fourier, τα οποία παίζουν ιδιαίτερο ρόλο στην ψηφιοποίηση των σημάτων και στις επικοινωνίες.
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			1.7.2	Παράρτημα Π1.2: Μετασχηματισμός Fourier Διακριτού Χρόνου (DTFT)

			Ο Μετασχηματισμός Fourier Διακριτού Χρόνου ορίζεται από τις σχέσεις (ευθεία και αντίστροφη):

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							Ορισμός DTFT: 

Xej2πfD=∑n=-∞∞xne-j2πfD, 

 

x[n]=∫-1/21/2Xej2πfDej2πnfDdfD

   

						
							
							(Π1.1)
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			1.7.3	Παράρτημα Π1.3 – Υπολογισμός ενέργειας και ισχύος σημάτων στο διακριτό πεδίο

			Για τον υπολογισμό της ενέργειας ή ισχύος μιας κυματομορφής x(t), ανάλογα με την περίπτωση σήματος, ισχύει:

			



EX=∫-∞∞x2tdt=∫-∞∞Xf2dfPX=limT→∞1T∫-T/2T/2x2tdt=∫-∞∞SXfdf





			όπου για σήματα ισχύος SΧ(f) είναι η πυκνότητα φάσματος ισχύος (Power Spectral Density – PSD) της x(t). Για σήματα διακριτού χρόνου που προκύπτουν από δειγματοληψία της x(t) με περίοδο Ts, οι αντίστοιχες σχέσεις υπολογισμό της ενέργειας ή ισχύος γίνονται:

			



EX=Ts∑n=-∞∞x2[n]PX=limN→∞12N+1∑n=-NNx2[n]





			Ένας απλός τρόπος να εκτιμηθεί η πυκνότητα φάσματος ισχύος της κυματομορφής x(t) είναι να ληφθεί ο DTFT των δειγμάτων του σήματος και μετά να υψωθεί στο τετράγωνο το μέτρο του αποτελέσματος. Αυτός ο εκτιμητής αποκαλείται περιοδόγραμμα (periodogram). Το περιοδόγραμμα ενός πεπερασμένου μήκους L σήματος x[n] ορίζεται ως:

			



Pxxf≜Xdf/fs2fsL





			όπου Xd(f) o DTFT του σήματος. Με το μήκος L να τείνει στο άπειρο, το περιοδόγραμμα Pxx(f) τείνει στην πυκνότητα φάσματος ισχύος SΧ(f). Ο υπολογισμός του περιοδογράμματος σε πεπερασμένο πλήθος συχνοτήτων kfs/Ν, k=0, 1, … , Ν δίνει

			



Pxxk=Xk2fsL,    k=0,1,...,N-1





			όπου Xk και ο DFT της πεπερασμένου μήκους L σειράς δειγμάτων του σήματος. Η ισχύς του σήματος είναι τότε:

			



PX=1fsL∑k=0N-1Xk2fo=1NL∑k=0N-1Xk2=1L∑n=0L-1xn2





			όπου η τελευταία ισότητα προκύπτει από το θεώρημα Parseval, που για την περίπτωση του DFT εκφράζεται ως:

			



∑n=0N-1xn2=1N∑k=0N-1Xk2





			Στην ειδική περίπτωση περιοδικών σημάτων έχουμε:

			



SXf=∑k=-∞∞X[k]2δf-k/ToPX=∑k=-∞∞X[k]2





			όπου X[k] οι συντελεστές του αναπτύγματος σε σειρά Fourier και To η περίοδος του σήματος.

			

			
				
					1	 [AKOS1999], [VAUG1991]

				

				
					2	 [HARR2004], [MITR2006]

				

				
					3	 Στην έκδοση R2011b μενού File → Open.

				

				
					4	 Όπως είδατε, η δειγματοληψία στο πεδίο του χρόνου προκαλεί περιοδική επανάληψη του φάσματος του σήματος με περίοδο Fs.
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			ΚΕΦΑΛΑΙΟ 2ο:

			Εξομοίωση – Ψηφιακή Υλοποίηση Αναλογικών Διαμορφώσεων

			Σύνοψη

			Στο κεφάλαιο αυτό δίνονται παραδείγματα και ασκήσεις ψηφιακής υλοποίησης βασικών σχημάτων αναλογικής διαμόρφωσης, όπως ΑΜ, SSB, VSB και FM, με στόχο τόσο την εμπέδωση της σχετικής θεωρίας όσο και την εξοικείωση με τις τεχνικές ψηφιακής επεξεργασίας τηλεπικοινωνιακών σημάτων (φιλτράρισμα, μορφοποίηση φάσματος), γνώσεις δηλαδή και δεξιότητες απαραίτητες για την υλοποίηση συστημάτων ψηφιακής επικοινωνίας. Σε παραρτήματα, παρουσιάζονται σχήματα διαμόρφωσης-αποδιαμόρφωσης με τη χρήση του μετασχηματισμού Hilbert και συνοψίζονται οι βασικές πράξεις επεξεργασίας και οπτικοποίησης τηλεπικοινωνιακών σημάτων.

			2.1	Εισαγωγή

			Όπως τονίστηκε και στο εισαγωγικό κεφάλαιο, η ψηφιακή τεχνολογία τείνει να εξοβελίσει τις αναλογικές τεχνικές από τα συστήματα των σύγχρονων τηλεπικοινωνιών. Ήδη και τα τελευταία «φρούρια» της αναλογικής τεχνολογίας, η τηλεόραση και το ραδιόφωνο, μεταβαίνουν στην εποχή της ψηφιακής εκπομπής. Ωστόσο, το τελευταίο μέρος ενός τηλεπικοινωνιακού συστήματος (RF up-converter και ενισχυτής εξόδου) είναι κατ’ ανάγκη αναλογικό, αφού τελικά ένα αναλογικό σήμα θα δημιουργηθεί προς εκπομπή στον διαθέσιμο τηλεπικοινωνιακό δίαυλο. Πέραν αυτού, τόσο το θεωρητικό υπόβαθρο όσο και επιμέρους διαδικασίες της ψηφιακής διαμόρφωσης δανείζονται από τα κλασικά σχήματα της αναλογικής διαμόρφωσης (QAM, VSB, FM), ενώ και η ανάλυση θορύβου βασίζεται θεωρητικά στις στοχαστικές ανελίξεις συνεχούς χρόνου.

			Στο κεφάλαιο αυτό θα παρουσιαστούν ασκήσεις ψηφιακής υλοποίησης βασικών σχημάτων αναλογικής διαμόρφωσης, όπως SSB, VSB και FM, με στόχο τόσο την εμπέδωση της σχετικής θεωρίας όσο και την εξοικείωση με τις τεχνικές ψηφιακής επεξεργασίας τηλεπικοινωνιακών σημάτων (φιλτράρισμα, μορφοποίηση φάσματος), δεξιότητες απαραίτητες για την υλοποίηση συστημάτων ψηφιακής επικοινωνίας.

			2.2	Απλή διαμόρφωση ΑΜ (DSB) – Πλέγμα δειγματοληψίας

			2.2.1	Σύντομη θεωρία  [PROA2015, 3.2.1, 3.2.2], [CARL2009, 4.2]

			Η απλούστερη διαμόρφωση είναι η Διαμόρφωση Πλάτους Διπλής Πλευρικής Ζώνης (ΑΜ Double Side Band – DSB)5. Συνίσταται στον πολλαπλασιασμό ενός ημιτονικού σήματος (φέροντος) με το προς μετάδοση σήμα, υπό τη συνθήκη ότι η συχνότητα φέροντος fc είναι τουλάχιστον διπλάσια του εύρους ζώνης W του σήματος. Το αποτέλεσμα της διαμόρφωσης αυτής είναι η ολίσθηση του φάσματος του σήματος στην περιοχή της συχνότητας του φέροντος (Πλαίσιο 2.1).
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			Είναι φανερό από το σχήμα 2.1 ότι, για να έχουμε σωστή ψηφιακή αναπαράσταση του διαμορφωμένου σήματος (χωρίς σφάλματα επικάλυψης), θα πρέπει το πλέγμα δειγματοληψίας να είναι τόσο πυκνό όσο το διπλάσιο τουλάχιστον της υψηλότερης συχνότητας fc+W. Εάν λοιπόν το αρχικό πλέγμα δειγματοληψίας δεν είναι επαρκώς πυκνό (π.χ. είναι κοντά στη συχνότητα Nyquist του αρχικού σήματος βασικής ζώνης), θα πρέπει να γίνει κατάλληλη πύκνωσή του, σύμφωνα με τη μέθοδο που περιγράφηκε στο Κεφ. 1.

			Στο παράδειγμα που ακολουθεί, σήμα βασικής ζώνης, εύρους περίπου 1 KHz (για την ακρίβεια, το σήμα έχει φιλτραριστεί με συχνότητα αποκοπής f2=1.23 KHz, βλ. σχετικό Παράδειγμα 1.2), διαμορφώνει κατά πλάτος φέρον συχνότητας fc=4f2. Η αρχική συχνότητα δειγματοληψίας του σήματος είναι Fs=8192 Hz. Επειδή 2(fc+f2)=12288 > Fs, η συχνότητα δειγματοληψίας δεν επαρκεί για να παρασταθεί σωστά το διαμορφωμένο σήμα και, για τον λόγο αυτόν, γίνεται κατάλληλη πύκνωση πλέγματος.

			2.2.2	Παράδειγμα 2.1: Διαμόρφωση ΑΜ (DSB) σήματος

			Σε περιβάλλον MATLAB, να διαβαστεί διάνυσμα σήματος από το σχετικό αρχείο (μαζί διαβάζονται η συχνότητα δειγματοληψίας Fs, καθώς και οι οριακές συχνότητες ζώνης μετάβασης και ζώνης αποκοπής fc(1:2) του σήματος), και να γίνουν επ’ αυτού τα ακόλουθα:

			α) πύκνωση πλέγματος κατά τον παράγοντα 4,

			β) διαμόρφωση ΑΜ-DSB με συχνότητα φέροντος Fc=4fc(2),

			γ) αποδιαμόρφωση και σύγκριση (τμήματος) του τελικού σήματος με το αρχικό.

			Σε κάθε στάδιο (α, β, γ) να σχεδιαστεί το φάσμα του αντίστοιχου σήματος.

			Υλοποίηση – Σχολιασμός κώδικα

			Ο Κώδικας 2.1 υλοποιεί τα ζητούμενα του παραδείγματος. Αφού φορτωθεί το σήμα και οι παράμετροι συχνότητας από το αρχείο sima_lp (γραμμή 6), σχεδιάζεται η φασματική πυκνότητα του σήματος (γραμμή 9). Στη συνέχεια γίνεται πύκνωση του πλέγματος δειγματοληψίας και υπολογίζονται οι ανηγμένες τιμές των συχνοτήτων στο νέο πλέγμα (γραμμές 10, 11). Η συνάρτηση upsample απλώς παρεμβάλλει μηδενικά δείγματα (εδώ, τρία ανά ένα δείγμα σήματος), ο δε συντελεστής <4> χρησιμοποιείται για να διατηρήσει τη φασματική πυκνότητα του σήματος στα αρχικά επίπεδα (όχι την ισχύ του, η οποία τετραπλασιάζεται). Έτσι, μετά και το βαθυπερατό φιλτράρισμα που γίνεται στη συνέχεια (υπολογισμός φίλτρου: γραμμή 14, φιλτράρισμα: γραμμή 20), η κλίμακα του σήματος παραμένει η ίδια (ας σχεδιαστούν και συγκριθούν για επιβεβαίωση αντίστοιχα τμήματα σήματος, πριν και μετά την πύκνωση του πλέγματος). Στα επόμενα τμήματα κώδικα ακολουθούν: η διαμόρφωση (γραμμή 27), η αποδιαμόρφωση (γραμμές 30-34) και η επαναφορά στο αρχικό πλέγμα (αραίωση κατά 4, γραμμή 37). Τέλος συγκρίνονται αντίστοιχα τμήματα του αρχικού και του τελικού σήματος.

			Σε καθένα από τα παραπάνω στάδια επεξεργασίας σχεδιάζεται το φάσμα του αντίστοιχου σήματος. Στο Πλαίσιο 2.2 συμπεριλαμβάνονται τα αντίστοιχα γραφήματα.
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			2.3	Ψηφιακή υλοποίηση διαμόρφωσης (SSB)

			2.3.1	Σύντομη θεωρία  [PROA2015, 3.2.3], [CARL2009, 4.4]

			Όπως διαπιστώθηκε και πειραματικά στην προηγούμενη παράγραφο, η διαμόρφωση ΑΜ στην απλή μορφή της Διπλής Πλευρικής Ζώνης (Double Side-Band – DSB – με ή χωρίς τη φέρουσα) παράγει φάσμα εύρους διπλάσιου αυτού του αρχικού (πραγματικού) σήματος, με δύο συμμετρικές συνιστώσες, πάνω και κάτω από τη συχνότητα φέροντος fc. Είναι φανερό ότι γίνεται σπατάλη φάσματος, η οποία αίρεται με δύο εναλλακτικές διαμορφώσεις:

			(i) διαμόρφωση QAM, κατά την οποία εκπέμπονται στην ίδια ζώνη συχνοτήτων δύο ανεξάρτητα σήματα, ως το πραγματικό και φανταστικό μέρος ενός μιγαδικού σήματος (για το οποίο δεν υφίσταται πλέον συμμετρία φάσματος ως προς fc),

			(ii) διαμόρφωση Μονής Πλευρικής Ζώνης (Single Side-Band – SSB). H SSB διατηρεί και μεταδίδει τη μία μόνο πλευρική ζώνη φάσματος (πάνω ή κάτω από τη συχνότητα φέροντος). Δύο εναλλακτικές υλοποιήσεις SSB σε ψηφιακή μορφή δείχνονται στο Πλαίσιο 2.3: (α) με παραγωγή σήματος DSB σε πρώτο στάδιο και φιλτράρισμα αυτού, στη συνέχεια, με βαθυπερατό ή υψιπερατό φίλτρο, συχνότητας αποκοπής fc, (β) ως QAM του σήματος και του Hilbert μετασχηματισμού αυτού (δομή διαμορφωτή Hartley). Στο κάτω μέρος του Πλαισίου 2.3 δείχνεται μια δομή ισοδύναμη με αυτήν του (β) .

			2.3.2	Παράδειγμα 2.2: Διαμόρφωση SSB σήματος διακριτών τόνων

			Α. Να σχηματιστεί σήμα τριών τόνων, 

				

st=a1cos2πf1t+a2cos2πf2t+a3cos2πf3t

, και στη συνέχεια εκείνο της διαμόρφωσης SSB-LSB (Single Side-Band – Lower Side Band) για δοσμένη συχνότητα φέροντος fc, με τις εξής τεχνικές:

				α)	QAM του σήματος 

st

 και του μετασχηματισμού Hilbert, 

s^t

, αυτού: 

ssb_lsb=stcos2πfct+s^tsin2πfct

 (διαμορφωτής SSB τύπου Hartley),

				β) με βαθυπερατό φιλτράρισμα του σήματος DSB-SC με συχνότητα αποκοπής την fc.

			Β. Να γίνει η αποδιαμόρφωση και να συγκριθεί το λαμβανόμενο σήμα με το αρχικό (τμήμα αυτών).

			Γ. Σε κάθε στάδιο των Α και Β παραπάνω να σχεδιαστεί το αντίστοιχο φάσμα.

			Υλοποίηση 

			Κώδικας 2.2,  με αποτελέσματα στο Πλαίσιο 2.4.
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			2.4	Ψηφιακή υλοποίηση διαμόρφωσης (VSB)

			Το πλεονέκτημα της SSB είναι η εξοικονόμηση εύρους ζώνης, αφού χρησιμοποιεί το ελάχιστο δυνατό (ίσο με αυτό του σήματος βασικής ζώνης). Ωστόσο, το φίλτρο που χρησιμοποιεί, είτε το βαθυπερατό του σχήματος 2.3(α) (μετά την DSB) είτε του μετασχηματισμού Hilbert [Πλαίσιο 2.3(γ)], θα είναι πάντα μια προσέγγιση του ιδανικού και, σε κάθε περίπτωση, θα παραποιεί (σε μικρότερο ή μεγαλύτερο βαθμό) το φάσμα του αρχικού σήματος κοντά στη μηδενική συχνότητα. Όσο αυστηρότερες είναι οι προδιαγραφές του φίλτρου αυτού, τόσο «ακριβότερη» γίνεται και η υλοποίηση του διαμορφωτή. Δεν είναι, λοιπόν, η SSB η πλέον κατάλληλη διαμόρφωση για σήματα που έχουν σημαντικό ενεργειακό περιεχόμενο στις χαμηλές συχνότητες, όπως συμβαίνει π.χ. με το σήμα τηλεόρασης.

			Η διαμόρφωση υπολειπόμενης πλευρικής ζώνης (Vestigial Side-Band – VSB) είναι ένας συμβιβασμός μεταξύ DSB και SSB. Στέλνει τη μια πλευρική ζώνη (άνω ή κάτω) με κατάλοιπο της άλλης. Το φίλτρο που χρησιμοποιεί παρουσιάζει μια αντισυμμετρία πλάτους ακριβώς στη συχνότητα φέροντος, με αποτέλεσμα μετά την αποδιαμόρφωση το φάσμα σήματος βασικής ζώνης να αποκαθίσταται χωρίς παραμορφώσεις (Πλαίσιο 2.5).
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			2.4.1	Παράδειγμα 2.3: Φίλτρο VSB – Διαμόρφωση VSB

			A.	Να γραφεί συνάρτηση MATLAB για τον υπολογισμό FIR φίλτρου VSB γραμμικής πτώσης, με τις εξής παραμέτρους εισόδου: συχνότητα φέροντος , συχνότητα δειγματοληψίας, συντελεστή εξάπλωσης (roll-off), καθυστέρηση ομάδας (εναλλακτικά, τάξη) του φίλτρου. Να επιστρέφει τη χρονική απόκριση (συντελεστές FIR) του φίλτρου. Να σχεδιαστεί η απόκριση χρόνου και συχνότητας του εν λόγω φίλτρου για τιμές παραμέτρων της επιλογής σας.

			B.	Με χρήση του φίλτρου του ερωτήματος Α, να επαναληφθούν τα ερωτήματα του παραδείγματος 2.2, τώρα για διαμόρφωση VSB-LSB.

			Υλοποίηση – Σχολιασμός κώδικα

			Α. Ο υπολογισμός των συντελεστών του ζητούμενου FIR φίλτρου γίνεται από τη συνάρτηση vsb_lb_fltr() του Κώδικα 2.3. Ξεκινάει με τη λήψη δειγμάτων της επιθυμητής απόκρισης πλάτους, μιας συνάρτησης σε μορφή ισοσκελούς τραπεζίου, με τα μέσα των μη παράλληλων πλευρών στις θέσεις -fc, fc (όπως δείχνει και το σχήμα στο Πλαίσιο 2.5) και κλίση πτώσης –από τη ζώνη διέλευσης στη ζώνη αποκοπής– προσδιοριζόμενη από τον συντελεστή εξάπλωσης (roll-off). Στη συνέχεια, υπολογίζεται η κρουστική απόκριση του φίλτρου ως ο αντίστροφος μετασχηματισμός Fourier αυτών των δειγμάτων (με τη βοήθεια της σχετικής συνάρτησης ifft() του MATLAB, και επιβολή συμμετρίας κατά την αντιστροφή). Η δειγματοληψία της απόκρισης συχνότητας γίνεται σε ένα πυκνό πλέγμα σημείων (2*delay*dense), για λόγους ακρίβειας. Η λαμβανόμενη κρουστική απόκριση περικόπτεται τελικά στο επιθυμητό μήκος (2*delay), πολλαπλασιάζεται με παράθυρο kaiser και κανονικοποιείται σε μοναδιαία ισχύ.
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			Β. Η υλοποίηση του διαμορφωτή VSB (Κώδικας 2.4) δεν παρουσιάζει κάποια ιδιαιτερότητα. Σχηματίζεται, καταρχήν, το σήμα βασικής ζώνης τριών τόνων (όπως και στο παράδειγμα 2.2, Κώδικας 2.2), το οποίο διαμορφώνει κατά DSB φέρον συχνότητας fc και, στη συνέχεια, φιλτράρεται με φίλτρο VSB, όπως αυτό υπολογίζεται με κλήση της συνάρτησης του Κώδικα 2.3. Η αποδιαμόρφωση είναι όμοια με αυτήν των DSB και SSB.
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			2.4.2	Παράδειγμα 2.4: Σύγκριση SSB-VSB σε διαμόρφωση με σήμα συνεχούς φάσματος

			Να επαναληφθούν τα του παραδείγματος 2.1, για διαμόρφωση SSB και VSB με το σήμα συνεχούς φάσματος. Να συγκριθούν οι δύο διαμορφώσεις, όσον αφορά την αναπαραγωγή του φάσματος στην περιοχή χαμηλών συχνοτήτων.

			Υλοποίηση – Σχολιασμός γραφημάτων

			Ο κώδικας υλοποίησης βασίζεται στα αντίστοιχα τμήματα των Κωδίκων 2.1, 2.2 και 2.4: Διαβάζει καταρχήν το αρχείο σήματος και πυκνώνει το πλέγμα δειγματοληψίας (γραμμές 6-26 Κώδικα 2.1). Στη συνέχεια κάνει τις διαμορφώσεις, αφενός κατά SSB-LSB, αφετέρου κατά VSB-LSB και σχεδιάζει τα αντίστοιχα γραφήματα φάσματος (Πλαίσιο 2.7, 1β-2β). Συνεχίζει με τις αντίστοιχες αποδιαμορφώσεις και βαθυπερατό φιλτράρισμα, και παράγει τα αντίστοιχα γραφήματα φάσματος (Πλαίσιο. 2.7, 1δ-2δ) και χρόνου (Πλαίσιο 2.7, 1ε-2ε) του τελικού σήματος.

			Η σύγκριση των γραφημάτων 1α & 1δ δείχνει την παραμόρφωση φάσματος στην περιοχή χαμηλών συχνοτήτων που προκαλεί η SSB (βλ. ένθετη μεγέθυνση), ενώ αντίστοιχη παραμόρφωση δεν παρατηρείται με τη VSB (γραφήματα 1α & 2δ). Τα παραπάνω φαίνονται και στο πεδίο του χρόνου: το τελικό σήμα αποκλίνει του αρχικού στην περίπτωση της SSB (γράφημα 1ε), ενώ τα δύο σήματα σχεδόν ταυτίζονται, στην περίπτωση της VSB (γράφημα 2ε).
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			2.5	Ψηφιακή υλοποίηση διαμόρφωσης FM

			2.5.1	Σύντομη θεωρία των εκθετικών διαμορφώσεων (PM, FM) [PROA2015, 4], [CARL2009, 5.1]

			Σε αντίθεση με τις διαμορφώσεις πλάτους όλων των εκδοχών, τις ονομαζόμενες και γραμμικές διαμορφώσεις (αν και η διαμόρφωση, αυστηρά θεωρούμενη, δεν είναι γραμμική πράξη), στις εκθετικές διαμορφώσεις ή διαμορφώσεις γωνίας το προς μετάδοση σήμα 

xt

 διαμορφώνει τη φάση ή τη συχνότητα του φέροντος:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



st=Accos2πfct+φt,        φt=φΔxt,                PM2πfΔ∫txτdτ,    FM





						
							
							(2.1)

						
					

				
			

			Οι σταθερές 

φΔ<π

 και 

fΔ<fc

 ονομάζονται απόκλιση φάσης (phase deviation) και απόκλιση συχνότητας (frequency deviation) αντίστοιχα. Το πλάτος του εκ διαμορφώσεως ζωνοπερατού σήματος 

st

 είναι σταθερό, όπως και η μέση ισχύς του, ίση με 

Ps=Ac22

, ανεξάρτητα από την ισχύ του σήματος βασικής ζώνης. Αυτό σημαίνει ότι μπορεί να αυξηθεί η ισχύς του σήματος 

xt

 (με αντίστοιχη βελτίωση της σηματοθορυβικής σχέσης, αλλά και αύξηση του απαιτούμενου εύρους ζώνης, όπως θα φανεί παρακάτω), χωρίς να αυξηθεί και η ισχύς του εκπεμπόμενου σήματος 

st

 (SNR-to-bandwidth trade-off).

			Η ακριβής φασματική ανάλυση του διαμορφωμένου σήματος δεν μπορεί να διεξαχθεί αναλυτικά στη γενική μορφή της (2.1). Είναι δυνατή στην περίπτωση σήματος 

xt

 διακριτών τόνων, ή προσεγγιστικά υπό συνθήκες μικρών γωνιακών αποκλίσεων (διαμόρφωση γωνίας στενής ζώνης).

			PM και FM στενής ζώνης

			Η σχέση (2.1) μπορεί να γραφεί στη μορφή:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



st=Accos[φt]cos2πfct-Acsin[φt]sin2πfct





						
							
							(2.2)

						
					

				
			

			Αναπτύσσονται τα 

cos[φt]

 και 

sin[φt]

 σε σειρά Taylor και υπό τη συνθήκη μικρών αποκλίσεων φάσης, δηλαδή:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



φt<<  1  rad





						
							
							(2.3α)

						
					

				
			

			κρατείται ο πρώτος όρος της κάθε σειράς (1 και 

φt

, αντίστοιχα), οπότε η (2.2) γράφεται:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



st≈Accos2πfct-Acϕtsin2πfct





						
							
							(2.3β)

						
					

				
			

			Στην περίπτωση αυτή, το φάσμα του διαμορφωμένου σήματος 

st

 δίνεται ως:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



Sf=12Acδf-fc+δf+fc  +  Φf-fc+jΦf+fc





						
							
							(2.4α)

						
					

				
			

			όπου

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



Φf=Iφt=φΔXf,            PM-jfΔXf/f,    FM





						
							
							(2.4β)

						
					

				
			

			Παρατηρούμε ότι υπό τη συνθήκη (2.3α), η διαμόρφωση φάσης στενής ζώνης (Narrow Band Phase Modulation – NBPM) προσεγγίζει τη διαμόρφωση πλάτους, πέραν μιας ολίσθησης 90ο και στις δύο πλευρικές, όπως δηλώνει ο συντελεστής j. Στη διαμόρφωση συχνότητας στενής ζώνης (Narrow Band Frequency Modulation – NBFM) παρατηρείται ολίσθηση 180ο στην κάτω πλευρική ζώνη (λόγω του αρνητικού προσήμου), ενώ συμβαίνει και μια ενίσχυση (έμφαση) των χαμηλών συχνοτήτων, λόγω του παράγοντα 1/f.

			2.5.2	Διαμόρφωση PM και FM με σήμα διακριτών τόνων

			Έστω ότι το σήμα βασικής ζώνης είναι ένας απλό τόνος, συχνότητας fm και, για κοινή τυποποίηση των PM και FM, υποθέτουμε συγκεκριμένα ότι:

			

x1t=amsin2πfmt        PMamcos2πfmt        FM

,

			οπότε η  (2.1) δίνει:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							

φt=βsin2πfmt

,        με          

β≡φΔam          PMamfΔfm          FM



						
							
							(2.5)

						
					

				
			

			Η παράμετρος 

β

 ονομάζεται δείκτης διαμόρφωσης (modulation index) σε PM ή FM απλού τόνου, το δε διαμορφωμένο σήμα της (2.2) γράφεται τώρα ως εξής:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



s1t=Ac[cosβsin2πfmtcos2πfct-sinβsin2πfmtsin2πfct]





						
							
							(2.6)

						
					

				
			

			Χρησιμοποιούμε τις μαθηματικές ταυτότητες των συναρτήσεων Bessel πρώτου είδους για να αναπτύξουμε τη (2.6) σε άθροισμα απλών τριγωνομετρικών όρων:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



cosβsin2πfmt=J0β+∑n  άρτιο∞2Jnβcos2πnfmtsinβsin2πfmt=∑n  περιττο  ∞2Jnβsin2πnfmt





						
							
							(2.7)

						
					

				
			

			με n θετικό και

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



Jnβ≡12π∫-ππejβsinμ-nμdμ





						
							
							(2.8)

						
					

				
			

			οπότε:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							οπότε:

s1t=Ac∑n=-∞∞Jnβcos2πfc+nfm



						
							
							(2.9)

						
					

				
			

			Η (2.9) είναι στην επιθυμητή μορφή, αφού εύκολα δίνει το φάσμα του σήματος ως ένα σύνολο φασματικών γραμμών. Αυτές βρίσκονται δεξιά και αριστερά της fc σε αποστάσεις-ακέραια πολλαπλάσια της fm και βάρη τις τιμές των αντίστοιχων συναρτήσεων Bessel με όρισμα το δοσμένο 

β

.

			Στο Πλαίσιο 2.8 έχουν σχεδιαστεί οι συναρτήσεις Bessel πρώτου είδους, τάξης 0 έως 8 και για τιμές του 

β

 από 0 έως 10 (σε λογαριθμική κλίμακα, για να παρατηρηθεί η περιοχή μικρών τιμών – 0 έως 1). Στο ίδιο σχήμα έχει σκιαγραφηθεί η περιοχή τιμών (-0.05, 0.05). Παρατηρούμε ότι για τιμές του 

β

 μέχρι και 0.5, όλοι οι συντελεστές 

Jnβ

 της (2.9) παραμένουν κατ’ απόλυτη τιμή κάτω του 0.05, πλην των δύο πρώτων (για n=0 και 1), κάτι που εξηγεί την προσέγγιση στενής ζώνης. Για μεγάλες τιμές του 

β

 πολλοί όροι του αθροίσματος 2.9 είναι σημαντικοί, π.χ. για 

β=5

, οκτώ όροι του αθροίσματος (έως και ο 

J7β

) έχουν τιμή μεγαλύτερη του 0.05.
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			Η σχέση (2.9) γενικεύεται για σήματα πολλών διακριτών τόνων. Παραδείγματος χάριν, για σήμα δύο τόνων στις συχνότητες f1 και f2 και αντίστοιχους δείκτες διαμόρφωσης 

β1=a1fΔ/f1,    β2=a2fΔ/f2

, το διαμορφωμένο σήμα δίνεται από τη σχέση:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



s2t=Ac∑n=-∞∞  ∑m=-∞∞Jnβ1Jmβ2cos2πfc+nf1+mf2t





						
							
							(2.10)

						
					

				
			

			2.5.3	Παράδειγμα 2.5: Διαμόρφωση FM με σήμα διακριτών τόνων

			A.	Να παραχθεί σήμα δύο τόνων, των οποίων οι συχνότητες διαφέρουν σημαντικά (π.χ. 

f2≈20f1

) και είναι πρώτες μεταξύ τους. Να παραχθεί στη συνέχεια σήμα διαμόρφωσης FM συγκεκριμένης συχνότητας φέροντος (π.χ. 

fc=10f2

)

			α) στενής ζώνης (π.χ. απόκλισης συχνότητας 

fΔ=f2/5

),

			β) ευρείας ζώνης (π.χ. απόκλιση συχνότητας

fΔ=2f2

).

			Και για τις δύο περιπτώσεις διαμόρφωσης, (α) και (β), να προστεθεί στο διαμορφωμένο σήμα FM λευκός γκαουσιανός θόρυβος για συγκεκριμένη τιμή σηματοθορυβικής σχέσης (π.χ. SNR=15). Σε κάθε στάδιο να σχεδιαστεί το φάσμα του αντίστοιχου σήματος. Να υπολογιστεί και σχεδιαστεί επίσης το θεωρητικώς αναμενόμενο φάσμα του σήματος FM.

			B.	Για τις δύο περιπτώσεις διαμόρφωσης του προηγούμενου θέματος, να γίνει η αποδιαμόρφωση και να συγκριθούν αντίστοιχα τμήματα, του αρχικού και του τελικού σήματος. Σε κάθε στάδιο να σχεδιαστεί και πάλι το φάσμα του αντίστοιχου σήματος. Να παρατηρηθεί το trade-off μεταξύ εύρους ζώνης και επίδρασης θορύβου.

			Υλοποίηση 

			Κώδικας 2.5, με αποτελέσματα στο Πλαίσιο 2.9.
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			2.5.4	Παράδειγμα 2.6: Διαμόρφωση FM με σήμα συνεχούς φάσματος

			Να επαναληφθούν τα (Α) και (Β) του παραδείγματος 2.5 για δοσμένο σήμα βασικής ζώνης, συνεχούς φάσματος (π.χ. το sima_lp των παραδειγμάτων 2.1 και 2.4). Να δοκιμαστούν, ειδικότερα, δύο διαφορετικές τιμές σηματοθορυβικής σχέσης (SNR=25, SNR=40), και να διερευνηθεί η χρησιμότητα ζωνοπερατού φιλτραρίσματος πριν την αποδιαμόρφωση. Να επαληθευτούν οι προσεγγιστικές σχέσεις υπολογισμού του εύρους ζώνης FM: 

			

BFM≈2DR+1W,    DR>>1DR<<1

  (κανόνας του Carson)

			ή

			

BFM≈2DR+2W,    DR>2

,

			όπου DR=fΔ /W, ο λόγος απόκλισης και W το εύρος ζώνης του αρχικού σήματος.

			Υλοποίηση

			Κώδικας 2.6, με αποτελέσματα στο Πλαίσιο 2.10.

			[image: ]

			[image: ]

			[image: ]

			

	

2.6	Παραρτήματα

			2.6.1	Παράρτημα Π2.1:  Ο Μετασχηματισμός HILBERT στις τηλεπικοινωνίες
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2.6.2	Παράρτημα Π2.2:  Σταχυολόγηση κώδικα MATLAB επεξεργασίας/οπτικοποίησης τηλεπικοινωνιακών σημάτων
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					5	 Στη συμβατική ΑΜ το σήμα ανυψώνεται (με την προσθήκη μιας σταθεράς), ώστε να έχει μόνο θετικές τιμές. Αυτό, στο φάσμα, συνεπάγεται την εμφάνιση μιας κρουστικής στη φέρουσα συχνότητα
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			ΚΕΦΑΛΑΙΟ 3o:

			Βέλτιστη ψηφιακή αναγνώριση – Προσαρμοσμένα φίλτρα

			Σύνοψη

			Στο κεφάλαιο αυτό παρουσιάζεται η μέθοδος της βέλτιστης αναγνώρισης παλμών, οι οποίοι φέρουν ψηφιακά δεδομένα και έχουν αλλοιωθεί κατά τη μετάδοση με λευκό, αθροιστικό θόρυβο. Η μέθοδος υλοποιείται με το ονομαζόμενο «προσαρμοσμένο φίλτρο» (matched filter), το οποίο είναι κατά βάση ένας συσχετιστής σημάτων (correlator). Στο δέκτη, μια σειρά από προσαρμοσμένα φίλτρα (αντίστοιχα των διαφορετικών, γραμμικώς ανεξάρτητων παλμών του συμφωνημένου ρεπερτορίου μετάδοσης) υπολογίζουν τη συσχέτιση του παλμού τους με κάθε εισερχόμενο παλμό (γινόμενο και ολοκλήρωμα στη βασική περίοδο, Τ). Το φίλτρο με τη μεγαλύτερη τιμή εξόδου υποδεικνύει τον παλμό με τη μέγιστη «πιθανοφάνεια» (δηλ. τη μεγαλύτερη πιθανότητα να έχει εκπεμφθεί, υπό τη συνθήκη του ληφθέντος σήματος).

			Αφού παρουσιαστούν τα βασικά χαρακτηριστικά των προσαρμοσμένων φίλτρων, γίνεται γενίκευση στους Ν-διάστατους γραμμικούς σηματικούς χώρους. Γίνεται εν συντομία η ανάλυση σφάλματος και δίνονται επεξεργασμένα παραδείγματα αναγνώρισης ημιτονικών παλμών (FSK) και παλμών διαμορφωμένων κατά πλάτος (PAM ή ASK).

			3.1	Εισαγωγή

			Η μετάδοση ψηφιακών δεδομένων (ακολουθιών ψηφίων ή άλλων διακριτών συμβόλων) απó την πηγή πληροφορίας στον προορισμό γίνεται με απεικόνισή τους σε ακολουθίες στοιχειωδών διακριτών κυματομορφών, κατάλληλων για μετάδοση μέσω του διαθέσιμου διαύλου επικοινωνίας. Τα στοιχειώδη αυτά σήματα θα ονομάζουμε συμβατικά παλμούς, τις δε ακολουθίες των παλμών παλμοσειρές. Εκτός από τις παλμοσειρές αυτές καθαυτές, στον δέκτη είναι απαραίτητη και η πληροφορία χρονισμού για την οριοθέτηση των παλμών. Τις περισσότερες φορές η πληροφορία αυτή ενυπάρχει στις ίδιες τις παλμοσειρές από τον ειδικό τρόπο κατασκευής τους. Οι παλμοσειρές (μαζί με την πληροφορία χρονισμού τους) θα ονομάζονται ψηφιακές κυματομορφές (παρά την κάποια αντίφαση του όρου).

			Αν ο δίαυλος ήταν ιδανικός, δεν αλλοίωνε δηλαδή καθόλου τις μεταδιδόμενες κυματομορφές, ή οι όποιες αλλοιώσεις ήταν ντετερμινιστικές και άρα προβλέψιμες, θα ήταν εύκολο για τον δέκτη να ανεύρει μέσα στις λαμβανόμενες κυματομορφές τα μεταδιδόμενα δεδομένα. Το πρόβλημα έγκειται ακριβώς στο γεγονός ότι οι εκπεμπόμενες κυματομορφές αλλοιώνονται κατά τρόπο στοχαστικό (λόγω θορύβου ή άλλης στοχαστικής συμπεριφοράς του διαύλου), και η αναγνώρισή τους στον δέκτη γίνεται με κάποια πιθανότητα λάθους.

			Τα δύο βασικά προβλήματα που ανακύπτουν εδώ είναι:

			
					Σχεδιασμός του πομπού, σχεδιασμός δηλαδή κυματομορφών κατάλληλων για το διαθέσιμο είδος διαύλου με γνωστές ατέλειες.

					Σχεδιασμός του δέκτη. Ο δέκτης θα πρέπει να εφοδιαστεί με λειτουργίες αποκατάστασης και αναγνώρισης (detection) ή εκτίμησης (estimation), οι οποίες θα ανακτούν τα ψηφιακά δεδομένα από τις ψηφιακές κυματομορφές.

			

			Βασικό κριτήριο επίλυσης των παραπάνω δύο προβλημάτων είναι η ελαχιστοποίηση της πιθανότητας λάθους αναγνώρισης στον δέκτη. Για τον λόγο αυτόν ξεκινάμε στο παρόν κεφάλαιο με τη μελέτη των βασικών λειτουργιών αναγνώρισης ή εκτίμησης, καταρχήν μεμονωμένων κυματομορφών (παλμών). Στο επόμενο κεφάλαιο η μελέτη επεκτείνεται σε ακολουθίες τέτοιων παλμών (παλμοσειρές), όπου έρχεται στο προσκήνιο η επίδραση του εύρους ζώνης του διαύλου.

			Για τα προσαρμοσμένα φίλτρα υπάρχει εκτενής βιβλιογραφία. Ο αναγνώστης ενδεικτικά παραπέμπεται στο [HAYK2010, ενότ. 8.2].

			3.2	Ορισμός και ιδιότητες του Σύμφωνου Προσαρμοσμένου Φίλτρου (ΣΠΦ)

			Τα προσαρμοσμένα φίλτρα (matched filters) χρησιμοποιούνται στους δέκτες συστημάτων ψηφιακής επικοινωνίας, με σκοπό την ελαχιστοποίηση της πιθανότητας λανθασμένης αναγνώρισης των εκπεμπόμενων συμβόλων, όταν τα σήματα-παλμοί που τα μεταφέρουν αλλοιώνονται κατά την εκπομπή ή και κατά την επεξεργασία τους στον δέκτη (φιλτράρισμα, ενίσχυση) με λευκό αθροιστικό θόρυβο.

			3.2.1	Ορισμός ΣΠΦ

			Έστω G(f) η συνάρτηση μεταφοράς γραμμικού φίλτρου στον δέκτη συστήματος εκπομπής-λήψης παλμών, όπως στη διάταξη του σχ. 3.1α. Αν ο εκπεμπόμενος παλμός h(t) [διάρκειας Τ, ενέργειας Εh] αλλοιώνεται με λευκό αθροιστικό θόρυβο w(t), έστω πυκνότητας (δίπλευρου) φάσματος ισχύος Νο/2, τότε η σηματοθορυβική σχέση στην έξοδο του φίλτρου κατά τη στιγμή δειγματοληψίας t=T μεγιστοποιείται όταν:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							[image: ]

						
							
							(3.1)

						
					

				
			

			όπου H(f) ο μετασχηματισμός Fourier του παλμού h(t) και c οποιαδήποτε σταθερά.

			[image: ]

			[image: ]

			3.2.2	Χρονική απόκριση του ΣΠΦ

			Στο πεδίο του χρόνου η (3.1) γράφεται:
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							(3.2)

						
					

				
			

			Η χρονική απόκριση του φίλτρου στον παλμό h(t) δίνεται από τη συνέλιξή του με την g(t) της (3.2):

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							

hot=∫-∞∞gτht-τdτ=c∫-∞∞hT-τht-τdτ

 

						
							
							(3.3)

						
					

				
			

			Η χρονική απόκριση του φίλτρου (συνέλιξη με g(t)) στο θορυβώδες σήμα r(t)=h(t)+w(t) δείχνεται στο σχήμα 3.2(γ).

			[image: ]

			3.2.3	Το προσαρμοσμένο φίλτρο ως συσχετιστής

			Το προσαρμοσμένο φίλτρο λειτουργεί στην πραγματικότητα ως συσχετιστής, αφού η έξοδός του κατά τη στιγμή δειγματοληψίας (στο τέλος της περιόδου Τ) είναι η συσχέτιση <h,r> του λαμβανόμενου θορυβώδους σήματος με τον εν λόγω παλμό. Προφανώς, απαιτείται συγχρονισμός για να γίνει σωστά η συσχέτιση και η δειγματοληψία στον δέκτη, όπως εξηγείται αναλυτικότερα στην παράγραφο 3.3.6, εξού και το όνομα σύμφωνη αναγνώριση και Σύμφωνο Προσαρμοσμένο Φίλτρο – ΣΠΦ).

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



ro[T]=<h,r>=∫0Thtrtdt=∫0Th2tdt+∫0Thtwtdt∑n=1Nsh[n]r[n]=∑n=1Nsh2[n]+∑n=1Nsh[n]w[n]





						
							
							(3.4)

						
					

				
			

			3.2.4	Βελτίωση της σηματοθορυβικής σχέσης με το ΣΠΦ

			Η σηματοθορυβική σχέση κατά τη στιγμή δειγματοληψίας στην έξοδο του ΣΠΦ γίνεται μέγιστη, ίση με:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							

SoutNoutmax≡ho2[T]Ewo2[T]=2EhNo=SinNo21T
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							(3.5)

						
					

				
			

			Και είναι ανεξάρτητη από το εύρος ζώνης Fs του θορύβου που έχει υπερτεθεί.

			Με την υπόθεση σταθερής φασματικής πυκνότητας θορύβου, η ισχύς θορύβου είναι ανάλογη της συχνότητας δειγματοληψίας Fs, και η σηματοθορυβική σχέση αντιστρόφως ανάλογη αυτής. Ωστόσο, στην έξοδο του ΣΠΦ η σηματοθορυβική σχέση παραμένει σταθερή, σύμφωνα με τη σχέση (3.5), και υπό αυτήν την έννοια το ΣΠΦ παρέχει βελτίωση της σηματοθορυβικής σχέσης κατά τον παράγοντα 

FsT

.

			[image: ]

			Συμπερασματικά, στην έξοδο του ΣΠΦ έχουμε ένα ισοδύναμο εύρος ζώνης θορύβου ίσο με το Baud Rate 1/T, και όχι ίσο με τη συχνότητα δειγματοληψίας.

			Ένα σύστημα ψηφιακής μετάδοσης χρησιμοποιεί Μ διακριτούς παλμούς, σε καθέναν από τους οποίους κωδικοποιεί logΜ bits πληροφορίας. Εν γένει απαιτούνται Μ διαφορετικά προσαρμοσμένα φίλτρα, ένα για κάθε παλμό. Κατά την αποδιαμόρφωση επιλέγεται (στο τέλος κάθε περιόδου Τ) εκείνος ο παλμός του οποίου το αντίστοιχο φίλτρο δίνει τη μεγαλύτερη έξοδο. Η γενική προσέγγιση της επόμενης παραγράφου, ωστόσο, αποδεικνύει ότι απαιτούνται τόσα προσαρμοσμένα φίλτρα όση η διάσταση του γραμμικού σηματικού χώρου.

			3.3	Προσαρμοσμένα Φίλτρα στον Ν-διάστατο σηματικό χώρο

			Σύμφωνα με τη σχέση (3.4), η έξοδος του προσαρμοσμένου φίλτρου κατά τη στιγμή δειγματοληψίας δίνει τη συσχέτιση (correlation) του λαμβανόμενου σήματος με τον παλμό στον οποίο είναι προσαρμοσμένο το φίλτρο ή, αλλιώς, το εσωτερικό γινόμενο των δύο αυτών σημάτων, θεωρούμενων ως διανυσμάτων στον γραμμικό, μετρικό χώρο με μέτρο την τετραγωνική ρίζα της ενέργειας των σημάτων.

			Στον χώρο αυτόν (που ονομάζεται και σηματικός χώρος – signal space) κάθε παλμός αντιστοιχεί σε ένα σημείο, το δε σύνολο των σημείων-παλμών αποτελεί τον σηματικό αστερισμό (signal constellation) του συστήματος ψηφιακής μετάδοσης. Οι χρησιμοποιούμενοι παλμοί δεν είναι κατ’ ανάγκη όλοι γραμμικά ανεξάρτητοι, οπότε το μέγεθος του σηματικού αστερισμού Μ μπορεί να είναι μεγαλύτερο από τη διάσταση του σηματικού χώρου Ν. Τυπικά παραδείγματα τέτοιας περίπτωσης είναι όλα τα συστήματα PSK και QAM, των οποίων ο σηματικός χώρος είναι δισδιάστατος (Ν=2).6

			Στη συνέχεια διατυπώνεται συνοπτικά το πρόβλημα της κωδικοποίησης – διαμόρφωσης και βέλτιστης αναγνώρισης στον Ν-διάστατο σηματικό χώρο. Θα καταστεί φανερό ότι αρκούν Ν (και όχι Μ, αν Μ>Ν) προσαρμοσμένα φίλτρα, δηλ. τόσα, όση η διάσταση του σηματικού χώρου.

			3.3.1	Ο γραμμικός σηματικός χώρος

			Ο χώρος των Μ διαφορετικών κυματομορφών-παλμών, 

{sit,    i=1,2...M}

, εφοδιασμένος με την πράξη της συσχέτισης και το αντίστοιχο μέτρο (λαμβανόμενο από τη συσχέτιση σήματος με τον εαυτό του), είναι ένας γραμμικός μετρικός χώρος ο οποίος μπορεί να παραχθεί (“be spanned”) από Ν ορθοκανονικά σήματα 

{ϕjt,    j=1,2...N}

,  N≤M. Ο χώρος διέπεται, συνεπώς, από τις παρακάτω σχέσεις:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							

<si,sj>≡∫0Tsitsjtdt

,  

si2≡<si,si>=∫0Ts i2tdt



						
							
							(3.7)

						
					

				
			

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



<ϕi,ϕj>=1,    i=j0,    i≠j
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sit=∑j=1Nαijϕjt,    aij=<si,ϕj>





						
							
							(3.9)

						
					

				
			

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



si2=∑j=1Nα ij2,    si-sk2=∑j=1Nαij-αjk2





						
							
							(3.10)

						
					

				
			

			Με γνωστά τα 

{ϕjt,    j=1,2...N}

 (= βάση του γραμμικού χώρου), κάθε σήμα-σημείο του χώρου μπορεί να δοθεί από τις Ν συντεταγμένες του, 

{αij,  j=1,2...N}

.

			[image: ]

			3.3.2	Αλγόριθμος ορθογωνοποίησης Gram-Schmidt (Gram-Schmidt orthogonalization)

			[image: ]

			Στη συνέχεια, η ανεξάρτητη μεταβλητή χρόνου t για τα σήματα του σηματικού αστερισμού και τα ορθοκανονικά σήματα μπορεί να παραλείπεται και οι συμβολισμοί si(t) και si θα χρησιμοποιούνται ως ταυτόσημοι.

			3.3.3	Το πρόβλημα της αναγνώρισης στον Ν-διάστατο χώρο

			Υποθέτουμε ότι ένας εκπεμπόμενος παλμός 

si

 αλλοιώνεται από ανεξάρτητο, αθροιστικό θόρυβο και εκείνο που λαμβάνει ο δέκτης είναι κυματομορφή r, η οποία απέχει από την εκπεμφθείσα κατά τον όρο θορύβου w:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



r=si+w





						
							
							(3.11)

						
					

				
			

			Υποθέτουμε, επίσης, ότι τα σήματα w και, συνεπώς, τα r ανήκουν στον σηματικό μας χώρο, αφού κάθε άλλη συνιστώσα θα αποκοπεί από τα φίλτρα εισόδου του δέκτη. Έτσι:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



r=∑j=1Nα-jϕj,        α-j=<r,ϕj>





						
							
							(3.12)

						
					

				
			

			Η (3.12) υλοποιείται ως μια συστοιχία Ν συσχετιστών (προσαρμοσμένων φίλτρων) που δίνουν τις προβολές του ληφθέντος σήματος r στα Ν ορθοκανονικά διανύσματα-σήματα, όπως σχηματικά δείχνεται στο σχήμα 3.4(β). Το σχήμα 3.4(α) δίνει την κατασκευή του σήματος si στον πομπό, σύμφωνα με τη σχέση (3.9).

			[image: ]

			Το πρόβλημα της αναγνώρισης μπορεί να διατυπωθεί ως εξής:

			[image: ]

			Αναζητούμε, λοιπόν, εκείνο το i για το οποίο μεγιστοποιείται η πιθανότητα να έχει εκπεμφθεί το si δεδομένου του r, ήτοι:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



maxipsi|r





						
							
							(3.13)

						
					

				
			

			Οι εκ των υστέρων πιθανότητες (a posteriori probabilities) της σχέσης (3.13) μπορούν να αναχθούν στις πιο εύχρηστες εκ των προτέρων πιθανότητες (a priori probabilities) με τη βοήθεια του θεωρήματος του Bayes (εδώ εκφρασμένου για διακριτούς και συνεχείς δειγματικούς χώρους):

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



psi|r=psifrr|sifrr





						
							
							(3.14)

						
					

				
			

			όπου 

frr|si

 η υπό συνθήκη (το si) συνάρτηση πυκνότητας πιθανότητας (probability density function) του r και 

frr

 η αντίστοιχη συνάρτηση χωρίς συνθήκη (βλέπε σχετικό Πλαίσιο 3.5).

			Λόγω της (3.14), και με την πρόσθετη υπόθεση ότι οι παλμοί si εκπέμπονται με ίδια πιθανότητα, δηλ. p(si)=1/Μ , η μεγιστοποίηση της 

psi|r

 στην (3.13) ισοδυναμεί με μεγιστοποίηση της 

frr|si

 ως προς i (η συνάρτηση 

frr

 είναι ανεξάρτητη του i). Οι συναρτήσεις {

frr|si,    i=1,2...M

 } ονομάζονται συναρτήσεις πιθανοφάνειας (likelihood functions), η δε αναγνώριση που βασίζεται στην εύρεση της μέγιστης εξ αυτών για ληφθέν r ονομάζεται αναγνώριση μέγιστης πιθανοφάνειας (maximum likelihood detection).

			[image: ]

			3.3.4	Αναγνώριση μέγιστης πιθανοφάνειας σε αθροιστικό γκαουσιανό θόρυβο

			Όταν ο θόρυβος είναι αθροιστικός, τύπου Gauss, οι συναρτήσεις πιθανοφάνειας είναι κανονικές κατανομές με κέντρα τα αντίστοιχα si στον Ν-διάστατο χώρο.

			Για μονοδιάστατους αστερισμούς (διαμόρφωσης πλάτους) είναι

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



frr|si=e-r-siσ22σ2π=e-(r-si)2NoNoπ





						
							
							(3.15α)

						
					

				
			

			όπου έχει ληφθεί υπόψη ότι στην έξοδο του προσαρμοσμένου φίλτρου και για ισχύ σήματος ανάλογη του 

si2

 η αντίστοιχη ισχύς θορύβου σ2 είναι ανάλογη του Νο/2.

			Στον Ν-διάστατο χώρο οι γκαουσιανές συναρτήσεις πιθανοφάνειας εκφράζονται ως

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



frr|si=e-r-si2NoNoπN





						
							
							(3.15β)

						
					

				
			

			Στο Πλαίσιο 3.6 δείχνονται σχηματικά τέτοιες συναρτήσεις για Ν=2.

			[image: ]

			Αντί για τη μεγιστοποίηση των ίδιων των συναρτήσεων πιθανοφάνειας, μπορούμε, ισοδύναμα, να μεγιστοποιήσουμε τους φυσικούς τους λογαρίθμους:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



maxilnfrr|si





						
							
							(3.16)

						
					

				
			

			Η (3.16), συνδυαζόμενη με την (3.15) για γκαουσιανές συναρτήσεις πιθανοφάνειας, ισοδυναμεί με ελαχιστοποίηση αποστάσεων στον Ν-διάστατο χώρο:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							(3.15) & (3.16) ↔ 

mini{r-si,    i=1,2...M}



						
							
							(3.17α)

						
					

				
			

			ή, ισοδύναμα,

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



mini{∑n=1N(ain-a-n)2,    i=1,2...M}





						
							
							(3.17β)

						
					

				
			

			Επιλέγουμε, δηλαδή, εκείνο το si που βρίσκεται πλησιέστερα (πάντα κατά την έννοια της συσχέτισης) στο ληφθέν r. Έτσι ο σηματικός χώρος μπορεί να διαμεριστεί σε περιοχές απόφασης, μία για κάθε σημείο si, το δε πρόβλημα μπορεί να αναχθεί σε γεωμετρικό.

			3.3.5	Ανάλυση σφάλματος

			Ας συμβολίσουμε με 

Si

 την περιοχή απόφασης του παλμού si και με 

S-i

 την συμπληρωματική της στον σηματικό μας χώρο, S. Έτσι είναι:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							

∪iSi=S

,     

Si∪S-i=S



						
							
							(3.18)

						
					

				
			

			Η πιθανότητα εσφαλμένης ανίχνευσης συμβόλου Pe δίνεται από τη σχέση:

			



Pe=∑i=1MPr{si∩r∈S-i}=∑i=1MPr{si}Pr{r∈S-i|si}=∑i=1MPrsi∫S-ifrr|sidr





			η οποία, για ισοπίθανα si, γίνεται:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



Pe=1M∑i=1M∫S-ifrr|sidr





						
							
							(3.19)

						
					

				
			

			Η δυσκολία με τη σχέση (3.19) έγκειται στο ότι η ολοκληρούμενη ποσότητα είναι, για γκαουσιανό θόρυβο, της μορφής 

e-x2

 και δεν ολοκληρώνεται σε κλειστή μορφή. Σε ειδικές περιπτώσεις (π.χ. για μονοδιάστατο σηματικό χώρο) μπορεί να υπολογιστεί με τη βοήθεια της συμπληρωματικής συνάρτησης λάθους (complementary error function), η οποία ορίζεται ως:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



erfcx≡2π∫x∞e-y2dy





						
							
							(3.20)

						
					

				
			

			και δίνεται σε πίνακες ή με προσεγγιστικούς τύπους (βλ. Παράρτημα Π3.1).

			Για σηματικό αστερισμό δύο σημείων, με 

s1-s2=d

 και 

s1=s2=E=d/2

 (αντίποδα σήματα) και γκαουσιανές συναρτήσεις πιθανοφάνειας όπως στη σχέση (3.15α), η (3.19) γίνεται:
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							(3.21)

						
					

				
			

			Στο παράδειγμα 3.2 θα υπολογιστεί η πιθανότητα λάθους για σηματικό αστερισμό L>2 σημείων σε μονοδιάστατο σηματικό χώρο (L-ASK).

			Υπολογισμός άνω φράγματος της πιθανότητας λάθους στον Ν-διάστατο χώρο

			Είναι δυνατόν να υπολογίσουμε ένα άνω φράγμα της (3.19) με βάση τις σχέσεις

			



∫S-ifrr|sidr=∑k=1k≠iMPr{r∈Sk|si}≤∑k=1k≠iMPr{r-sk<r-si|si}≤∑k=1k≠iM12erfcdik2No





			οπότε
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							(3.22)

						
					

				
			

			με την ισότητα να ισχύει όταν Μ=2, ταυτιζόμενη με τη σχέση (3.21).

			Τέλος, μπορούμε να αντικαταστήσουμε τις αποστάσεις dik στην (3.22) με την ελάχιστη εξ αυτών dmin, και να πάρουμε ένα ακόμη απλούστερο (όμως χονδροειδέστερο) άνω φράγμα της πιθανότητας λάθους:
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							(3.23)

						
					

				
			

			Από τη σχέση (3.23) είναι φανερό ότι, για δεδομένη πυκνότητα ισχύος θορύβου Νο, έχουμε ελαχιστοποίηση της πιθανότητας λάθους (ή, έστω, ενός άνω φράγματος αυτής) όταν μεγιστοποιηθεί η ελάχιστη απόσταση μεταξύ των σημείων του σηματικού αστερισμού. Για δεδομένη ισχύ πομπού (δηλαδή δεδομένη μέγιστη απόσταση των σημείων από την αρχή των αξόνων), αυτό συμβαίνει όταν τα σημεία κατανεμηθούν ομοιόμορφα στην υπερσφαίρα που αντιστοιχεί στην ισχύ αυτή.

			3.3.6	Σύμφωνα και Ασύμφωνα συστήματα αναγνώρισης

			Το επικοινωνιακό σύστημα του Πλαισίου 3.4 βασίζεται στην υπόθεση ότι στον δέκτη υπάρχει η δυνατότητα της απόλυτα πιστής αναπαραγωγής των ορθοκανονικών σημάτων 

ϕjt

, που χρησιμοποιούνται στον πομπό ως συναρτήσεις βάσης των κυματομορφών 

sit

. Η υπόθεση αυτή δικαιολογείται για όλες τις παραμέτρους εκτός της καθυστέρησης ή αντίστοιχα της φάσης των αρμονικών συναρτήσεων που είτε χρησιμοποιούνται αυτούσιες είτε συμβάλλουν στη δημιουργία των 

ϕjt

, σε σχέση με τις λαμβανόμενες κυματομορφές. Η καθυστέρηση, έστω μόνο λόγω διάδοσης, μεταξύ πομπού-δέκτη είναι κατά κανόνα άγνωστη και μεταβλητή λόγω πολλαπλών ανακλάσεων, διακυμάνσεων των διηλεκτρικών και διαμαγνητικών σταθερών του μέσου κ.λπ. Όπως θα φανεί ευθύς αμέσως, το σύστημα του Πλαισίου 3.4 αποδίδει μόνο με την προϋπόθεση πιστής αναπαραγωγής της φάσης των 

ϕjt

 στον δέκτη και ονομάζεται για τον λόγο αυτόν σύμφωνο. Η αναπαραγωγή αυτή γίνεται με διάφορες τεχνικές, η απλούστερη των οποίων είναι η παράλληλη εκπομπή σήματος-πιλότου που διέρχεται ακριβώς από τον ίδιο δίαυλο και μπορεί να χρησιμοποιηθεί ως αναφορά στον δέκτη. Εν γένει το πρόβλημα της συμφωνίας στον δέκτη είναι δύσκολο και «ακριβό» στις τεχνικές επίλυσής του. Αφού λοιπόν δούμε στην παρακάτω κάπως ειδικότερη περίπτωση πώς η λειτουργία του σύμφωνου δέκτη πραγματικά καταρρέει με την ασυμφωνία της φάσης, θα εξετάσουμε τις εναλλακτικές υλοποιήσεις ασύμφωνου δέκτη, καθώς και την αναπόφευκτη αυξημένη επίδραση του θορύβου που τη συνοδεύει.

			Στο σχήμα 3.7(α) (Πλαίσιο 3.7) δίνονται τα γενετήρια διανύσματα 

ϕj,  j=1,2

 ενός συστήματος Δυαδικής Μεταλλαγής Συχνότητας (Binary Frequency Shift Keying-BFSK), για το οποίο είναι Μ=Ν=2. Ας υποθέσουμε ότι τα δύο σήματα που κατασκευάζει ο πομπός κατά το σχήμα 3.5(α) είναι συγγραμμικά των 

ϕ1

 και 

ϕ2

. Υποθέτουμε επιπλέον ότι τα σήματα αυτά φθάνουν στον δέκτη με άγνωστη ή/και τυχαία μεταβαλλόμενη φάση θ στο διάστημα [0, 2π], ενώ αγνοούμε προς το παρόν την επίδραση του θορύβου, δηλαδή

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



rit=2ETcos2πfit+θ,    i=1,2,    0≤t≤T





						
							
							(3.24)

						
					

				
			

			Για τον δέκτη ΣΠΦ του σχήματος 3.5(β) έχουμε

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



α-ij=2ET∫0Tcos2πfit+θcos2πfjtdt,    i=1,2,    j=1,2





						
							
							(3.25)

						
					

				
			

			Οι συντελεστές 

α-ij

 εξαρτώνται από το θ, όπως φαίνεται στο σχήμα 3.7(β), και είναι φανερό ότι η άγνοια ή/και τυχαία μεταβολή της φάσης θ καταστρέφει τη λειτουργία του δέκτη. Οι καμπύλες του σχ. 3.7(β) αναφέρονται στη μέση τιμή των συντελεστών Ε{

α-ij

 }, για να καλύψουν και την περίπτωση παρουσίας αθροιστικού θορύβου.

			[image: ]

			Είναι φανερό ότι το κλείδωμα και ως εκ τούτου ο συσχετισμός του σήματος με τους παλμούς αναφοράς του δέκτη δεν είναι εύκολα σε κλίμακα του διαστήματος [0,Τ].

			Η (3.24) γράφεται και ως

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



rit=2ET[cosθcos2πfit-sinθsin2πfit],    i=1,2,    0≤t≤T





						
							
							(3.26)

						
					

				
			

			και η σύμφωνη διάταξη του συσχετιστή διασπάται τώρα στην ασύμφωνη που περιέχει δύο κάθετες μεταξύ τους συνιστώσες 

ϕjd,  ϕjq

 για το σήμα αναφοράς 

ϕj

, όπως στο σχήμα 3.8(β). Με τον εγκάρσιο (quadrature) αυτόν συσχετιστή του δέκτη παίρνουμε σαν ολοκληρώματα στο διάστημα [0,Τ] τις ποσότητες 

2E/Tcosθ

 και 

2E/Tsinθ

, από όπου εύκολα παίρνουμε ως υποτείνουσα την ποσότητα 

E

 που εξαρτάται μόνο από την ενέργεια Ε του σήματος, χωρίς καμία επίδραση της φάσης. Η ερμηνεία των παραπάνω με αναφορά στο σχήμα 3.7β είναι ότι: για τις τεταγμένες 

a1

 και 

a2

 οποιωνδήποτε σημείων με απόσταση π/2 ισχύει η σχέση 

α12+α22=E

 (ανεξάρτητο του θ). Εύκολα επίσης συνάγεται ότι, για την άλλη συχνότητα, ο εγκάρσιος συσχετιστής δίνει 0. Με αυτόν τον τρόπο, βλέπομε ότι ο εγκάρσιος (ασύμφωνος – non-coherent) συσχετιστής λύνει το πρόβλημα της άγνωστης φάσης θ.

			Η ισοδυναμία συσχετιστή και προσαρμοσμένου φίλτρου, όπως παρατηρήθηκε στην ενότητα 3.2 για το ΣΠΦ, ισχύει και εδώ, έτσι ώστε οι δύο εγκάρσιοι συσχετιστές του σχήματος 3.8(β) να μπορούν να αντικατασταθούν με προσαρμοσμένα φίλτρα. Πιο ενδιαφέρουσα είναι η ισοδυναμία σε κλίμακα όχι του καθαυτό σήματος αλλά της περιβάλλουσάς του, με το λεγόμενο ασύμφωνο προσαρμοσμένο φίλτρο (noncoherent matched filter) κατά το σχήμα 3.8(γ). Με κρουστική απόκριση 

gjt=2/Tcos[2πfjT-t]

, που είναι προσαρμοσμένη μόνο για τη φάση θ=0, και είσοδο 

rit=2E/Tcos2πfit+θ

 παίρνουμε ως απόκριση του φίλτρου:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



yijt=2TEcos2πfit⊗cos2πfjT-t=Ytcos2πfi+θ,    i=j0,                        i≠j    





						
							
							(3.27α)

						
					

				
			

			Όπου:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



Yt=EtT,            0≤t≤TE2-tT,    T≤t≤2T0,                    t≥2T





						
							
							(3.27β)

						
					

				
			

			Για τις παραπάνω σχέσεις έχουμε υποθέσει ότι 

T=2πfik,    k>>1

.

			Σχηματικά, η διαδικασία της συνέλιξης της σχέσης (3.27α) φαίνεται στο σχήμα 3.9: η γραμμική αύξηση/μείωση της περιβάλλουσας της συνάρτησης είναι αυτή που ενδιαφέρει, και προέρχεται από την πεπερασμένη διάρκεια των ταλαντώσεων της εισόδου και της κρουστικής απόκρισης. Για t=T η περιβάλλουσα παίρνει τη μέγιστη τιμή. Εξάλλου, η έξοδος της διάταξης του σχήματος 3.8(β) είναι:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



Iij=YT=E,    i=j0,                  i≠j





						
							
							(3.28)

						
					

				
			

			Αρκεί λοιπόν η ανίχνευση της περιβάλλουσας του σήματος (3.27) (ανόρθωση και βαθυπερατό φίλτρο, μαζί με δειγματισμό της στο μέγιστο t=T), έτσι ώστε η χρήση του ασύμφωνου προσαρμοσμένου φίλτρου να αποτελεί μια ισοδύναμη δυνατότητα πραγματοποίησης του δέκτη κατά το σχήμα 3.8(γ).

			Toνίζεται εδώ ότι καθεμία από τις διατάξεις του Πλαισίου 3.6 αντιστοιχεί μόνο σε έναν κλάδο, τον j, του δέκτη στο σχήμα  3.5(γ).
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			3.3.7	Επίδραση θορύβου στον ασύμφωνο δέκτη

			Είδαμε ότι ο ασύμφωνος δέκτης είναι τεχνολογικά απλούστερος, καθόσον δεν απαιτεί εκπομπή σήματος αναφοράς ή κατ’ άλλο τρόπο ανακατασκευή της φάσης της εκπεμπόμενης κυματομορφής. Ως επακόλουθο όμως της λιγότερης πληροφορίας που χρειάζεται ή λαμβάνεται υπόψη στον δέκτη, έχουμε δυσμενέστερη συμπεριφορά του δέκτη ως προς τον θόρυβο, όπως θα φανεί καθαρά με τη σύγκριση των σχημάτων (σύμφωνης) BPSK και ασύμφωνης BFSK σε επόμενο κεφάλαιο.

			Η ανάλυση της επίδοσης του ασύγγρονου δέκτη παρουσία θορύβου [ΗΑΥΚ88, κεφ. 7] δίνει τα εξής άνω φράγματα για την πιθανότητα εσφαλμένου συμβόλου, κατ’ αντιστοιχία των σχέσεων (3.21) και (3.23):
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							(3.29)
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							(3.30)

						
					

				
			

			3.4	Επεξεργασμένα παραδείγματα

			3.4.1	Παράδειγμα 3.1: Δυαδική μετάδοση με ημιτονικούς παλμούς και αναγνώριση ΣΠΦ

			Έστω ότι χρησιμοποιούνται δύο ημιτονικοί παλμοί, s1 και s2, μίας και δύο πλήρων περιόδων αντίστοιχα (δυαδική μεταλλαγή συχνότητας).

			Α.	Να γραφεί πρόγραμμα με την εξής λειτουργία:

			
					Για δεδομένη ακολουθία δυαδικών ψηφίων b[k], k=1,2...Κ=10, παράγει παλμοσειρά 

S[k]=[si],  i∈{1,2}

, σύμφωνα με την αντιστοιχία 0→s1, 1→s2. Η S[k] είναι πίνακας [

NsxK

], του οποίου κάθε στήλη είναι παλμός si στο διακριτό πεδίο (δείγματα πλήθους Ns).

					Παράγει και υπερθέτει στην ψηφιακή παλμοσειρά λευκό γκαουσιανό θόρυβο, για δεδομένη σηματοθορυβική σχέση.

					Υπολογίζει και σχεδιάζει τις αποκρίσεις των προσαρμοσμένων φίλτρων στη θορυβώδη παλμοσειρά εισόδου, με ενδείξεις επί του σχήματος για τις χρονικές στιγμές δειγματοληψίας, καθώς και τα κωδικοποιημένα δυαδικά ψηφία. Αυτό να γίνει για δύο τιμές σηματοθορυβικής σχέσης: (α) SNR=10 db, (b) SNR=-20db.

			

			Β.	Μιά άλλη έκδοση του παραπάνω προγράμματος και για μια μεγάλη ακολουθία εισόδου b[k] (μήκους π.χ. Κ=50000) να επαληθεύσει ότι η βελτίωση της σηματοθορυβικής σχέσης ισούται με το πλήθος Ns των δειγμάτων των παλμών si (εντός της βασικής περιόδου Τ).

			Υλοποίηση

			Κώδικες 3.1 και 3.2.Α. 

			[image: ]
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			Β. 

			[image: ]

			Με τα δεδομένα του παραπάνω παραδείγματος παίρνουμε απόκριση παρόμοια με την ακόλουθη:

			[image: ]

			Κάθε ανεξάρτητη εκτέλεση του προγράμματος θα μας δίνει ενδεχομένως ελαφρώς διαφοροποιημένα αποτελέσματα. Αυτό είναι φυσικό, λόγω των διαφορετικών κάθε φορά στιγμιότυπων θορύβου.

			Επαληθεύεται συνεπώς ότι η βελτίωση του σηματοθορυβικού λόγου με το ΣΠΦ είναι περίπου ίση με το Νs.  Ας σημειωθεί ότι δεν απαιτείται η συνθήκη γκαουσιανής κατανομής για την αλήθεια του συμπεράσματος αυτού, παρά μόνο ότι ο θόρυβος είναι λευκός, αθροιστικός, στατιστικά ανεξάρτητος του σήματος (θα μπορούσε να χρησιμοποιηθεί, π.χ., ομοιόμορφη κατανομή).

			3.4.2	Παράδειγμα 3.2: Πιθανότητα εσφαλμένης ανίχνευσης συμβόλων L-ASK

			Α.	Έστω αστερισμός L σημείων, κείμενων επί ευθείας γραμμής στις θέσεις 

±E1,    ±3E1,    ...,  ±L-1E1

 .

			Για ισοπίθανα σύμβολα, να υπολογιστεί θεωρητικά η πιθανότητα εσφαλμένης ανίχνευσης συμβόλου (ή το Symbol Error Rate - SER) για λευκό αθροιστικό θόρυβο Gauss, συναρτήσει των L και 

Eb,avNo

.

			Β. Να γραφεί πρόγραμμα-συνάρτηση σε MATLAB με την εξής λειτουργία:

			α)	Παράγει σήμα εκ τυχαίων συμβόλων, με ορθογωνικούς παλμούς διάρκειας Τ και πλάτους εκ του συνόλου 

±A,    ±3A,    ...,  ±L-1A

, και υπερθέτει θόρυβο AWGN συγκεκριμένου ανηγμένου σηματοθορυβικού λόγου 

Eb,avNo

.

			β)	Εξομοιώνει δέκτη σύμφωνου προσαρμοσμένου φίλτρου για τη φώραση της ως άνω παλμοσειράς και υπολογίζει τον ρυθμό εσφαλμένων συμβόλων (SER).

			Γ.	Να σχεδιαστούν θεωρητικές καμπύλες BER για L=4,8,16 και, με χρήση της συνάρτησης εξομοίωσης του ερωτήματος Β.b και του bertool του MATLAB, να υπολογιστούν και υπερτεθούν σημεία εξομοίωσης για διάφορες τιμές του 

Eb,avNo

 στην περιοχή 1,...20 db.

			Υλοποίηση:

			Α. Στο Πλαίσιο 3.11 έχει σχεδιαστεί ο σηματικός χώρος συγγραμμικών σημείων και έχουν υπερτεθεί γκαουσιανές συναρτήσεις πιθανοφάνειας. Λόγω του αθροιστικού (ανεξάρτητου από το σήμα) θορύβου, οι συναρτήσεις αυτές είναι ίδιου εύρους και, συνεπώς, τέμνονται στα μεσοδιαστήματα των σημείων του αστερισμού, ορίζοντας έτσι ίσα διαστήματα απόφασης γύρω από τα σημεία.
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			Με τους συμβολισμούς:

			
					

pi

: η πιθανότητα εκπομπής του συμβόλου si, i=1,2,… L

					

pe,i

: η πιθανότητα σφάλματος, υπό συνθήκη ότι εστάλη το σύμβολο si

			

			η πιθανότητα εσφαλμένου συμβόλου Pe εκφράζεται ως εξής:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



Pe=∑i=1Lpipe,i=1L212erfcE1No+∑i=1L-2erfcE1No=L-1LerfcE1No





						
							
							(3.31)

						
					

				
			

			Η μέση ενέργεια συμβόλου εκφράζεται, συναρτήσει των Ε1 και L, ως εξής:
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							(3.32)

						
					

				
			

			Λύνοντας την τελευταία σχέση ως προς Ε1 και αντικαθιστώντας στην (3.31), παίρνουμε:
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							(3.33)

						
					

				
			

			B. Η ζητούμενη συνάρτηση MATLAB δίνεται από τον Κώδικα 3.3. Σε σχέση με τη γενικότερη διατύπωση του ερωτήματος (Α) και με τους εξής πρόσθετους συμβολισμούς:

			
					Τ: η διάρκεια κάθε παλμού,

					nsamp: ο αριθμός δειγμάτων σήματος στη διάρκεια Τ ενός παλμού,

			

			εδώ είναι Ε1=Α2Τ.

			Στον Κώδικα 3.3, και χωρίς βλάβη της γενικότητας, έχει ληφθεί το πλάτος του μικρότερου παλμού Α ίσο με 1. Αφού παραχθεί διάνυσμα συμβόλων (τυχαίων τιμών, ομοιόμορφα κατανεμημένων στα L πλάτη), έστω x(1xΚ), δημιουργείται αντίστοιχο διάνυσμα σήματος ορθογωνικών παλμών y(1xnsamp.K) , με επανάληψη κάθε συμβόλου του x, nsamp φορές [με χρήση της rectpulse(x,nsamp)].

			Η ισχύς θορύβου, που πρέπει να προστεθεί σε κάθε δείγμα του y ώστε να εξασφαλιστεί συγκεκριμένη τιμή ανηγμένου σηματοθορυβικού λόγου Eb,av/No, υπολογίζεται ως εξής, λαμβανομένου υπόψη ότι το μέγιστο εύρος ζώνης (σήματος και θορύβου) είναι ίσο με τη συχνότητα δειγματοληψίας Fsamp/2:

			

N=No2Fsamp=No2Tsamp=No2T/nsamp=Nonsamp2T

 ,

			η δε σηματοθορυβική σχέση είναι     

SN=2STNonsamp=2EavNonsamp=2log2LnsampEb,avNo

.

			Δεδομένου ότι η ισχύς της παλμοσειράς είναι (λόγω της 3.5):

			

S=Eav/T=A2L2-13

, 

			ο συνδυασμός των παραπάνω σχέσεων δίνει:

			[image: ]

			Η συνάρτηση του Κώδικα 3.3 μπορεί να κληθεί για διάφορες τιμές των k και EbNo για τον υπολογισμό και σχεδιασμό καμπυλών BER<->Eb/No. Αυτό μπορεί να γίνει και μέσω του ειδικού εργαλείου του MATLAB, bertool, με τη βασική του συνάρτηση υπολογισμού του ΒΕR να διαμορφώνεται όπως στον Κώδικα 3.4. Με bold δείχνονται τα τμήματα κώδικα που εισάγονται στο έτοιμο template του bertool, το μεν (Α) για την αρχικοποίηση των παραμέτρων (k, Nsymb, nsamp), το δε (Β) για την κλήση της συνάρτησης υπολογισμού των λαθών (ask_errors του Κώδικα 3.3) για συγκεκριμένη ακολουθία συμβόλων. Η συνάρτηση αυτή καλείται επαναληπτικά, έως ότου είτε ο σωρρευτικός αριθμός των λαθών που έχουν καταμετρηθεί ξεπεράσει ένα ελάχιστο όριο (maxNumErrs) είτε ο αριθμός των bits που 
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			«έτρεξαν» με την εξομοίωση φθάσει ένα μέγιστο όριο (maxNumBits). Και τα δύο όρια τίθενται εξαρχής στο ειδικό GUI του bertool. Οι λαμβανόμενες καμπύλες δείχνονται στο σχ. 3.10 (οι θεωρητικές παίρνονται με την επιλογή PAM από το bertool).

			Ας σημειωθεί ότι για κωδικοποίηση Gray ισχύει 

BER≈SERk,    k=log2L

: αριθμός bit ανά σύμβολο. Πρέπει να διευκρινιστεί επίσης ότι αυτό που υπολογίζεται στην πραγματικότητα είναι η πιθανότητα εσφαλμένου συμβόλου ή εσφαλμένου bit που εκ παραδρομής έχει επικρατήσει να ονομάζεται SER ή BER. Για να πάρουμε ρυθμό λαθών, πρέπει να πολλαπλασιάσουμε τις ως άνω πιθανότητες με τον αντίστοιχο ρυθμό εκπομπής (συμβόλων ή δ.ψ.).

			[image: ]
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			3.5	Ασκήσεις προς εκτέλεση

			Άσκηση 3.1 (να εκτελεστεί στο εργαστήριο)

			
					Να επαληθευτεί, με υπολογισμό και προβολή σχετικού ιστογράμματος, ότι τα στοιχεία του διανύσματος x της εντολής 14 του Κώδικα 3.3 ακολουθούν πράγματι την ομοιόμορφη κατανομή στο σύνολο των ακεραίων {±1, ±3, ... ±(L-1)}. Χρησιμοποιήστε k=mod(nnnnn,3)+2, όπου nnnnn το τελευταίο 5-ψήφιο τμήμα του αριθμού μητρώου σας.

			

			Υπόδειξη:

			Να παραχθούν (με την εντολή 14) τουλάχιστον 10000 τυχαίοι ακέραιοι, και να χρησιμοποιηθεί η εντολή hist(x,A) για τον υπολογισμό και την προβολή του ιστογράμματος, όπου Α το διάνυσμα των L διαφορετικών τιμών αυτών των ακεραίων.

			Υποβολή:

			Να γραφούν σε αρχείο (word ή συμβατό) οι γραμμές κώδικα που θα χρησιμοποιήσετε, καθώς και το σχήμα ιστογράμματος που θα παραχθεί. Ονομάστε το αρχείο σας lab3_nnnnn.doc, όπου nnnnn τα 5 τελευταία ψηφία του αριθμού μητρώου σας. Στο ίδιο αρχείο θα γραφούν οι απαντήσεις και των υπόλοιπων ερωτημάτων της άσκησης.

			
					Να εξηγηθεί η λειτουργία του βρόχου 24-27 του Κώδικα 3.3 ως ανιχνευτή ελάχιστης απόστασης για την L-ASK.Υποβολή: Γράψτε την απάντησή σας στο αρχείο lab3_nnnnn.doc.


					Να επαληθευτεί η καμπύλη του σχήματος στο Πλαίσιο 3.12 των σημειώσεων για την L-ASK, με L=2k, k=mod(nnnnn,3)+2, όπου nnnnn το τελευταίο 5-ψήφιο τμήμα του αριθμού μητρώου σας, με κλήση της συνάρτησης ask_errors() του Kώδικα 3.3. Το παραπάνω να γίνει με δύο τρόπους: (α) μέσα από δικό σας κύριο πρόγραμμα, (β) μέσα από το bertool του MATLAB. Να υπερτεθεί και η θεωρητική καμπύλη, τόσο με χρήση της σχέσης (3.33) των σημειώσεων και την προσέγγιση BER≈Pe/log2L, όσο και με το bertool.

			

			Υποδείξεις:

			α)	Καλέστε την ask_errors(), μία φορά για κάθε διαφορετική τιμή του EbNo, με επαρκώς υψηλή τιμή του Μ (π.χ. 20000) και υπολογίστε τη συχνότητα λαθών.

			β)	Στο current folder (ή σε folder το οποίο βρίσκεται στο path) του MATLAB πρέπει να έχετε τόσο το αρχείο ask_errors.m, όσο και το ask_ber_func.m  με τον κώδικα 3.4. Ο τελευταίος θα πρέπει να τροποποιηθεί για την τιμή του k που θα χρησιμοποιήσετε. Στο bertool (καλείται με bertool από το command line) θα πρέπει να επιλέξετε: υπολογισμό Theoretical (για τη θεωρητική καμπύλη) ή Monte Carlo (για εξομοίωση), Channel type AWGN, Modulation type PAM (είναι το ASK), και κατάλληλο Modulation order (ίσο με L).

			Υποβολή:

			Να γράψετε στο αρχείο απαντήσεων (lab3_nnnnn.doc) τόσο τον κώδικά σας του ερωτήματος (α) όσο και το σχήμα ή τα σχήματα που θα παραγάγετε στα ερωτήματα (α) και (β). Να υποβάλετε το αρχείο σας στο site του μαθήματος.

			Άσκηση 3.2

			Να διατυπωθούν αναλυτικά οι κρουστικές αποκρίσεις των δύο ΣΠΦ του παραδείγματος 3.1, καθώς και η απόκριση του καθενός στον αντίστοιχο παλμό (στον οποίο είναι προσαρμοσμένο).

			Άσκηση 3.3

			Δίνεται σηματικός αστερισμός 4 σημείων (QPSK) ως εξής:

			



sit=Acos2πfct+θi,        θi=±θ,  ±180-θ,    30ο≤θ≤60ο





			a) Να βρεθεί και σχεδιαστεί σαν συνάρτηση της γωνίας θ μια καλή προσέγγιση της πιθανότητας εσφαλμένου συμβόλου Pe, με την υπόθεση λευκής ακολουθίας εισόδου, δέκτη προσαρμοσμένου φίλτρου και λευκό αθροιστικό θόρυβο, με ανηγμένο σηματοθορυβικό λόγο Εb/Νο 16 db.

			b) Με τα δεδομένα του ερωτήματος (a) να βρεθούν τα ακρότατα (μέγιστο και ελάχιστο) της Pe  και οι αντίστοιχες τιμές της γωνίας θ.

			Άσκηση 3.4

			Εξειδικεύοντας το Παράδειγμα 3.4.2 με L=4, να υποτεθεί ότι τα μεγαλύτερα κατ’ απόλυτη τιμή πλάτη εμφανίζονται με πιθανότητα 1/8 το καθένα, ενώ τα άλλα δύο με πιθανότητα 3/8, αντίστοιχα. Εξάλλου, η ισχύς θορύβου κατά τη μετάδοση των δύο μεγαλύτερων πλατών είναι διπλάσια αυτής που αντιστοιχεί στα άλλα δύο πλάτη (2Νο, έναντι Νο), ενώ σε κάθε περίπτωση ο θόρυβος είναι λευκός, αθροιστικός.

			
					Να προσδιοριστούν οι περιοχές απόφασης στον σηματικό χώρο.

			

			
					Να εκφραστεί η πιθανότητα λάθους συναρτήσει του 

1No

.

					Να εξομοιωθεί ο δέκτης ΣΠΦ και να εκτιμηθεί το SER.

			

			3.6	Παράρτημα Π3.1

			Συνάρτηση λάθους (error function)               

erfx≡2π∫0xe-z2dz

   

			Συμπληρωματική συνάρτηση λάθους (complementary error function):

			



erfcx≡2π∫x∞e-z2dz=1-erfx





			Η συμπληρωματική συνάρτηση λάθους erfc(x) μπορεί να βρεθεί από πίνακες ή με χρήση προσεγγιστικών αναπτυγμάτων σε σειρές.

			



erfcx≈e-x2xπ1-12x2+1.3(2x2)2-1.3.5(2x2)3+⋯





			Για μεγάλα θετικά x, μπορούμε να πάρουμε τα άνω φράγματα:

			



erfcx      <      e-x2xπ    <      e-x2π





			[image: ]

			

			
				
					6	 Για τα ισοδύναμα σήματα βασικής ζώνης, ο χώρος αυτός ταυτίζεται με το μιγαδικό επίπεδο πλατών – φάσεων (βλ. και το σχετικό παράδειγμα).
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			ΚΕΦΑΛΑΙΟ 4ο:

			Φασματικά χαρακτηριστικά ψηφιακών κυματομορφών – 

			Μορφοποίηση με φίλτρα Nyquist

			Σύνοψη

			Μελετώνται τα φασματικά χαρακτηριστικά παλμοσειρών (ψηφιακών κυματομορφών). Για στατικές ακολουθίες παλμών διαμορφωμένων κατά πλάτος, η πυκνότητα φάσματος ισχύος εξαρτάται από: (α) το μετασχηματισμό Fourier των (ντετερμινιστικών) παλμών και (β) την αυτοσυσχέτιση της διακριτής ακολουθίας πλατών διαμόρφωσης. Στην κατηγορία αυτή εμπίπτουν άμεσα οι ψηφιακές διαμορφώσεις πλάτους (ASK), φάσης (PSK) και εγκάρσιες (QAM). Για τις δύο τελευταίες οι ακολουθίες πλατών  είναι, προφανώς, μιγαδικοί αριθμοί. Για λευκές (εντελώς τυχαίες) ακολουθίες πλατών, τα φασματικά χαρακτηριστικά  των παλμοσειρών προσδιορίζονται αποκλειστικά από τη μορφή και τη διάρκεια των χρησιμοποιούμενων παλμών.

			Παρουσιάζονται, επίσης, στο κεφάλαιο αυτό και αναλύονται φίλτρα μορφοποίησης παλμών, τα οποία ελαχιστοποιούν το απαιτούμενο εύρος ζώνης, διασφαλίζοντας παράλληλα μηδενική παρεμβολή μεταξύ των παλμών της ακολουθίας (φίλτρα Nyquist). Μια παρεμφερής κατηγορία φίλτρων επιτρέπει ελεγχόμενη παρεμβολή, με δυνατότητα αναίρεσης στο δέκτη (σήματα μερικής απόκρισης – partial response signaling)

			4.1	Εισαγωγή

			Στο προηγούμενο κεφάλαιο η μελέτη εντοπίστηκε σε μεμονωμένους παλμούς και στη βέλτιστη αναγνώρισή τους στον δέκτη. Οι παλμοί που εξετάστηκαν είχαν διάρκεια ίση με τη βασική περίοδο εκπομπής, ώστε να μην παρεμβάλλονται σε γειτονικούς τους και αλλοιώνουν το αποτέλεσμα της αναγνώρισης. Ωστόσο, παλμοί πεπερασμένης διάρκειας χρειάζονται μεγάλο (θεωρητικά άπειρο) εύρος ζώνης για τη μετάδοσή τους.

			Στο παρόν κεφάλαιο θα επιτρέψουμε τη χρήση παλμών διάρκειας μεγαλύτερης της βασικής περιόδου, ξεκινώντας από το πεδίο συχνοτήτων και περιορίζοντας το φάσμα τους εντός δοσμένης ζώνης7. Μια πρόσθετη, λοιπόν, απαίτηση είναι ο μηδενισμός των παλμών αυτών στα σημεία δειγματοληψίας (πλην του κεντρικού) στην έξοδο του προσαρμοσμένου φίλτρου, ώστε να εξασφαλίζεται μηδενική παρεμβολή σε γειτονικούς παλμούς. Τα φίλτρα που παράγουν τέτοιους παλμούς λέγονται Φίλτρα Nyquist. Να θυμηθούμε ότι φίλτρο Nyquist χρησιμοποιήθηκε και για την ανακατασκευή του συνεχούς σήματος από τα δείγματά του (Κεφ. 1, παρ. 1.2.2, 1.2.5).

			Στην επόμενη παράγραφο δίνεται η φασματική πυκνότητα παλμοσειρών οι οποίες προκύπτουν ως διαμόρφωση πλάτους ενός βασικού παλμού, με πραγματικά ή μιγαδικά βάρη. Στη συνέχεια, εξετάζονται συγκεκριμένου τύπου παλμοί, περιορισμένου εύρους ζώνης, με μηδενική παρεμβολή στα σημεία δειγματοληψίας (παλμοί Nyquist) ή με παρεμβολή γνωστή, άρα ελεγχόμενη στον δέκτη (παλμοί duobinary ή modified duobinary).

			Για εκτενέστερη μελέτη δείτε: [SKLA2011, κεφ. 3], [PROA2015, κεφ. 10].

			4.2	Φασματικά Χαρακτηριστικά Παλμοσειρών βασικής ζώνης

			Υιοθετούνται οι παρακάτω συμβολισμοί και σχέσεις (βλ. Σχ. 4.1):

			{bk}: η ακολουθία συμβόλων προς εκπομπή,

			

Fd=1/Td

: η συχνότητα εκπομπής συμβόλων (Baud Rate),

			

Fs=1/Ts

: η συχνότητα δειγματοληψίας των σημάτων,

			

Ns=Fs/Fd

 >1  (oversampling): ο αριθμός δειγμάτων εντός περιόδου Td,

			

uit

: 	σειρά κρουστικών στο χρονικό πλέγμα  {kTd}, με βάρη τα αντίστοιχα bk,

			

ui[n]

:	η ακολουθία {bk} στις θέσεις kNs του χρονικού πλέγματος {nTs} (τα ενδιάμεσα Ns-1  δείγματα είναι μηδέν),

			h(t), h[n]: η κρουστική απόκριση του φίλτρου πομπού (συνεχής και διακριτή στο πλέγμα {nTs}, αντίστοιχα),

			

Hf=I{ht}

: η συνάρτηση μεταφοράς (συνεχούς χρόνου) του φίλτρου πομπού

			Ho(f)=H(f)G(f): η συνολική συνάρτηση μεταφοράς πομπού-δέκτη. Για δέκτη Σύμφωνου Προσαρμοσμένου Φίλτρου είναι 

Hof=Hf2

.

			4.2.1	 Φασματικά Χαρακτηριστικά της ψηφιακής κυματομορφής u(t)

			Με την υπόθεση ότι η ακολουθία των προς εκπομπή συμβόλων {bk} είναι στατική υπό την ευρεία έννοια με συνάρτηση αυτοσυσχέτισης 

φbb[m]

 και φασματική πυκνότητα 

Φbbf

, όπου:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



φbbm≡Ebk*bk+m,  Φbbf≡I{φbb[m]}=∑m=-∞∞φbb[m]e-j2πfm





						
							
							(4.1)

						
					

				
			

			η πυκνότητα φάσματος ισχύος της u(t) δίνεται από τη σχέση:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



Φuuf=1TdHf2Φbbf





						
							
							(4.2)

						
					

				
			

			Αν η ακολουθία των προς εκπομπή συμβόλων είναι λευκή, δηλ. 

Φbbf

 =σταθερό (συνθήκη που συνήθως επιβάλλεται με τη χρήση Τυχαιοποιητών – Randomizers), τότε το φάσμα της u(t) εξαρτάται αποκλειστικά από το (ντετερμινιστικό) φάσμα των χρησιμοποιούμενων παλμών, δηλ. την H(f).
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			4.2.2	Επιλογή της H(f) – 1ο κριτήριο Nyquist

			Δύο είναι οι απαιτήσεις για την H(f):

			α)	Πρέπει να περιορίζεται σε συγκεκριμένη ζώνη συχνοτήτων, έστω (-Β,Β).

			β)	Οι παλμοί ho(t) στην έξοδο του φίλτρου του δέκτη πρέπει να μηδενίζονται στα σημεία δειγματοληψίας t=kTd,  k = ±1, ±2, ... (πλην του k=0).

			Η συνθήκη (α) προδιαγράφει ένα βαθυπερατό φίλτρο.

			Η συνθήκη (β) εξασφαλίζεται με το παρακάτω κριτήριο:
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			Με την υπόθεση χρήσης Σύμφωνου Προσαρμοσμένου Φίλτρου στον δέκτη, το πλάτος της H(f) προσδιορίζεται ως:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



Hf=Hof





						
							
							(4.4)

						
					

				
			

			4.2.3	Φίλτρα Nyquist

			Οι σχέσεις (4.3) και (4.4) προσδιορίζουν μια οικογένεια φίλτρων που είναι γνωστά ως φίλτρα Nyquist.

			(Α) Απόκριση γραμμικής πτώσης (linear roll-off)

			Μια προφανής περίπτωση φίλτρων Nyquist είναι τα βαθυπερατά φίλτρα με γραμμική πτώση στη ζώνη μετάβασης, εφόσον η κεντρική συχνότητα της ζώνης μετάβασης Fo τεθεί στο ήμισυ του Baud Rate. Για τα φίλτρα αυτά είναι:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



Ho,lrf=12Fo,                         f<F112Fo1-f-F1F2-F1,    F1≤f≤F20,                            f>F2





						
							
							(4.5α)

						
					

				
			

			και 

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



ho,lr=sin2παFot2παFotsin2πFot2πFot





						
							
							(4.5β)

						
					

				
			

			Όπου

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



F1=Fo1-α,    F2=Fo1+α,    α∈0,1





						
							
							(4.6)

						
					

				
			

			(Β) Απόκριση ανυψωμένου συνημιτόνου

			Τα πλέον γνωστά και ευρέως χρησιμοποιούμενα φίλτρα Nyquist είναι τα φίλτρα ανυψωμένου συνημιτόνου (raised cosine), με απόκριση συχνότητας

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



Ho,rcf=12Fo,                                                         f<F114Fo1+cosπ2Foaf-Fo1-a,    F1≤f≤F20,                                                            f>F2





						
							
							(4.7α)

						
					

				
			

			και κρουστική απόκριση

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



ho,rc=cos2παFot1-16α2Fo2t2sin2πFot2πFot





						
							
							(4.7β)

						
					

				
			

			με την ισχύ και πάλι της (4.6).

			Το α ονομάζεται συντελεστής πτώσης (ή συντελεστής εξάπλωσης – roll-off factor) και προσδιορίζει τον ρυθμό πτώσης (μικρότερη τιμή, ταχύτερη πτώση). Οριακή περίπτωση των ως άνω κατηγοριών (με α=0) είναι, βεβαίως, το ιδανικό βαθυπερατό φίλτρο.

			Στα Πλαίσια 4.2 και 4.3 δείχνονται οι αποκρίσεις (συχνότητας και χρονικές) των παραπάνω φίλτρων Nyquist για τρεις τιμές του α: τις οριακές 0 και 1 και την τιμή 0.5.
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			Σχόλια για την υλοποίηση της H(f)

			Για την υλοποίηση φίλτρων «τετραγωνικής ρίζας συναρτήσεων Nyquist», με συνολική συνάρτηση μεταφοράς Ho(f) των κατηγοριών (4.5) ή (4.7), μπορούν να χρησιμοποιηθούν γνωστές τεχνικές σχεδίασης και υλοποίησης βαθυπερατών φίλτρων FIR ή IIR.

			Οι υλοποιήσεις FIR αποτελούν σημαντική κατηγορία ψηφιακών φίλτρων, όπως σχολιάστηκε στο 1ο κεφάλαιο, με τα εξής ιδιαίτερα χαρακτηριστικά:

			Παρουσιάζουν μηδενική παραμόρφωση φάσης (η φάση είναι γραμμική συνάρτηση της συχνότητας).

			Απαιτούν μεγάλη σχετικά τάξη τ (= μήκος κρουστικής απόκρισης) για να επιτύχουν ικανοποιητική προσέγγιση.

			Το χαρακτηριστικό (2) συνεπάγεται και μεγάλη καθυστέρηση ομάδας (group delay), η οποία είναι ίση με τ/2, στο πλέγμα nTs.

			Επειδή, σύμφωνα με το σχήμα 4.1, έχουμε δύο φίλτρα, ένα στον πομπό και ένα στον δέκτη, με συνάρτηση μεταφοράς 

Hf=Hof

 το καθένα, η συνολική καθυστέρηση θα είναι ίση με την τάξη τ των φίλτρων στο πλέγμα nTs (ή τΤd/Ns σε απόλυτο χρόνο). Ένα άνω ανεκτό όριο αυτής της καθυστέρησης μπορεί να μας δώσει το τ. Το τ είναι και το διάστημα ολοκλήρωσης του συσχετιστή στη λειτουργία του ΣΠΦ.

			Ειδικότερα για τα φίλτρα «(τετραγωνικής) ρίζας ανυψωμένου συνημιτόνου» (root raised cosine), που είναι και τα πιο ευρέως χρησιμοποιούμενα στην πράξη:

			To MATLAB έχει έτοιμες συναρτήσεις (π.χ. rcosine) για φίλτρα αυτής της κατηγορίας. Ωστόσο, είναι και αναλυτικά διατυπώσιμη η κρουστική απόκριση 

hrct=I-1{Ho,rcf}

, για την Ho,rc(f) της (4.7), με χρήση της ταυτότητας 

cos2θ=1+cos2θ/2

. Συγκεκριμένα είναι:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



Hrcf=12Fo,                                                 f<F112Focosπ4Foαf-Fo1-α,    F1≤f≤F20,                                                      f>F2





						
							
							(4.8α)

						
					

				
			

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



hrc(t)=2Fo1-(8αFot)2sin[2πFo(1-α)t]2πFot+4απcos[2πFo(1+α)t]





						
							
							(4.8β)

						
					

				
			

			Μπορούμε λοιπόν να έχουμε μια άμεση υλοποίηση FIR με δειγμάτιση της hrc της παραπάνω σχέσης στο πλέγμα {nTs} και εφαρμογή ορθογωνικού παραθύρου εύρους τ (άλλοι τύποι παραθύρων δεν ενδείκνυνται, διότι αλλοιώνουν τη συνθήκη μηδενικής παρεμβολής). Παράδειγμα τέτοιας υλοποίησης δίνεται στην επόμενη παράγραφο.

			Άσκηση

			Να αποδειχτεί η σχέση (4.8β).

			4.3	Σήματα Μερικής Απόκρισης (Partial Response Signaling)

			Σήματα τα οποία επεκτείνονται πέραν της βασικής περιόδου Td εκπομπής συμβόλου και προκαλούν μη μηδενική, ωστόσο ελεγχόμενη, παρεμβολή, ονομάζονται σήματα μερικής απόκρισης. Υπό την ευρεία έννοια, και οι παλμοί Nyquist είναι μερικής απόκρισης, όμως δεν κατατάσσονται στην κατηγορία αυτή, αφού τελικά η διαπαλμική παρεμβολή κατά τις στιγμές δειγματοληψίας είναι μηδενική.

			Χαρακτηριστικές (και πρακτικές) περιπτώσεις σημάτων μερικής απόκρισης είναι τα διπλοδυαδικά (duobinary) και τα τροποποιημένα διπλοδυαδικά (modified duobinary). Το φάσμα τους περιορίζεται στην ελάχιστη ζώνη συχνοτήτων [-1/(2Τd), 1/(2Td)], χωρίς όμως να πληρούν το 1ο κριτήριο του Nyquist (η μόνη απόκριση συχνότητας Nyquist που περιορίζεται στην ελάχιστη ζώνη είναι η ιδανική βαθυπερατή). Κατά την παρουσίαση της GMSK σε επόμενο κεφάλαιο θα συναντήσουμε και άλλη περίπτωση σημάτων μερικής απόκρισης.

			4.3.1	Διπλοδυαδικά σήματα (duobinary signals)

			Όπως φαίνεται στο σχετικό σχήμα του Πλαισίου 4.4, ψηφιακό φίλτρο με συνάρτηση μεταφοράς (στο πεδίο μετασχηματισμού Z) ίση με A(z)=1+z-1, ακολουθούμενο από ιδανικό βαθυπερατό φίλτρο συχνότητας αποκοπής 1/(2Td), είναι ισοδύναμο με βαθυπερατή συνάρτηση μεταφοράς Hdu(f), στην ίδια ζώνη, σχήματος μισής περιόδου συνημιτόνου, αφού

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



Hduf=1+e-j2πfTHlpf=2TcosπfTd,    f<12Td0,                    αλλού
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			Η συνάρτηση Hdu(f) ορίζει ένα διπλοδυαδικό φίλτρο. Η χρονική απόκριση του φίλτρου αυτού είναι ένας διπλός παλμός sampling σε απόσταση Td (διπλοδυαδικός παλμός), όπως δείχνεται στο κάτω μέρος του Πλαισίου 4.4.
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			Για ακολουθία 

bi[k]={±1}

, η οποία κωδικοποιεί δυαδική ακολουθία εισόδου bk, κάθε διπλοδυαδικός παλμός δημιουργεί παρεμβολή ίση με 

±1

 στον επόμενό του και μηδέν σε όλους τους άλλους (στο πλέγμα δειγματοληψίας {kTd}). Η δειγμάτιση στην έξοδο θα δώσει, συνεπώς, τιμές bo[k] όπως στον παρακάτω πίνακα (το x είναι 1 ή -1):
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			Αν δε η δυαδική ακολουθία bk προέλθει από προκωδικοποίηση πρωτογενούς προς μετάδοση δυαδικής ακολουθίας ak ως εξής:  

bk=ak⊕bk-1

 (το 

⊕

 συμβολίζει το exclusive or), εύκολα επαληθεύεται ο πίνακας:
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			Οπότε ο κανόνας αποκωδικοποίησης είναι:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



ak=0,    bo[k]≠01,    bo[k]=0





						
							
							(4.10)

						
					

				
			

			4.3.2	Τροποποιημένα διπλοδυαδικά σήματα (modified duobinary signals)

			Είναι παρόμοια των (κανονικών) διπλοδυαδικών που είδαμε πιο πάνω, με συνάρτηση μεταφοράς και χρονική απόκριση όπως στα σχήματα (α) και (β) του Πλαισίου 4.5. Το πλεονέκτημα έναντι των κανονικών διπλοδυαδικών είναι η μηδενική dc συνιστώσα.
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			4.4	Επεξεργασμένα Παραδείγματα

			4.4.1	Παράδειγμα 4.1: Υλοποίηση φίλτρων Nyquist γραμμικής πτώσης και ανυψωμένου συνημιτόνου

			Να δοθούν FIR υλοποιήσεις φίλτρων «τετραγωνικής ρίζας συνάρτησεων Nyquist»: (α) γραμμικής πτώσης, (β) ανυψωμένου συνημιτόνου, με παραμέτρους (i) τον συντελεστή υπερδειγμάτισης Ns (σε σχέση με το Baud Rate), (ii) τον συντελεστή πτώσης, α, και (iii) την καθυστέρηση (group delay) του φίλτρου.

			Για το (α), να γραφεί MATLAB function που, μετά από κατάλληλο μετασχηματισμό των παραμέτρων στο πεδίο του DTFT, να κάνει δειγματοληψία της Hlr(f) και να υπολογίζει την κατάλληλη hlr[n] με χρήση του IFFT.

			Για το (β), να αποδειχτεί καταρχήν θεωρητικά η (4.8β) και να ληφθεί η hrc[n] με κατάλληλη δειγμάτιση και χρήση ορθογωνικού παραθύρου.

			Και για τις δύο περιπτώσεις, να σχεδιαστούν οι h[n] και hο[n]=conv(h[n], h[n]), και να ελεγχθεί κατά πόσο η hο[n] ικανοποιεί το 1ο κριτήριο του Nyquist, για συγκεκριμένες τιμές των παραμέτρων.

			Υλοποίηση

			α)	Φίλτρα FIR «ρίζας γραμμικής πτώσης»

			Για τον προσδιορισμό (της h[n]) του φίλτρου ακολουθούνται τα εξής βήματα:

			
					Επιλέγονται (εάν δεν δίνονται) οι τιμές των βασικών παραμέτρων:	Ns (oversampling), οπότε 

Fs=FdNs

,  όπου Fd το baud rate.
	α (roll-off)
	group_delay, π.χ. σε πολλαπλάσιο του 

Td=1/Fd





					Λαμβάνεται ο αντίστροφος μετασχηματισμός Fourier της 

Hf=Hof

, με την Ho(f) όπως στην (4.5α). Μπορεί να γίνει χρήση του IFFT σε ένα σχετικά πυκνό πλέγμα σημείων 

f/Fs∈[0,0.5)

, με 

Fo/Fs=1/2Ns

 και άρτια συμμετρία.

					Περικόπτεται (ή και υποδειγματίζεται) δεόντως η h σε τάξη τ=2Nsgroup_delay (μήκος τ+1).

			

			Η συνάρτηση του Κώδικα 4.1 δίνει μια υλοποίηση τέτοιου φίλτρου, όπου nsamp=Ns. 

			[image: ]

			Στο σχήμα 4.6(α) δείχνεται η hlr[n] που έχει παραχθεί με τη συνάρτηση του Κώδικα 4.1, με τις εξής παραμέτρους:

			
					Ns=4, άρα: Fs=4Fd =8Fo και δειγματοληψία στους χρόνους t=nTs=n/(8Fo),

					α=0.5,

					group_delay=3Td=12 (δείγματα), άρα τάξη φίλτρου τ=24.

			

			[image: ]

			β)	Φίλτρα FIR «τετραγωνικής ρίζας ανυψωμένου συνημιτόνου»

			Στο σχήμα 4.7(α) δείχνεται μια τέτοια υλοποίηση για τιμές παραμέτρων όπως και στο παράδειγμα του φίλτρου γραμμικής πτώσης.

			Το ίδιο αποτέλεσμα δίνει και η κλήση της συνάρτησης MATLAB rcosine(), ως εξής:
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			Και για τα δύο είδη φίλτρων Nyquist που υλοποιήθηκαν στην παράγραφο αυτή (δηλ. γραμμικής πτώσης και ανυψωμένου συνημιτόνου), η συνολική κρουστική απόκριση πομπού-δέκτη δίνεται προφανώς από τη συνέλιξη της h με τον εαυτό της, δηλαδή

			

ho=convh,h

,

			και αυτή δείχνεται στα σχ. 4.8β και 4.9β. Να παρατηρήσουμε ότι η h δεν μηδενίζεται στα σημεία δειγματοληψίας {kTd}, αφού η H(f) δεν είναι η ίδια συνάρτηση Nyquist, όπως ισχύει για την Ho(f). Έναν έλεγχο του κριτηρίου του Nyquist για την ho των φίλτρων που σχεδιάσαμε δίνουν τα σχήματα 4.6(γ) και 4.7(γ). Αυτά ελήφθησαν ως ο Μετασχηματισμός Fourier Διακριτού Χρόνου (DTFT) της ho, των σχημάτων 4.6(β) και 4.7(β), υποδειγματισμένης κατά Ns=4, με τις παρακάτω γραμμές κώδικα:
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			Παρατηρούμε ότι υπάρχει μια μικρή διακύμανση της Hd(f) [αντί της σταθερής συνάρτησης που προβλέπει η (4.3)], λόγω της περικοπής της θεωρητικής κρουστικής απόκρισης h με χρονικό παράθυρο πεπερασμένης διάρκειας τ.

			Στην επόμενη παράγραφο θα δοθεί επεξεργασμένο παράδειγμα χρήσης φίλτρων Nyquist τύπου FIR, τόσο γραμμικής πτώσης όσο και ανυψωμένου συνημιτόνου.
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4.4.2	Παράδειγμα 4.2: Μορφοποίηση παλμών με φίλτρο Nyquist

			A. 	Να επαναληφθεί το παράδειγμα 3.2Β (για παραγωγή, εκπομπή σε θορυβώδη δίαυλο και αναγνώριση ΣΠΦ παλμών L-ASK), με μορφοποίηση τώρα των παλμών με φίλτρο Nyquist (α) γραμμικής πτώσης (β) ανυψωμένου συνημιτόνου. Πιο συγκεκριμένα, να υπολογιστούν οι παράμετροι του φίλτρου μορφοποίησης, όπως στο προηγούμενο παράδειγμα, και να εκτελεστούν πειράματα υπολογισμού του SER για τα εξής δεδομένα:

			Διαθέσιμο εύρος ζώνης Β=1.5 MHz

			Baud Rate Fd=2 Msymbols/s

			Μέγιστη συνολική καθυστέρηση φίλτρων πομπού-δέκτη dmax=8 μs

			B.	Για έναν μικρό αριθμό συμβόλων 8-ASK (π.χ. 10), χρήση φίλτρων ανυψωμένου συνημιτόνου και μηδενικό θόρυβο, να σχεδιαστεί η έξοδος του (προσαρμοσμένου) φίλτρου του δέκτη ως δείγματα στο πλέγμα nTs και να επιδειχθεί (με υπέρθεση στο ίδιο σχήμα) ότι στις θέσεις kTd τα δείγματα αυτά όντως ταυτίζονται με τα δείγματα εισόδου. Να χρησιμοποιηθεί συντελεστής υπερδειγμάτισης nsamp=4.

			Υλοποίηση

			Α. Σύνδεση με τη θεωρία: Σύμφωνα με την ανάλυση της προηγούμενης παραγράφου, οι παλμοί που πρόκειται να χρησιμοποιηθούν εδώ, μορφοποιημένοι με φίλτρα Nyquist, θα είναι μεγαλύτερης διάρκειας (πολλαπλάσιας της βασικής περιόδου Td που αντιστοιχεί στο baud rate) αλλά περιορισμένου εύρους ζώνης. Αφού οι παλμοί εξακολουθούν να εκπέμπονται με ρυθμό Fd=1/Td, είναι προφανές ότι θα υπάρχει αλληλοδιείσδυση σε ένα βάθος που εξαρτάται από τη διάρκειά τους. Όμως στα σημεία δειγματοληψίας η παρεμβολή θα είναι ακριβώς μηδέν, ως εκ κατασκευής των φίλτρων Nyquist.

			Η συνάρτηση ask_errors(), που χρησιμοποιήθηκε στο παράδειγμα 3.2, θα τροποποιηθεί εδώ ώστε αφενός να υλοποιεί το φίλτρο του πομπού, κρουστικής απόκρισης h[n], αφετέρου να υλοποιεί το ΣΠΦ όχι ως συσχετιστή αλλά ως γραμμικό φίλτρο (δηλαδή λαμβάνοντας τη συνέλιξη του θορυβώδους σήματος με την κρουστική συνάρτηση του ΣΠΦ και κάνοντας τελικά δειγματοληψία στο πλέγμα kTd, όπως ακριβώς δείχνει το Πλαίσιο 4.1). Αυτό συμβαίνει επειδή, λόγω της αλληλοδιείσδυσης των παλμών, αυτοί δεν είναι δυνατόν να απομονωθούν, και να υπολογιστεί η συσχέτισή τους.

			Υπολογισμός και υλοποίηση των φίλτρων πομπού και δέκτη

			Σύμφωνα με το παράδειγμα 4.1, τα παραπάνω δεδομένα δίνουν:

			Fd= 2 Msymbols_per_second, ή Td=0.5 μs και 

			group_delay =8Td για καθένα από τα φίλτρα πομπού και δέκτη. 

			Επιλέγοντας μια τιμή για το Ns, π.χ. 8 (=Fs/Fd : oversampling, σε σχέση με την Fd), η τάξη (=αριθμός δειγμάτων κρουστικής απόκρισης) κάθε φίλτρου είναι

			τ=2 x group_delay x Ns = 128. 

			Η συνάρτηση ask_Nyq_filter(k,Nsymb,nsamp,EbNo) του Κώδικα 4.2, αντίστοιχη της ask_errors του παραδείγματος 3.2, δημιουργεί ακολουθία 2k-ASK τυχαίων συμβόλων, μήκους Nsymb, και τη φιλτράρει με φίλτρο τετραγωνικής ρίζας απόκρισης Nyquist. Το φίλτρο αυτό, με κρουστική απόκριση rNyquist στον Κώδικα 4.2, μπορεί να είναι είτε ανυψωμένου συνημιτόνου, παραγόμενο από τη συνάρτηση rcosine του MATLAB (γραμμή 19 του Κώδικα 4.2), είτε γραμμικής πτώσης, υπολογιζόμενο από τη συνάρτηση rtrapezium του Κώδικα 4.1 (γραμμή 24 του Κώδικα 4.2, αφού φύγει το %). Σε κάθε περίπτωση, πριν γίνει το φιλτράρισμα του σήματος μέσω της συνέλιξής του με την κρουστική απόκριση rNyquist, πρέπει να γίνει υπερδειγμάτισή του κατά nsamp, με παρεμβολή nsamp-1 μηδενικών δειγμάτων (γραμμές 28-29 Κώδικα 4.2).
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			H συνάρτηση του Κώδικα 4.2 μπορεί να κληθεί μέσα από το BERTOOL για διάφορες τιμές των k και EbNo για την εξομοίωση και τον σχεδιασμό καμπυλών BER-Eb/No, κατά το παράδειγμα 3.2 του Κεφαλαίου 3. Αποτελέσματα τέτοιας εξομοίωσης δείχνονται στο παρακάτω σχήμα του Πλαισίου 4.8.
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			B. 
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			4.4.3	Παράδειγμα 4.3: Υλοποίηση διπλοδυαδικού φίλτρου

			Να γραφεί συνάρτηση MATLAB, παρόμοια με την rtrapezium() του Κώδικα 4.1, που να υλοποιεί φίλτρο τετραγωνικής ρίζας duobinary. Να σχεδιαστούν οι αποκρίσεις χρόνου και συχνότητας του συνολικού φίλτρου πομπού-δέκτη.

			Η συνάρτηση δίνεται στον Κώδικα 4.4.
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			Σε σχέση με την rtrapezium, πέραν της διαφορετικής απόκρισης συχνότητας, χρησιμοποιείται εδώ φίλτρο άρτιας τάξης h[n], n=0:M-1, όπου M=(2*delay+1)*nsamp. Και εδώ, όπως και στην rtrapezium, με nsamp παριστάνεται ο συντελεστής υπερδειγμάτισης (αριθμός δειγμάτων ανά βασική περίοδο Τd) και με delay η καθυστέρηση του FIR φίλτρου, σε αριθμό περιόδων Τd. Να παρατηρηθεί ότι η συνολική καθυστέρηση του συνδυασμένου φίλτρου πομπού-δέκτη είναι και πάλι 2*delay*Τd, όπως και στα φίλτρα Nyquist, ενώ η συνολική διάρκεια του φίλτρου είναι τώρα κατά Τd μεγαλύτερη, λόγω της ειδικής κατασκευής του.

			Το σχ. 4.12α δείχνει τη χρονική απόκριση hdu[n] του συνδυασμένου φίλτρου πομπού-δέκτη, όπου τονίζονται τα δείγματα στο πλέγμα {kΤd}. Ιδανικά, στο πλέγμα αυτό, θα είχαμε μόνο δύο μη μηδενικά (ίσα με τη μονάδα) δείγματα, στις θέσεις 2*delay και 2*delay+1. Παρατηρούνται, όμως, μικρές αποκλίσεις, λόγω προσεγγίσεων της διαδικασίας σχεδιασμού.
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			4.4.4	Παράδειγμα 4.4: Φασματικά χαρακτηριστικά κυματομορφών βασικής ζώνης

			Στο άνω μέρος (α) του Πλαισίου 4.11 δείχνονται συνήθεις κυματομορφές βασικής ζώνης, χρησιμοποιούμενες για επικοινωνία μικρών αποστάσεων ή εγγραφή σε μαγνητικά μέσα. Ειδικότερα, η κωδικοποίηση Manchester χρησιμοποιείται ευρέως, λόγω της ευκολίας συγχρονισμού που παρέχει στη συσκευή λήψης ή ανάγνωσης. Με την υπόθεση λευκής δυαδικής ακολουθίας εισόδου, να υπολογιστεί θεωρητικά, σχεδιαστεί και επαληθευτεί με εξομοίωση η φασματική πυκνότητα καθεμιάς από τις τρεις κυματομορφές.

			[image: ]

			Απάντηση

			Στον πίνακα (β) του Πλαισίου 4.11 δίνονται οι συντελεστές των παλμοσειρών u(t), καθώς και οι παλμοί h(t) για τις εν λόγω κυματομορφές, σύμφωνα με την τυποποίηση της παραγράφου 4.2.1. Τα φασματικά τους χαρακτηριστικά προκύπτουν με άμεση εφαρμογή των σχέσεων (4.1) και (4.2), όπως παρακάτω.

			Φασματικά Χαρακτηριστικά Κυματομορφών ΝRZ Polar

			Για τις κυματομορφές αυτού του τύπου είναι 

bK

 λευκή ακολουθία τιμών Α και -Α, και 

ht

 ορθογωνικός παλμός ύψους 1 και διάρκειας Td. Σύμφωνα με την τυποποίηση της παραγράφου 4.2.1 είναι:

			[image: ]

			και

			



Hf2=Td2sinπfTdπfTd2





			Οπότε, σύμφωνα με τη σχέση (4.1),

			[image: ]

			Φασματικά Χαρακτηριστικά Κυματομορφών ΝRZ Bipolar

			Εδώ οι διαδοχικοί παλμοί είναι συσχετισμένοι, αφού διαδοχικά "1" της δυαδικής ακολουθίας κωδικοποιούνται σε παλμούς αντίθετης πολικότητας. Με παρατήρηση της αντίστοιχης κυματομορφής στο σχ. 4.13, καταλήγουμε στο ότι

			[image: ]

			Στις παραπάνω σχέσεις, με 

pxy

 συμβολίζεται η πιθανότητα εμφάνισης του ζεύγους ψηφίων [image: ] στη δυαδική ακολουθία εισόδου. Αντίστοιχα το 

pxyz

 συμβολίζει την πιθανότητα εμφάνισης της τριάδας ψηφίων [image: ].

			Έτσι, ο μετασχηματισμός Fourier της συνάρτησης αυτοσυσχέτισης, σύμφωνα με την (4.1) είναι:

			[image: ]

			οπότε, με εφαρμογή της (4.2), παίρνουμε:

			[image: ]

			Φασματικά Χαρακτηριστικά Κυματομορφών Manchester

			Κατά τον πίνακα 4.1, η 

bk

 είναι λευκή ακολουθία τιμών ±Α, ο δε παλμός 

ht

,συνιστάμενος από δύο παλμούς αντίθετους, διάρκειας Τd/2 και σε σχετική μετατόπιση Τd/2, έχει μετασχηματισμό Fourier

			[image: ]

			Έτσι, η μέση πυκνότητα φάσματος ισχύος της ακολουθίας [image: ] δίνεται από τη σχέση:

			[image: ]

			Στο σχ. 4.14 δίνονται οι φασματικές καμπύλες των τριών τύπων κωδικοποίησης βασικής ζώνης που εξετάστηκαν παραπάνω. Από τη σύγκριση των καμπυλών προκύπτει ότι η κωδικοποίηση Manchester απαιτεί το μεγαλύτερο εύρος ζώνης, πράγμα αναμενόμενο, αφού σε κάθε περίοδο διάρκειας Τd έχουμε και μία μετάβαση (+) → (-) ή (-) → (+). Αυτό όμως είναι επιθυμητό για λόγους συγχρονισμού του δέκτη, όπως προαναφέρθηκε. Στην NRZ Bipolar έχουμε, όπως και στη Manchester, συμπίεση του φάσματος στις χαμηλές συχνότητες, πράγμα επιθυμητό όταν μεταξύ πομπού και δέκτη παρεμβάλλονται και επαγωγικές ζεύξεις.
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			Στο επόμενο Πλαίσιο 4.13 δείχνονται δείγματα των τριών κυματομορφών (8 δείγματα ανά βασική περίοδο Τ) και οι αντίστοιχες φασματικές πυκνότητες, προς επαλήθευση των θεωρητικών καμπυλών του σχήματος 4.12:

			[image: ]

			4.5	Ασκήσεις προς εκτέλεση

			Άσκηση 4.1 (Να εκτελεστεί στο εργαστήριο)

			Αφού μελετηθεί το Κεφάλαιο 4 των σημειώσεων και, ειδικότερα, το Παράδειγμα 4.2, να γραφεί και εκτελεστεί κώδικας για τα εξής:

			
					Να παραχθεί τυχαία δυαδική ακολουθία 8000 bits και στη συνέχεια αντίστοιχο σήμα 16-ASK βασικής ζώνης, με τα εξής χαρακτηριστικά:	Σηματοδοσία Nyquist root raised cosine, με roll-off =0.1,
	Υπερδειγματοληψία με nsamp=16 δείγματα ανά βασική περίοδο Τ,
	Τάξη φίλτρου πομπού: 64 (4 περιόδων).

	Να υπολογιστεί το σήμα στην έξοδο προσαρμοσμένου φίλτρου στον δέκτη. Να δειχτεί τμήμα του σήματος αυτού (με την εντολή plot) διάρκειας 10Τ.
	 Να υπερτεθούν (με την εντολή stem) στο τμήμα αυτό τα αντίστοιχα δείγματα του σήματος εισόδου στο πλέγμα περιόδου T (πριν την υπερδειγματοληψία).
	Να σχεδιαστεί (με την εντολή pwelch) το φάσμα του σήματος στον δέκτη και να εξηγηθούν η μορφή και το εύρος του.
	Να επαναληφθεί το ερώτημα c: (i) με roll-off =0.9 και nsamp=16 (ii) με roll-off =0.1 και nsamp=8.



			

			
					Να ληφθεί η καμπύλη BER-Eb/No με εξομοίωση για τις δύο τιμές roll-off του ερωτήματος 1. Ποιο συμπέρασμα βγάζετε;

					Να προσαρμοστούν οι παράμετροι του παραπάνω συστήματος μετάδοσης στα εξής πραγματικά δεδομένα/απαιτήσεις:	Εύρος ζώνης διαύλου Β=1.5ΜΗz.
	Πυκνότητα φάσματος θορύβου Νο=100 picowatt/Hz (μονόπλευρο),
	Ρυθμός μετάδοσης 8 Μbps,
	Ανεκτό BER=1 Kbps.



			

			 

			Να επαληθεύσετε τις προδιαγραφές εύρους ζώνης και BER.

			Υποβολή:

			Να γράψετε σε αρχείο .doc ή συμβατό (lab4_nnnnn.doc, nnnnn τα τελευταία 5 ψηφία του επωνύμου σας) τόσο τον κώδικά σας, όσο και τα παραγόμενα σχήματα. Να γράψετε επίσης τις απαντήσεις και τα σχήματα επαλήθευσης του ερωτήματος 3. Να υποβάλετε το αρχείο σας στο site του μαθήματος.

			Άσκηση 4.2 

			Να τροποποιηθεί κατάλληλα ο Κώδικας 4.3 ώστε να υπολογίζει και σχεδιάζει το φάσμα της μορφοποιημένης παλμοσειράς L-ASK του παραδείγματος 4.1 παράλληλα με αυτό της αντίστοιχης παλμοσειράς ορθογωνικών παλμών του παραδείγματος 3.2. Να παραχθούν σχήματα παρόμοια με αυτά του σχ. 4.13 και να ερμηνευτούν θεωρητικά τα λαμβανόμενα αποτελέσματα.

			Άσκηση 4.3 (Να εκτελεστεί και παραδοθεί υπό μορφή σύντομης εργασίας)

			Να χρησιμοποιηθεί το φίλτρο του παραδείγματος 4.3 στη διαμόρφωση πλάτους δυαδικής ακολουθίας εισόδου, κατάλληλα προκωδικοποιημένης σύμφωνα με όσα αναπτύχθηκαν στην παράγραφο 4.1. Να γίνουν πειράματα εξομοίωσης και να σχεδιαστούν τα αποτελέσματα, όπως στο παράδειγμα 4.2. Να γίνει σύγκριση με τα αναμενόμενα θεωρητικά αποτελέσματα, καθώς και με τα αντίστοιχα της B-ASK (antipodal signaling).

			Άσκηση 4.4

			Να υλοποιηθεί, σύμφωνα με το παράδειγμα 4.3, τροποποιημένο διπλοδυαδικό φίλτρο και να επαναληφθούν τα της άσκησης 4.1 αντίστοιχα.

			

			
				
					7	 Ας θυμηθούμε: περιορισμός στο εύρος ζώνης συνεπάγεται μεγάλη διάρκεια. Και αντίστροφα: περιορισμένη διάρκεια συνεπάγεται μεγάλο εύρος ζώνης
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    ΚΕΦΑΛΑΙΟ 5ο:


    Ψηφιακή Διαμόρφωση QAM και PSK


    Σύνοψη


    Παρουσιάζονται οι ψηφιακές διαμορφώσεις (α) Εγκάρσια (Quadrature Amplitude Modulation – QAM) και (β) Φάσης (Phase Shift Keying - PSK). Για την κάθε μια από αυτές δίνονται: (i) ο σηματικός αστερισμός, (ii) η δομή του πομπού και του δέκτη, (iii) η ανάλυση σφάλματος σε περιβάλλον λευκού αθροιστικού θορύβου και (iv) τα φασματικά χαρακτηριστικά. Δίνονται επίσης επεξεργασμένα παραδείγματα εξομοίωσης.


    5.1	Εισαγωγή


    Τα σχήματα ψηφιακής διαμόρφωσης (ή ψηφιακής μεταλλαγής) φάσης (PSK – Phase Shift Keying) και ψηφιακής εγκάρσιας διαμόρφωσης πλάτους (QAM – Quadrature Amplitude Modulation) έχουν δισδιάστατους σηματικούς αστερισμούς στο αναλυτικό επίπεδο (πλάτους-φάσης) ταλαντώσεων σε συγκεκριμένη φέρουσα συχνότητα. Η συμπεριφορά τους παρουσία θορύβου εξαρτάται από τις αποστάσεις των σημείων (άρα από το πλήθος και τη διάταξή τους, για δεδομένη ισχύ), ενώ το φασματικό εύρος δεν επηρεάζεται από το πλήθος των σημείων. Μεγάλοι σηματικοί αστερισμοί PSK και QAM χρησιμοποιούνται σε αξιόπιστους διαύλους (με χαμηλό θόρυβο) για την επίτευξη μεγάλων ρυθμών μετάδοσης.


    Για εκτενέστερη μελέτη δείτε: [SKLA2011, κεφ. 4], [PROA2015, ενότ. 8.6, 8.7].


    5.2	Ψηφιακή Διαμόρφωση QAM


    5.2.1	Σηματικός χώρος και αναλυτικά σήματα βασικής ζώνης


    Ας θεωρήσουμε τον δισδιάστατο σηματικό χώρο (επίπεδο) με γενετήρια διανύσματα τα 

φxt=cos2πfct

  και  

φyt=-sin2πfct

8, ορισμένα στη βασική περίοδο Τd με fc κάποιο ακέραιο πολλαπλάσιο του Baud Rate 1/Τd. Κάθε σημείο si=[six,siy] του χώρου αυτού αντιστοιχεί σε σήμα ταλάντωσης στη συχνότητα fc ,  πλάτους |si| και αρχικής φάσης θi=tan-1(siy/six), δηλ. si(t)=|si|cos(2πfct +θi). Κατ’ επέκταση, οποιαδήποτε χρονική τροχιά στο σηματικό επίπεδο αντιστοιχεί στο σήμα της (αναλογικής) εγκάρσιας διαμόρφωσης των συνιστωσών της, δηλαδή


    
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



st=[sxt,  syt]    ↔    st=sxtcos2πfct-sytsin2πfct





						
							
							(5.1)

						
					

				
			


    Αν το σηματικό επίπεδο ταυτοποιηθεί με το μιγαδικό επίπεδο, τότε από την (5.1) αναδεικνύεται η σχέση μεταξύ ζωνοπερατών και των ισοδύναμων αναλυτικών σημάτων βασικής ζώνης. Με άλλα λόγια, το 

u~t=uxt+juyt≡sxt+jsyt

 είναι το αναλυτικό (μιγαδικό) ισοδύναμο βασικής ζώνης του s(t), σύμφωνα με τη σχέση (5.2):


    
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



u~t=uxt+juyt≡sxt+jsyt    ⇔    st=Re{u~tej2πfct}





						
							
							(5.2)

						
					

				
			


    Όλες οι μετρικές σχέσεις (μέτρα, αποστάσεις σημείων) του (ζωνοπερατού) σηματικού χώρου διατηρούνται αυτούσιες στο μιγαδικό επίπεδο.


    Ένα σύστημα ψηφιακής διαμόρφωσης Μ-QAM βασίζεται στην επιλογή Μ (=2k) σημείων στο σηματικό επίπεδο και την αντιστοίχισή τους (κωδικοποίηση) σε k-άδες δυαδικών ψηφίων. Για τη μετάδοση μιας δυαδικής ακολουθίας, αυτή χωρίζεται σε ομάδες των k bits, για να παραχθούν στη συνέχεια αντίστοιχοι παλμοί, σύμφωνα με την υιοθετηθείσα κωδικοποίηση των σημείων του σηματικού αστερισμού. Στη γενικότερη περίπτωση, η (ζωνοπερατή) παλμοσειρά QAM έχει τη μορφή:


    
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



st=∑nRe{u~nht-nTdej2πfct-nTd}=Re{ej2πfct∑nu~[n]ht-nTd}





						
							
							(5.3)

						
					

				
			


    όπου h(t) κατάλληλος παλμός βασικής ζώνης (όχι αναγκαστικά ορθογωνικός, όπως υποθέσαμε προηγουμένως).


    Όπως προκύπτει από το τελευταίο σκέλος της σχέσης (5.3), το αναλυτικό ισοδύναμο μιας παλμοσειράς QAM είναι μια αναλυτική παλμοσειρά βασικής ζώνης της μορφής:


    
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							[image: ]

						
							
							(5.4)

						
					

				
			


    Με βάση τις παραπάνω σχέσεις (5.3) και (5.4), αν εργαστούμε στο μιγαδικό επίπεδο με τα αναλυτικά σήματα, η διαδικασία της ψηφιακής διαμόρφωσης QAM είναι παρόμοια με αυτήν της διαμόρφωσης ASK, μόνο που εδώ έχουμε μιγαδικά βάρη παλμών βασικής ζώνης (u[n]), αντί πραγματικά. Όπως και στην ASK, μπορούμε να επιλέξουμε οποιαδήποτε μορφή τέτοιων παλμών (ορθογωνικών, Nyquist κ.λπ.), για να ικανοποιήσουμε τις επιθυμητές φασματικές προδιαγραφές.


    Στο σχήμα 5.1 δείχνονται: (α) το σηματικό επίπεδο, (β) παράδειγμα παλμοσειράς QAM, καθώς και (γ) η αναλυτική της μορφή και παράσταση στο μιγαδικό επίπεδο. Στο συγκεκριμένο παράδειγμα χρησιμοποιήθηκε ορθογωνικός παλμός βασικής ζώνης h(t). Στο εργαστηριακό μέρος θα μελετηθούν περιπτώσεις διαμόρφωσης QAM με παλμούς Nyquist.


    [image: ]


    5.2.2	 Δομή πομπού και δέκτη ψηφιακής QAM


    Στο σχήμα 5.2 φαίνεται ο πομπός (αριστερά) και ο δέκτης (δεξιά) ψηφιακής QAM σε διαγραμματική μορφή. Δείχνονται επίσης ενδεικτικά σήματα στα ενδιάμεσα στάδια, στην ειδική περίπτωση δεκαεξαδικής QAM και ορθογωνικών παλμών βασικής ζώνης. Η προς εκπομπή δυαδική ακολουθία διαμερίζεται σε ομάδες των 

k=log2M=4

 bits (μετατροπή σειριακής σε παράλληλη) και στη συνέχεια παράγεται η ακολουθία συμβόλων QAM 

u~[n]

, με βάση την κωδικοποίηση των σημείων του σηματικού αστερισμού. Η ακολουθία αυτή διαχωρίζεται σε πραγματικό (in phase) και φανταστικό (quadrature) μέρος, τα οποία οδηγούν ανεξάρτητα δύο φίλτρα μορφοποίησης παλμών βασικής ζώνης, οι έξοδοι των οποίων διαμορφώνονται κατά QAM στη συχνότητα fc. Οι αντίστροφες λειτουργίες επιτελούνται στον δέκτη: μετά την εγκάρσια αποδιαμόρφωση, κάθε συνιστώσα τροφοδοτεί ένα προσαρμοσμένο φίλτρο που με τη βοήθεια ανιχνευτή μέγιστης πιθανοφάνειας δίνει το αντίστοιχο μέρος (πραγματικό και φανταστικό) της ακολουθίας 

u~[n]

. Τέλος, ο αποκωδικοποιητής μετατρέπει τα μιγαδικά σύμβολα 

u~[n]

 σε k-άδες δυαδικών ψηφίων που σειριοποιούμενες δίνουν την αρχική δυαδική ακολουθία.
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    5.2.3	Σηματικοί Αστερισμοί QAM


    Όπως κατέδειξε η ανάλυση σφάλματος των σχημάτων σύμφωνης αποδιαμόρφωσης παρουσία λευκού αθροιστικού θορύβου Gauss, η επίδοση των εν λόγω συστημάτων εξαρτάται κατά βάση από την ελάχιστη απόσταση των σημείων του σηματικού τους αστερισμού. Στην QAM, τα σημεία διευθετούνται επί του σηματικού επιπέδου εντός κύκλου του οποίου η ακτίνα προσδιορίζεται από τη μέγιστη ισχύ σήματος. Για δεδομένο πλήθος σημείων Μ(=2k) και μέγιστη ισχύ σήματος υπάρχουν (θεωρητικά) βέλτιστες διατάξεις που μεγιστοποιούν την ελάχιστη απόσταση των σημείων. Στην πράξη χρησιμοποιούνται διάφορες υποβέλτιστες διατάξεις, όπως πολλές του Πλαισίου 5.3, η επιλογή των οποίων γίνεται με συνεκτίμηση και άλλων παραγόντων, όπως π.χ. της ευκολίας της υλοποίησης.


    Ένας συχνά χρησιμοποιούμενος τύπος διατάξεων QAM είναι του ορθογωνικού πλέγματος. Το πλήρες ορθογωνικό πλέγμα, ειδικότερα, με Μ=22l, l=1,2,3 …, με την ιδιότητα της συμμετρίας ως προς τους δύο άξονες, μπορεί να υλοποιηθεί ως συνδυασμός δύο ανεξάρτητων, ορθογώνιων L-ASK κλάδων L=2l. Με αναφορά στο σχήμα 5.2, αυτό πρακτικά σημαίνει ότι η πρώτη μονάδα του πομπού QAM (Κωδικοποιητής και Γεννήτρια Συμβόλων QAM) μπορεί να διαχωριστεί σε δύο ανεξάρτητες μονάδες κωδικοποίησης και παραγωγής πλατών L-ASK (με κωδικοποίηση l bits ανά διακριτό πλάτος). Προηγείται ένας αποπλέκτης 1:2 για τη διαίρεση της δυαδικής ακολουθίας εισόδου σε δύο υπακολουθίες, μία για κάθε ASK κλάδο. Αντίστοιχα διαιρείται σε δύο ανεξάρτητες μονάδες και ο αποκωδικοποιητής στον δέκτη (βλ. Πλαίσιο 5.6 πιο κάτω για την ειδική περίπτωση της 4-QAM).
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    5.2.4	Κωδικοποίηση Gray


    Ο τρόπος κωδικοποίησης των M σημείων του σηματικού αστερισμού, της αντιστοίχισής τους δηλαδή σε k-άδες δυαδικών ψηφίων, όπου 

k=log2M

, έχει επίπτωση στην επίδοση του συστήματος. Είναι φανερό ότι, σε περίπτωση λάθους, πιθανότερα σημεία (εσφαλμένης) αναγνώρισης είναι τα γειτονικά. Η κωδικοποίηση Gray εκμεταλλεύεται αυτήν την παρατήρηση και κωδικοποιεί γειτονικά σημεία με συνδυασμούς bits που διαφέρουν μόνο κατά 1 bit.


    Ένας συστηματικός τρόπος κωδικοποίησης κατά Gray ενός πλήρους ορθογωνικού πλέγματος Μ-QAM, όπου Μ=22l, l=1,2,3 …, δίνεται στο Πλαίσιο 5.4.
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    Το ότι ο αλγόριθμος του Πλαισίου 5.4 δίνει όντως σχηματισμούς Gray είναι προφανές: Εντός του ίδιου τεταρτημορίου η επαύξηση των κωδικών λέξεων με το ίδιο πρόθεμα δεν αλλοιώνει την κωδικοποίηση Gray, η οποία είναι εξασφαλισμένη από το προηγούμενο βήμα, ενώ κατά μήκος των ορίων των τεσσάρων τεταρτημορίων η κατοπτρική κατασκευή εξασφαλίζει και πάλι στα γειτονικά σημεία (ένθεν κακείθεν των αξόνων) διαφορά κωδικών λέξεων μόνο κατά 1 bit (αυτή του προθέματος).


    5.2.5	Πιθανότητα Σφάλματος ορθογωνικής QAM


    Για αναλυτικό σήμα M-QAM, πλήρους ορθογωνικού πλέγματος LxL σημείων στο μιγαδικό επίπεδο, και κωδικοποίηση Gray, η πιθανότητα εσφαλμένου bit (ή το BER) ισούται περίπου με την αντίστοιχη πιθανότητα (ή το BER) του L-ASK για ίδιο ανηγμένο σηματοθορυβικό λόγο. Πιο συγκεκριμένα είναι:


    
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



Pb,L2-QAM=Pb,L-ASK-12Pb,L-ASK2log2L≈Pb,L-ASK





						
							
							(5.5)

						
					

				
			


    Με άλλα λόγια, οι καμπύλες BER-Eb/No της L-ASK περίπου ταυτίζονται με τις αντίστοιχες L2-QAM,   L=2, 4, 8 ...
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    Με βάση τα εξαγόμενα του Κεφαλαίου 3 για την L-ASK (Παράδειγμα 3.2), είναι λοιπόν:
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							(5.6)

						
					

				
			


    5.2.6	Σηματοθορυβική σχέση SNR και ανηγμένος σηματοθορυβικός λόγος Εb,av/No


    Η σχέση που συνδέει τη σηματοθορυβική σχέση SNR με τον ανηγμένο σηματοθορυβικό λόγο προκύπτει ως εξής στην περίπτωση της QAM:


    Σύμφωνα με τη σχετική ανάλυση για τον ζωνοπερατό θόρυβο, η σηματοθορυβική σχέση του ζωνοπερατού σήματος διατηρείται στις δύο εγκάρσιες συνιστώσες:


    
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



SNRu=SNRx=SNRy=Px=PyFsNo





						
							
							(5.9)

						
					

				
			


    Πρακτικά η (5.9) σημαίνει ότι 

SNRL2-QAM=SNRL-ASK

.   Εξάλλου


    

SNRL-ASK=Eb,L-ASK2log2LNonsamp=Eb,L-ASKNolog2L2nsamp=λόγω  της    5.8Eb,L2-QAMNolog2Mnsamp

,


    ή
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							(5.10)

						
					

				
			


    Ο κώδικας του παραδείγματος 5.1 χρησιμοποιεί τη σχέση (5.10) για να παραγάγει θορυβώδες αναλυτικό σήμα QAM για δοσμένο Eb/No και k =log2M , το οποίο στη συνέχεια αποκωδικοποιεί με ΣΠΦ και μετράει τα λάθη.


    5.2.7	Φασματικά Χαρακτηριστικά Ψηφιακής QAM


    Τα φασματικά χαρακτηριστικά σήματος ψηφιακής QAM προκύπτουν άμεσα από τις σχέσεις (5.3) και (5.4), που δίνουν το αναλυτικό ισοδύναμο βασικής ζώνης του σήματος αυτού, καθώς και τις σχέσεις (4.1) και (4.2). Έτσι, για το αναλυτικό σήμα QAM βασικής ζώνης 

u~t

, και αναγνωρίζοντας την ακολουθία 

u~[n]

 των σχέσεων (5.3) και (5.4) ως το b[n] των σχέσεων (4.1) και (4.2), έχουμε:
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							(5.11)

						
					

				
			


    Είναι φανερό ότι, για λευκή ακολουθία b[n], η 

Φbbf

 είναι μία σταθερά, οπότε το φάσμα (μορφή και εύρος) προσδιορίζεται κατά βάση από τους παλμούς βασικής ζώνης, h(t), είναι δε ανεξάρτητο του πλήθους Μ των σημείων του σηματικού αστερισμού. Σε επόμενες παραγράφους θα δοθούν συγκεκριμένα παραδείγματα.


    5.3	Ψηφιακή Διαμόρφωση (Μεταλλαγή) Φάσης – PSK


    Η Ψηφιακή Διαμόρφωση Φάσης (Phase Shift Keying – PSK) χρησιμοποιεί σηματικούς αστερισμούς επί περιφέρειας κύκλου (στο μιγαδικό επίπεδο), ανήκει δηλαδή στο είδος διαμόρφωσης σταθερής περιβάλλουσας (constant envelope modulation). Είναι, προφανώς, ειδική περίπτωση της QAM και όλα όσα γενικά εκτέθηκαν στις προηγούμενες παραγράφους (δομή πομπού και δέκτη, φασματικά χαρακτηριστικά) ισχύουν ακριβώς και για την PSK. Ειδικά η QPSK (PSK τεσσάρων σημείων) είναι ταυτόσημη με την 4-QAM.


    5.3.1	Αστερισμοί και αναλυτική περιγραφή σημάτων PSK


    Στο Πλαίσιο 5.5 δείχνονται οι σηματικοί αστερισμοί PSK δύο, τεσσάρων και οκτώ σημείων, οι υποχώροι απόφασης (σε λευκό ο υποχώρος ενός σημείου σε κάθε σχήμα), καθώς και δυαδική κωδικοποίηση κατά Gray. Για τη Δυαδική Διαμόρφωση Φάσης (Binary Phase Shift Keying – BPSK), ειδικότερα (σχήμα 5.5α), έχουμε μονοδιάστατο σηματικό αστερισμό αντίποδων σημάτων (antipodal signaling).
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    Για την PSK M τάξης με Μ>2, τα σήματα [image: ] μπορούν να γραφούν ως
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							(5.12)

						
					

				
			


    όπου το σήμα φέρουσας συχνότητας είναι το [image: ].


    Ανεξάρτητα από την τιμή του M, η διάσταση του χώρου είναι Ν=2 και ένα ορθοκανονικό σύνολο διανυσμάτων είναι το:
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							(5.13)

						
					

				
			


    Με αυτά τα διανύσματα βάσης, τα [image: ] γράφονται:
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							(5.14)

						
					

				
			


    δηλαδή, σύμφωνα με τους συμβολισμούς του Κεφαλαίου 3:
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							(5.15)

						
					

				
			


    Η παλμοσειρά Μ-PSK, στη γενικότερή της μορφή γράφεται ως εξής:
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							(5.16)

						
					

				
			


    όπου


    
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



u~[n]∈ai=ai1+jai2,    i=1,2,...M,    u~[n]=E





						
							
							(5.16α)

						
					

				
			


    και h(t) κατάλληλος παλμός βασικής ζώνης (ορθογωνικός, Nyquist κλπ) μοναδιαίας ενέργειας.


    Η αναλυτική παλμοσειρά PSK είναι, βεβαίως, όπως και της QAM:


    
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							[image: ]

						
							
							(5.17)

						
					

				
			


    Για Μ = 4 έχουμε την τετραφασική διαμόρφωση (Quadriphase Shift Keying – QPSK), ταυτόσημη με την 4-QAM. Ο σηματικός αστερισμός αποτελείται από 4 σημεία επί κύκλου ακτίνας [image: ] και σε γωνίες 45ο, 135ο, 225ο, 315ο, οι δε υποχώροι απόφασης είναι τα τέσσερα τεταρτημόρια, όπως φαίνεται στο σχ. 5.5(β).


    5.3.2	Πομπός και Δέκτης PSK 


    Όπως προαναφέρθηκε, για την M-PSK, ως ειδική περίπτωση της QAM, ισχύει η δομή πομπού και δέκτη του Πλαισίου 5.2. Η δομή αυτή απλουστεύεται στην περίπτωση της QPSK (ή 4-QAM) όπως στο Πλαίσιο 5.6. Η απλούστευση συνίσταται, κατά πρώτον, στον διαχωρισμό του κωδικοποιητή (αντίστοιχα και του αποκωδικοποιητή) σε δύο ανεξάρτητους κλάδους, όπως είναι δυνατόν, βεβαίως, για κάθε πλήρη ορθογωνικό σχηματισμό QAM (βλ. σχετικές παρατηρήσεις παραγράφου 5.2.3). Κατά δεύτερον, κάθε κλάδος είναι μια απλή BPSK, με την κωδικοποίηση του bit εισόδου στο πρόσημο του παλμού (ορθογωνικού, Nyquist κ.λπ.) που παράγει η γεννήτρια παλμών (antipodal signaling). Η αποδιαμόρφωση είναι επίσης απλή: ελέγχεται το πρόσημο εξόδου καθενός από τους δύο συσχετιστές και αντίστοιχα αποφασίζεται για το τεταρτημόριο στο οποίο βρίσκεται το ληφθέν σήμα.


    Τέλος, αναφορικά και πάλι με τη γενική περίπτωση PSK, ο ανιχνευτής μέγιστης πιθανοφάνειας της γενικής δομής του σχήματος 5.2 μπορεί να υλοποιηθεί ως συγκριτής γωνιών, όπως φαίνεται στο σχ. 5.7.
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    5.3.3	Πιθανότητα σφάλματος M-PSK


    Για τη Μ-PSK, με την υπόθεση ότι τα Μ σημεία του σηματικού αστερισμού κατανέμονται ομοιόμορφα στην περιφέρεια κύκλου ακτίνας 

Ε

, όπως φαίνεται στο σχ. 5.8 (Ε είναι η ενέργεια κάθε στοιχειώδους σήματος), και επί πλέον ότι καθένα από τα Μ σύμβολα (που απεικονίζονται ένα προς ένα στα σημεία του σηματικού αστερισμού) εμφανίζεται με την ίδια πιθανότητα, το άνω φράγμα της πιθανότητας εσφαλμένης ανίχνευσης συμβόλου που διατυπώθηκε στο Κεφάλαιο 3 των σημειώσεων, η σχέση (3.21) παίρνει τη μορφή:
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							(5.18)

						
					

				
			


    αφού, λόγω συμμετρίας, είναι 

∑k=1k≠1Merfcdik2No =∑k=2Merfcd1k2No 

   για όλα τα i.


    Υπενθυμίζεται ότι ο όρος 

12erfcdik2No ,  i≠k

, δίνει την πιθανότητα 

Psi,sk

, να έχει αποσταλεί δηλαδή ο παλμός [image: ] και να ληφθεί σήμα στην περιοχή του 

sk

.


    Η γεωμετρία του σχήματος 5.8 δίνει:
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							(5.19)
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    Με αναγωγή της ενέργειας ανά σύμβολο Ε σε ενέργεια ανά μεταδιδόμενο bit [image: ], η (5.19) γίνεται:
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							(5.20)

						
					

				
			


    Για Μ = 2 η (5.18) είναι ισότητα:


    
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



PeBPSK=12erfcEbNo





						
							
							(5.21)

						
					

				
			


    Μια καλύτερη προσέγγιση της πιθανότητας λάθους για τη MPSK δίνεται από τη σχέση:9
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							(5.22)

						
					

				
			


    Στο σχ. 5.9 έχουν σχεδιαστεί οι καμπύλες που δίνει η σχέση (5.1-20) για Μ = 2, 4, 8, 16, ενώ έχουν υπερτεθεί και τα αντίστοιχα άνω φράγματα της σχέσης (5.18). Είναι φανερό ότι για μικρές τιμές του ανηγμένου σηματοθορυβικού λόγου 

Eb/No

 δεν έχουμε επαρκή ακρίβεια των φραγμάτων (παίρνουμε τιμές πιθανότητας ακόμη και μεγαλύτερες της μονάδας!).
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    Τέλος, η πιθανότητα εσφαλμένου bit Pb μπορεί να υπολογιστεί από την πιθανότητα εσφαλμένου συμβόλου Pe, αν υποτεθεί κωδικοποίηση κατά Gray (όπως π.χ. στους αστερισμούς του σχ. 5.5), όπως και στην περίπτωση QAM:


    
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



PbM-PSK≈GrayPeM-PSKlog2M





						
							
							(5.23)

						
					

				
			


    5.3.4	Κωδικοποίηση Gray


    Μπορεί να ακολουθηθεί και εδώ μια επαγωγική μέθοδος κωδικοποίησης Gray, παρόμοια με αυτήν της περίπτωσης QAM πλήρους ορθογωνικού πλέγματος. Ορίζουμε ως τάξη του σχηματισμού το μήκος l της κωδικής λέξης (αριθμό bits), δηλ. 

l=log2M

.
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    5.3.5	Φασματικά Χαρακτηριστικά PSK


    Τα φασματικά χαρακτηριστικά της PSK, με βάση την αναλυτική σχέση (5.17), είναι τα ίδια με αυτά της ψηφιακής QAM, όπως περιγράφονται στην παράγραφο 5.2.6. Εξαρτώνται, δηλαδή, από το φάσμα του παλμού h(t) και τις στατιστικές ιδιότητες της ακολουθίας 

u~[n]

 (συγκεκριμένα συνάρτηση αυτοσυσχέτισης της ακολουθίας αυτής). Δεν εξαρτώνται από το πλήθος Μ των σημείων του αστερισμού.


    Για PSK (και QAM) με ορθογωνικό παλμό μορφοποίησης και λευκή ακολουθία εισόδου, τα φάσμα του αναλυτικού σήματος (βασικής ζώνης) είναι:


    
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



Φu~u~-QAM,PSK≈sinπfTdπfTd2=sinc2fTd





						
							
							(5.24)

						
					

				
			


    5.4	Επεξεργασμένα Παραδείγματα


    5.4.1	Παράδειγμα 5.1


    

      	Να γραφεί πρόγραμμα-συνάρτηση σε MATLAB που να παράγει αναλυτικό σήμα M-QAM πλήρους τετραγωνικού πλέγματος (Μ=L2), να υπερθέτει λευκό γκαουσιανό θόρυβο που να αντιστοιχεί σε συγκεκριμένο ανηγμένο σηματοθορυβικό λόγο Eb,av/No και, τέλος, να εξομοιώνει δέκτη σύμφωνου προσαρμοσμένου φίλτρου και να μετράει τα λανθασμένα σύμβολα.


      	Να παραχθούν θεωρητικές καμπύλες και σημεία εξομοίωσης BER-Eb/No για Μ=4, 16, 64 και να επιδειχτεί η ισχύς του (Ι), ότι δηλαδή οι καμπύλες αυτές περίπου ταυτίζονται με τις αντίστοιχες L-ASK, για L=2,4,8.


    


    Υλοποίηση:


    

      	Ο Κώδικας 5.1 είναι η ζητούμενη συνάρτηση. Η συνάρτηση του Κώδικα 5.1 μπορεί να κληθεί, κατά τα γνωστά, από το bertool του MATLAB, ή από δικό μας MATLAB script για να δώσει την πιθανότητα σφάλματος για διάφορες τιμές του Μ (μεγέθους σηματικού αστερισμού) και του σηματοθορυβικού λόγου (Πλαίσιο 5.11). Οι θεωρητικές καμπύλες έχουν παραχθεί με χρήση της σχέσης (5.6) [γραμμές 41-42 στον Κώδικα 5.1]. Βεβαίως, το bertool δίνει και θεωρητικές καμπύλες, οι οποίες ταυτίζονται με αυτές που παράγονται από τη σχέση (5.6).
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    5.4.2	Παράδειγμα 5.2


    Α. Να γραφεί πρόγραμμα σε MATLAB που να κάνει πλήρη εξομοίωση ενός πομποδέκτη ψηφιακής QAΜ, σύμφωνα με το σχ. 5.2. Συγκεκριμένα:


    

      	Παράγει ακολουθία συμβόλων L2-QAM, κωδικοποιώντας κατά Gray τυχαία δυαδική ακολουθία εισόδου.


      	Παράγει αναλυτικό σήμα QAM με βάση την ακολουθία του (Ι) και παλμούς βασικής ζώνης: (α) ορθογωνικούς, (β) Nyquist (φίλτρο τετραγωνικής ρίζας γραμμικής πτώσης).


      	Διαμορφώνει εγκάρσια το αναλυτικό σήμα και προσθέτει γκαουσιανό θόρυβο για συγκεκριμένη σηματοθορυβική σχέση.


      	Αποδιαμορφώνει το ζωνοπερατό σήμα και αναπαράγει την αρχική ακολουθία με χρήση σύμφωνου προσαρμοσμένου φίλτρου και κατάλληλης αποκωδικοποίησης. Μετρά τα εσφαλμένα bits.


      	Υπολογίζει και σχεδιάζει το φάσμα τόσο του σήματος βασικής ζώνης όσο και του ζωνοπερατού QAM. Σχεδιάζει ενδεικτικά «διαγράμματα οφθαλμού» (eye diagrams) και διαγράμματα διασποράς (scatter plots).


    


    Β. Να σχολιαστούν τα διαγράμματα φάσματος ισχύος για τις δύο περιπτώσεις (α) και (β) του ερωτήματος ΙΙ.


    Υλοποίηση:


    Α. Το ζητούμενο πρόγραμμα δίνεται από τον Κώδικα 5.2. 


    

      	Το τμήμα 26-34 παράγει διάνυσμα κωδικοποίησης Gray (mapping), με τα σύμβολα QAM του σηματικού αστερισμού σε κατάλληλη διάταξη. Συγκεκριμένα, το δεκαδικό ισοδύναμο μιας δυαδικής λέξης (μήκους k), αυξημένο κατά ένα, δίνει την τάξη του αντίστοιχου συμβόλου QAM στο διάνυσμα mapping:
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    	Η δυαδική ακολουθία εισόδου x παράγεται και κωδικοποιείται κατά Gray στο τμήμα 37-42.


    

      	Στο τμήμα κώδικα 44-53 ορίζεται το φίλτρο μορφοποίησης (ορθογωνικός παλμός ή τετραγωνικής ρίζας Nyquist, ανάλογα με την παράμετρο  pulse_type) και στη συνέχεια παράγεται και μορφοποιείται η παλμοσειρά QAM βασικής ζώνης (55-56).


      	Στη συνέχεια παράγεται το πραγματικό ζωνοπερατό σήμα QAM (γραμμές 60-61 του κώδικα) και προστίθεται λευκός γκαουσιανός θόρυβος κατάλληλης ισχύος ,σύμφωνα με το SNR που αντιστοιχεί στο δοσμένο Eb/No (γραμμές 67-70).


      	Ο Δέκτης εξομοιώνεται στο υπόλοιπο του κώδικα (γραμμές 74-95), ενώ εκτιμάται και ο ρυθμός λαθών με δύο τρόπους: (α) με σύγκριση της αναπαραγόμενης ακολουθίας συμβόλων QAM με την αρχική (β) με σύγκριση της δυαδικής ακολουθίας εξόδου xrx με την αρχική x.


      	Σε κατάλληλα σημεία του κώδικα σχεδιάζονται οι ζητούμενες κυματομορφές με τη βοήθεια της συνάρτησης pwelch του MATLAB. Στα σχήματα 5.12 και 5.13 δείχνονται ενδεικτικά διαγράμματα.
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    Β. Παρατηρήσεις για το φάσμα


    Το προσαρμοσμένο φίλτρο, τόσο με ορθογωνικό παλμό όσο και με παλμό Nyquist (φίλτρο τετραγωνικής ρίζας ανυψωμένου συνημιτόνου), είναι, βεβαίως, ένα βαθυπερατό φίλτρο το οποίο αποκόπτει τα είδωλα υψηλών συχνοτήτων που εισάγει η αποδιαμόρφωση. Έτσι καθιστά περιττή μια ξεχωριστή μονάδα LPF στον εγκάρσιο αποδιαμορφωτή του Πλαισίου 5.2. Ωστόσο, ειδικά για την περίπτωση του ορθογωνικού παλμού μορφοποίησης, πρέπει να γίνουν οι εξής παρατηρήσεις:


    

      	Το προσαρμοσμένο φίλτρο, θεωρούμενο ως βαθυπερατό φίλτρο, δεν έχει ικανοποιητικά χαρακτηριστικά αποκοπής, όπως φαίνεται από τους υψηλούς πλευρικούς λοβούς του φάσματος (Πλαίσιο 5.12).


      	Το εύρος ζώνης είναι ίσο με 1/Τd (πρώτος μηδενισμός) στη βασική ζώνη και το διπλάσιό του στη ζώνη εκπομπής.


    


    Τα φίλτρα Nyquist, αντίθετα, αφενός έχουν ικανοποιητικά χαρακτηριστικά αποκοπής (πρακτικά ανύπαρκτοι πλευρικοί λοβοί), αφετέρου περιορίζονται στο μισό εύρος ζώνης (πλην της επέκτασης λόγω roll-off). Αυτοί είναι οι λόγοι που τα συστήματα εκπομπής QAM κάνουν χρήση φίλτρων Nyquist.


    Οι παλμοί μορφοποίησης και τα φάσματά τους δείχνονται συγκριτικά στο Πλαίσιο 5.14.


    [image: ]


    5.5	Ασκήσεις προς εκτέλεση


    Άσκηση 5.1 


    

      	Να επαληθευτούν τα αποτελέσματα του σχήματος στο Πλαίσιο 5.11 (θεωρητικά και σημεία εξομοίωσης) για Μ=16 και 64. Να υπερτεθούν στο ίδιο σχήμα σημεία από την εξομοίωση της 4-ASK και 8-ASK αντίστοιχα.


    


    

      	Με τη βοήθεια του Κώδικα 5.2, να ληφθούν οι φασματικές πυκνότητες (ζωνοπερατών) σημάτων 16-QAM με μορφοποίηση: (α) ορθογωνικού παλμού, (β) Nyquist (τετραγωνικής ρίζας γραμμικής πτώσης) και συχνότητα φέροντος 8/Τ. Υπόδειξη: Να επιλεγεί κατάλληλη τιμή του nsamp.


      	Με τη βοήθεια του Κώδικα 5.2, να υπολογιστεί το BER για την 64-QAM με EbNo=8db. Εξηγήστε γιατί τα ber1 και ber2 μπορεί να είναι διαφορετικά.


      
      
      Άσκηση 5.2
Στην επίγεια ψηφιακή τηλεόραση, σύμφωνα με το πρότυπο DVB-T, εκτός των ομοιόμορφων αστερισμών QAM ορθογωνικού πλέγματος, χρησιμοποιούνται και μη ομοιόμορφοι, όπως αυτός του διπλανού σχήματος. 
[image: ]
Να γίνει ανάλυση σφάλματος, καταρχήν θεωρητικά, σύμφωνα με το παρά
δειγμα 3.4.2 για τους μονο-διάστατους σηματικούς αστερισμούς και την παράγραφο 5.2.5 αυτού του κεφαλαίου. Στη συνέχεια να γίνει εξομοίωση και υπολογισμός της πιθανότητας σφάλματος, κατά το πρότυπο του παραδείγματος 5.4.1.

      Άσκηση 5.3 (Να εκτελεστεί στο εργαστήριο)
	Να σχεδιάσετε σηματικό αστερισμό 64-QAM πλήρους ορθογωνικού πλέγματος, με σημειωμένες τις δυαδικές λέξεις δίπλα σε κάθε σημείο του [όπως στο σχήμα 5.4(β) των σημειώσεων] με κωδικοποίηση Gray.
	Έχουμε στη διάθεσή μας τον ζωνοπερατό δίαυλο 8.75-11.25 MHz και θέλουμε να εκπέμψουμε με ρυθμό 12 Mbps. Να επιλεγεί σύστημα M-QAM πλήρους oρθογωνικού πλέγματος και σηματοδοσίας Nyquist, κατάλληλο για τον σκοπό αυτόν. Επιλέξτε κατάλληλη τιμή roll-off ώστε να εκμεταλλευτείτε όλο το διαθέσιμο εύρος ζώνης. Εξομοιώστε πομπό και δέκτη και σχεδιάστε θεωρητικά και πειραματικά την καμπύλη Pbß→ Eb/No. Η συχνότητα δειγματοληψίας πρέπει να είναι επαρκώς υψηλή, ώστε τα σήματα όλων των βαθμίδων διαμόρφωσης – αποδιαμόρφωσης να μπορούν να παρασταθούν χωρίς σφάλμα αναδίπλωσης (aliasing).
	Αν ο μέγιστος ανηγμένος σηματοθορυβικός λόγος Eb/No που μπορείτε να πετύχετε στον δέκτη είναι 10 db και ο κωδικοποιητής διαύλου που έχετε στη διάθεσή σας απαιτεί η πιθανότητα εσφαλμένου bit να μην υπερβαίνει την τιμή 0.002, αναδιπλωθείτε σε σύστημα QAM μικρότερης τάξης, χωρίς να αλλάξετε τις άλλες παραμέτρους σηματοδοσίας. Ποιος είναι τώρα ο μέγιστος ρυθμός μετάδοσης; Σχεδιάστε και πάλι την πυκνότητα φάσματος ισχύος των σημάτων σας και δείτε αν υπάρχουν διαφοροποιήσεις.
	Πόσο μπορεί να αυξηθεί ο ρυθμός μετάδοσης στο ερώτημα 3, αν μπορεί να μειωθεί στο μισό του το roll-off του φίλτρου Nyquist;


    


    Υποβολή:


    Να γράψετε σε αρχείο .doc ή συμβατό (lab5_nnnnn.doc, nnnnn τα τελευταία 5 ψηφία του επωνύμου σας) τόσο τις απαντήσεις στα ερωτήματα όσο και τον κώδικά σας και τα παραγόμενα σχήματα. Να υποβάλετε το αρχείο σας στο site του μαθήματος.


    


    

      

        8	 Για την απλοποίηση των συμβολισμών δεν επελέγησαν μοναδιαία διανύσματα. 


      


      

        9	 Βλέπε, π.χ., [ΗΑΥΚ1988, σ. 317]
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			ΚΕΦΑΛΑΙΟ 6ο:

			Ψηφιακή διαμόρφωση FSK και MSK

			Σύνοψη

			Παρουσιάζονται οι ψηφιακές διαμορφώσεις συχνότητας (ονομαζόμενες και  Διαμορφώσεις Μεταλλαγής Συχνότητας, Frequency Shift Keying – FSK), με αναφορά, όπως  και στο προηγούμενο κεφάλαιο, στα τέσσερα βασικά θέματα: τον σηματικό αστερισμό, τη δομή του πομπού και του δέκτη, τη συμπεριφορά στον θόρυβο (με μέτρο την πιθανότητα εσφαλμένου bit) και τα φασματικά χαρακτηριστικά. Ιδιαίτερη ενότητα αφιερώνεται στη σύμφωνη δυαδική εκδοχή της FSK με το ελάχιστο εύρος ζώνης, αυτήν της Ελάχιστης (Μεταλλαγής) Συχνότητας (Minimum Shift Keying – MSK). Δίνονται επεξεργασμένα παραδείγματα εξομοίωσης.

			6.1	Εισαγωγή

			Η ψηφιακή διαμόρφωση (ή μεταλλαγή) συχνότητας (Frequency Shift Keying – FSK) συνίσταται στην αντιστοίχιση δυαδικών λέξεων σε τμήματα ημιτονοειδών σημάτων διαφορετικών συχνοτήτων. Με κατάλληλη επιλογή των συχνοτήτων εξασφαλίζεται η ορθογωνιότητα των σημάτων του σηματικού αστερισμού. Επομένως, η διάσταση του σηματικού χώρου είναι ίδια με το μέγεθος Μ του σηματικού αστερισμού και, συνεπώς, για την αποδιαμόρφωση χρειάζονται ισάριθμα προσαρμοσμένα φίλτρα (σε αντίθεση με τα συστήματα PSK και QAM, όπου η διάσταση του σηματικού χώρου είναι 2, ανεξαρτήτως του Μ, και δύο μόνο προσαρμοσμένα φίλτρα είναι επαρκή).

			Η Ελάχιστη Μεταλλαγή Συχνότητας (Minimum Shift Keying – MSK) είναι ειδική περίπτωση της Δυαδικής FSK (με συνεχή φάση).

			6.2	Ψηφιακή Διαμόρφωση Συχνότητας (FSK)

			6.2.1	Σηματικός χώρος M-FSK

			O σηματικός χώρος M-FSK ορίζεται από ορθοκανονικά σήματα βάσης της μορφής:
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							(6.1)

						
					

				
			

			Για να είναι τα παραπάνω σήματα ορθογώνια θα πρέπει:

			[image: ]

			Η πρώτη από τις παραπάνω σχέσεις ισχύει για 

fi=k+i2Td

, η δε δεύτερη για 

fi=k+iTd

 k ακέραιος. Δηλαδή, ορθογωνιότητα των σημάτων βάσης έχουμε όταν οι συχνότητες διαφέρουν κατ’ ελάχιστο, για μεν τη σύμφωνη αποδιαμόρφωση κατά 1/(2Τd), για δε την ασύμφωνη κατά 1/Τd.

			Συνήθως ο k είναι αρκετά μεγαλύτερος του M και ορίζει τη συχνότητα του φέροντος 

fc=k+i2Td

 (

fc=k+iTd

 αντίστοιχα). Με 

sit=Eφ_ιt

,

 i=1,2,..,M

 έχουμε σηματικό αστερισμό M σημείων (όπου το M είναι ακέραια δύναμη του 2).

			6.2.2	Συμπεριφορά της FSK στον θόρυβο

			6.2.2.1	Σύμφωνη αποδιαμόρφωση συχνότητας (coherent Μ-FSK)

			Ισχύει εδώ πλήρως η θεωρία της παραγράφου 3.3.5 και το άνω όριο της σχέσης (3.22) για τη μέση πιθανότητα λάθους. Η απόσταση μεταξύ δύο οποιωνδήποτε διανυσμάτων 

sit

 και 

sjt, i≠j

, είναι:
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			Έτσι, η (3.22) δίνει για το σύστημα σύμφωνης (coherent) MFSK:
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							(6.2)

						
					

				
			

			Για Μ=2 (coherent BFSK), η παραπάνω σχέση είναι ισότητα.

			Στο σχήμα 6.1 δείχνονται καμπύλες πιθανότητας λάθους της σύμφωνης M-FSK για διάφορες τιμές του Μ, όπως προκύπτουν με εφαρμογή της προσεγγιστικής σχέσης (άνω φράγματος) (6.2).

			[image: ]

			6.2.2.2	 Aσύμφωνη αποδιαμόρφωση συχνότητας (non-coherent FSK)

			Σύμφωνα με τα αναφερόμενα στην παράγραφο 3.3.7, ένα άνω φράγμα για την πιθανότητα εσφαλμένου συμβόλου για ασύμφωνο δέκτη δίνεται από τη σχέση:
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							(6.3)

						
					

				
			

			Ενώ και για Μ=2 (non-coherent BFSK), η παραπάνω σχέση γίνεται ισότητα

			6.2.3	Πιθανότητα εσφαλμένου bit και BER συστημάτων M-FSK

			Αυτό που τελικά ενδιαφέρει και αποτελεί κριτήριο σύγκρισης των διαφόρων συστημάτων είναι, όπως έχει ήδη αναφερθεί, η πιθανότητα εσφαλμένου bit Pb ή ο ρυθμός εσφαλμένων bits (Bit Error Rate –BER) που, για ρυθμό μετάδοσης R, είναι ίσος με BER=PbR.

			Η σχέση που συνδέει την πιθανότητα εσφαλμένου bit Pb  με την πιθανότητα εσφαλμένου συμβόλου Pe για συστήματα FSK δίνεται από τη σχέσηQ
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							(6.4)
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			6.2.4	Φασματικά Χαρακτηριστικά FSK

			H φασματική ανάλυση της Μ-FSK είναι πιο σύνθετη σε σχέση με την αντίστοιχη της M-PSK που μελετήσαμε στην παράγραφο 5.1.3, και παρουσιάζεται στην εργασία των Anderson και Salz10*.Η ειδικότερη περίπτωση με ομοιόμορφα κατανεμημένες συχνότητες σε αποστάσεις 1/(2Τ) (εξασφαλίζεται ορθογωνιότητα μεταξύ των σημάτων βάσης μόνο για σύμφωνη αποδιαμόρφωση) χαρακτηρίζεται από ισοδύναμο σήμα βασικής ζώνης [image: ] με πυκνότητα φάσματος ισχύος ίση με:
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							(6.5)

						
					

				
			

			Υπενθυμίζεται ότι οι ποσότητες 

Eb

 και 

Tb

 είναι (ενέργεια και διάρκεια) ανηγμένες ανά εκπεμπόμενο bit, δηλαδή προκύπτουν από τις αντίστοιχες E και Τd  κατόπιν διαίρεσής τους με 

log2M

.

			6.2.5	 Δυαδική Διαμόρφωση Συχνότητας (BFSK)

			Είναι διδακτικό να εξεταστεί ιδιαίτερα εδώ η απλούστερη περίπτωση της διαμόρφωσης συχνότητας, η δυαδική (Binary FSK), όπου τα δυαδικά ψηφία 0 και 1 της ακολουθίας εισόδου κωδικοποιούνται και αποστέλλονται σε τμήματα ημιτονοειδών σημάτων δύο διαφορετικών συχνοτήτων, 

f1,f2

, δηλαδή:

			[image: ]

			6.2.5.1	 Συμπεριφορά της ΒFSK στον θόρυβο

			Υποθέτουμε ότι οι δύο συχνότητες βρίσκονται εκατέρωθεν μιας κεντρικής συχνότητας 

fc

 και ότι διαφέρουν κατά 1/Τd, δηλαδή 

fi=k±0.5/Td

 για κάποιο σταθερό ακέραιο k, έτσι ώστε να έχουμε κοινό ορθοκανονικό σύστημα και στις δύο περιπτώσεις αποδιαμόρφωσης. H περίπτωση όπου οι δύο συχνότητες διαφέρουν κατά 1/(2Τd) (μόνο για σύμφωνη αποδιαμόρφωση) οδηγεί στην MSK και θα εξεταστεί σε ειδική παράγραφο στη συνέχεια.

			Ο σηματικός αστερισμός δείχνεται στο σχήμα του Πλαισίου 6.1, όπου η απόσταση μεταξύ των δύο σημείων είναι (όπως και στη γενικότερη FSK M σημείων) ίση με 

d=2E

.

			[image: ]

			Για σύμφωνη αποδιαμόρφωση και ισοπίθανα δυαδικά ψηφία 0,1, η μέση πιθανότητα λάθους είναι:
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							(6.6)

						
					

				
			

			ενώ για ασύμφωνη αποδιαμόρφωση έχουμε αντίστοιχα [Μ=2 και ισότητα στη σχέση (6.3)]:
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							(6.7)

						
					

				
			

			Είναι χρήσιμο να συγκριθούν οι περιπτώσεις BPSK, σύμφωνη ΒFSK και ασύμφωνη ΒFSK, όσον αφορά τη συμπεριφορά τους στον θόρυβο. Η σύγκριση αυτή δίνεται στο Πλαίσιο 6.3. Βλέπουμε ότι η ΒPSK υπερέχει της σύμφωνης BFSK, λόγω μεγαλύτερης απόστασης των σημείων στον σηματικό αστερισμό (διαφορά στον οριζόντιο άξονα κατά 3 db), ενώ με τη σειρά της η ασύμφωνη BFSK έχει χειρότερη συμπεριφορά της σύμφωνης ΒFSK, όπως συμβαίνει με όλα τα συστήματα ασύμφωνης αποδιαμόρφωσης.

			[image: ]

			6.2.5.2	Φασματικά Χαρακτηριστικά της BFSK

			Τα φασματικά χαρακτηριστικά της BFSK μπορούν εύκολα να μελετηθούν με τη βοήθεια του ισοδύναμου σήματος βασικής ζώνης, χωρίς τη χρήση του γενικού τύπου (6.5). Μια κυματομορφή BFSK, με τις υποθέσεις που διατυπώθηκαν νωρίτερα στην παράγραφο αυτή, γράφεται:
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							(6.8)

						
					

				
			

			ο δε δείκτης i  παίρνει τις τιμές 1,2 με την ίδια πιθανότητα και ανεξάρτητα για κάθε νέο διάστημα (n-1)Td £ t £ nTd. Το αναλυτικό σήμα βασικής ζώνης εκφράζεται ως:
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							(6.9)

						
					

				
			

			Βλέπουμε ότι η 

unt

 είναι άθροισμα δύο όρων, εκ των οποίων ο πρώτος είναι ανεξάρτητος από την ακολουθία εισόδου με φάσμα δύο συναρτήσεις δέλτα, ο δε δεύτερος είναι ημιτονικός παλμός μισής περιόδου που διαμορφώνεται από λευκή δυαδική ακολουθία ισοπίθανων τιμών ±1. Σύμφωνα με τη θεωρία της παραγράφου 4.2, εύκολα αποδεικνύεται ότι η πυκνότητα φάσματος ισχύος αυτού του δεύτερου όρου είναι 

4cos2⁡πTfπ24Τ2f2-12

. Λόγω της στατιστικής ανεξαρτησίας των δύο όρων, το φάσμα του [image: ]είναι το άθροισμα των δύο φασμάτων και συνεπώς:
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							(6.10)

						
					

				
			

			6.3	 Διαμόρφωση Ελάχιστης (Μεταλλαγής) Συχνότητας (MSK)

			Η Διαμόρφωση Ελάχιστης Μεταλλαγής Συχνότητας (Minimum Shift Keying – MSK) είναι διαμόρφωση Δυαδικής Συχνότητας Συνεχούς Φάσης (Continuous Phase Binary Frequency Shift Keying – CP-BFSK), με απόσταση μεταξύ των δύο συχνοτήτων την ελάχιστη που τις καθιστά ορθογώνιες στη σύμφωνη αποδιαμόρφωση. Η απόσταση αυτή είναι ίση με Δf=1/(2Τd), όπου Τd η βασική περίοδος εκπομπής συμβόλου (εδώ ενός bit) (Πλαίσιο 6.4, σχ. β). Σε αντιδιαστολή με αυτήν, η απόσταση συχνοτήτων για ασύμφωνη FSK είναι 1/Τd (σχήμα 6.4α).

			[image: ]

			6.3.1	Περιγραφή σημάτων – Σηματικός Αστερισμός MSK

			Διαμερίζουμε τον χρόνο σε περιόδους διάρκειας Τd (ενός bit), δεικτοδοτούμενες με τον δείκτη n. Για ακολουθία εισόδου xn σε πολική μορφή (δηλ. xn=-1, για bit εισόδου 0, και xn=1, για bit εισόδου 1) το σήμα MSK κατά τη n-οστή περίοδο, 

n-1Td<t≤nTd

, είναι:
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							(6.11α)

						
					

				
			

			ή
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							(6.11β)

						
					

				
			

			όπου 

xn=±1

 και φn=0 ή π, ώστε να εξασφαλίζεται η συνέχεια (modulo 2π) της φάσης θ(t) κατά τις μεταλλαγές του xn μεταξύ -1 και 1. Με την παρατήρηση ότι οι αλλαγές της φάσης θ(t), κατά τη διάρκεια μιας βασικής περιόδου Τd, είναι εύρους π/2, (δείκτης διαμόρφωσης 0.5, σύμφωνα με την ορολογία της διαμόρφωσης συχνότητας). Εύκολα αποδεικνύεται ότι το κατάλληλο φn δίνεται από τη σχέση:
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							(6.12)

						
					

				
			

			Η (6.12) ερμηνεύεται ως εξής: Η διορθωτική φάση φn μεταλλάσσεται μεταξύ των τιμών 0 και π. Αλλαγή μπορεί να συμβεί μόνο κατά τις μεταβάσεις από περιττής σε άρτιας τάξης bit ( cosθ((n-1)Τd)=0  ), και μόνο όταν συμβαίνει μεταλλαγή στο bit εισόδου (xnxn-1<0) ― δείτε και σχέση (6.15).

			Μια εναλλακτική μορφή του σήματος MSK προκύπτει με ανάπτυξη του συνημιτόνου της (6.1-10β), ως εξής:
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							(6.13α)

						
					

				
			

			ή
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							(6.13β)

						
					

				
			

			όπου
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							(6.13γ)

						
					

				
			

			Η μορφή (6.13) περιγράφει μια διαμόρφωση QAM με συμφασική και εγκάρσια συνιστώσα σήματος βασικής ζώνης όπως στη σχέση (6.14).
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							(6.14)

						
					

				
			

			Στο Πλαίσιο 6.5 δίνεται παράδειγμα ακολουθίας εισόδου, των αντίστοιχων φn και θ(t), των εγκάρσιων σημάτων sI(t) και sQ(t) και του τελικού σήματος MSK s(t).

			[image: ]

			6.3.2	MSK και QPSK

			Όπως βλέπουμε και από τα σχήματα του Πλαισίου 6.5, τα εγκάρσια σήματα sI(t) και sQ(t) διαγράφουν ένα τεταρτημόριο ημιτόνου σε κάθε περίοδο Τd. Λόγω όμως της συνέχειας της φάσης θ(t), είναι και αυτά συνεχή και, σε διάστημα δύο περιόδων, διαγράφουν μία ημιπερίοδο ημιτόνου με διαφορά φάσης (offset) 90ο  μεταξύ τους. Μπορεί λοιπόν η MSK να θεωρηθεί παραλλαγή της τετραφασικής διαμόρφωσης με offset (Offset QPSK – O-QPSK), με χρήση ημιτονικών, αντί ορθογωνικών παλμών βασικής ζώνης, διάρκειας 2Τd.

			Κατά τα ανωτέρω, ο σηματικός αστερισμός της MSK είναι ίδιος με αυτόν της QPSK (4 σημεία στο μιγαδικό επίπεδο, σχ. 6.1-6), με επιτρεπόμενες μεταβάσεις μόνον οριζόντια και κάθετα (όχι διαγώνια), αφού μόνον ένα εκ των bI  και bQ μπορεί να αλλάζει στα όρια των περιόδων Τ.

			[image: ]

			6.3.3	Πομπός και Δέκτης MSK

			Οι εξισώσεις (6.13) και το σχήμα 6.5 υποδεικνύουν την παρακάτω παράλληλη δομή πομπού MSK:

			[image: ]

			Στην πράξη και για υψηλούς ρυθμούς λειτουργίας, μια σειριακή δομή πομπού είναι περισσότερο πλεονεκτική, για δύο βασικούς λόγους: (α) παρακάμπτει το δύσκολο πρόβλημα του συγχρονισμού των δύο κλάδων της παράλληλης δομής, και (β) επιτρέπει τη χρήση φίλτρων Gauss που, όπως θα παρουσιαστεί σε επόμενο κεφάλαιο, βελτιώνουν τα φασματικά χαρακτηριστικά (μειώνουν τους πλευρικούς λοβούς) του σήματος MSK, κάτι απολύτως αναγκαίο στις ασύρματες επικοινωνίες διαίρεσης συχνότητας με πολλούς γειτονικούς διαύλους (π.χ. GSM). Μια τέτοια σειριακή δομή δείχνεται στο Πλαίσιο 6.8.

			Στο ίδιο Πλαίσιο, 6.8, δείχνεται και η δομή του δέκτη MSK. Το λαμβανόμενο ζωνοπερατό σήμα αποδιαμορφώνεται κατά QAM και δίνει τα δύο εγκάρσια σήματα βασικής ζώνης sI(t) και sQ(t) στις εξόδους των δύο βαθυπερατών φίλτρων. Στη συνέχεια, τα sI(t) και sQ(t) υφίστανται επεξεργασία προσαρμοσμένου φίλτρου (ισοδύναμα, συσχετιστή: πολλαπλασιάζονται, δηλαδή, με cos(πt/2Td) και sin(πt/2Τd) αντίστοιχα, και ολοκληρώνονται στις αντίστοιχες περιόδους) και δίνουν στην έξοδο των συγκριτών κατωφλίου τα bI  και bQ, το γινόμενο των οποίων δίνει την ακολουθία xn, σύμφωνα με τη σχέση (6.13γ).

			Κατά το Πλαίσιο 6.8, γίνεται χρήση διαφορικού προκωδικοποιητή στην είσοδο του πομπού και αντίστοιχου αποκωδικοποιητή στην έξοδο του δέκτη. Ο ρόλος τους μπορεί να γίνει κατανοητός ως εξής:

			Η ακολουθία b[n] (η οποία είναι η ακολουθία εισόδου, αν δεν γίνει χρήση του αποκωδικοποιητή) λαμβάνεται στον δέκτη από το γινόμενο bI.bQ, και τη συνακόλουθη μετατροπή σε ακολουθία λογικών τιμών (-1→0). Για κάθε εσφαλμένη τιμή του bI  ή του bQ, (τα οποία εκτείνονται σε διάστημα 2Τd) παίρνουμε δύο εσφαλμένα bits για την b[n]. Με τη χρήση της διαφορικής προκωδικοποίησης 

b-[n]=a[n]⊕a[n-1]

, η αντίστοιχη αποκωδικοποίηση είναι 

a[n]=b-[n]⊕a[n-1]

, οπότε κάθε εσφαλμένο dibit της b[n], γίνεται ένα μονό εσφαλμένο bit στην έξοδο του αποκωδικοποιητή, όπως φαίνεται ενδεικτικά στον πίνακα 6.1, αρκεί τυχόν σφάλματα των bI και bQ να μην είναι συνεχόμενα. Στη σχετική εργαστηριακή άσκηση εξομοίωσης του πομπού-δέκτη MSK, θα δειχτεί και πειραματικά η μείωση της πιθανότητας λάθους κατά 50% με χρήση προκωδικοποιητή-αποκωδικοποιητή.
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			Ανακεφαλαιωτικά, στον πίνακα του Πλαισίου 6.9 έγινε χρήση των εξής σχέσεων μεταξύ των ακολουθιών που απεικονίζει:
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							(6.15)

						
					

				
			

			6.3.4	Συμπεριφορά της MSK στον θόρυβο

			Από όσα εκτέθηκαν στην προηγούμενη παράγραφο προκύπτει ότι η MSK έχει τον ίδιο σηματικό αστερισμό με την QPSK (σε διαφορετικό βεβαίως χώρο). Αφού δε η συμπεριφορά σε λευκό αθροιστικό θόρυβο εξαρτάται μόνον από τη διάταξη των σημείων στον οικείο σηματικό χώρο και τις σχετικές τους αποστάσεις, όπως αναλύθηκε στο σχετικό κεφάλαιο, η πιθανότητα εσφαλμένου συμβόλου δίνεται και για την MSK από τον ίδιο τύπο όπως για την QPSK, δηλαδή:
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							(6.16)

						
					

				
			

			όπου 

Eb

 είναι η ενέργεια ανηγμένη ανά bit που, για μεν την MSK ταυτίζεται με την ενέργεια Ε ανά σύμβολο, για δε την QPSK ισούται με Ε/2.

			6.3.5	Φασματικά χαρακτηριστικά MSK

			Υποθέτουμε ότι η δυαδική ακολουθία εισόδου είναι λευκή με ισοπίθανα 0 και 1. Σύμφωνα με τη σχέση (6.14), το σήμα MSK είναι το άθροισμα δύο ορθογώνιων και ανεξάρτητων μεταξύ τους συνιστωσών, αφού τα 

b1t

 και 

bQt

 είναι μεταξύ τους ανεξάρτητα, όπως προκύπτει από τη μεταξύ τους σχέση (6.13γ). Το φάσμα συνεπώς του σήματος MSK είναι το άθροισμα των φασμάτων των δύο ανεξάρτητων και ορθογώνιων συνιστωσών του, 

EbItφ1t

 και  

EbQtφ2t

. Το ισοδύναμο σήμα βασικής ζώνης της κάθε συνιστώσας έχει πυκνότητα φάσματος ισχύος ίση με 

8Ecos2(2πTdf)π2(16Td2f2-1)2

 (Άσκηση 6.2, και με την παρατήρηση ότι η διάρκεια συμβόλου για την κάθε συνιστώσα είναι 2Τd). Έτσι για το συνολικό σήμα MSK έχουμε:
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							(6.17)

						
					

				
			

			Στο Πλαίσιο 6.10 δείχνεται το φάσμα της MSK, σε σύγκριση και με το φάσμα της QPSK (ορθογωνικού παλμού και παλμού 50% ανυψωμένου συνημιτόνου). Πρέπει να επισημανθεί ότι η σύγκριση γίνεται με κοινό το bit rate, η δε κανονικοποίηση της συχνότητας στο σχήμα 6.1-9 είναι ως προς το baud rate της MSK 1/Τd (το οποίο είναι διπλάσιο του baud rate της QPSK).

			Βλέπουμε ότι ο κύριος λοβός της MSK είναι ευρύτερος αυτού της QPSK με ορθογωνικό παλμό, με πρώτο μηδενισμό στο σημείο 0.75/Td (αντί του 0.5/Τd  της QPSK). Ωστόσο οι πλευρικοί λοβοί είναι τώρα αρκετά χαμηλότεροι. Παρ’ όλα αυτά, δεν ικανοποιούν τις αυστηρές προδιαγραφές για χαμηλή παρεμβολή μεταξύ γειτονικών διαύλων στις κινητές επικοινωνίες, όπου συναντάται το φαινόμενο near-far effect. Στο Κεφάλαιο 8 θα εξεταστεί μια παραλλαγή της MSK, η Gaussian MSK (GMSK), όπου με κατάλληλο filtering περιορίζεται σημαντικά το εκτός ζώνης φάσμα.
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			6.4	Eπεξεργασμένα Παραδείγματα

			6.4.1	Παράδειγμα 6.1

			
					Να γραφεί πρόγραμμα-συνάρτηση σε MATLAB που να εξομοιώνει πομπό και δέκτη σύμφωνης Μ-FSK, καθώς και δίαυλο λευκού αθροιστικού γκαουσιανού θορύβου.

					Nα παραχθούν θεωρητικές καμπύλες και, με χρήση της συνάρτησης του ερωτήματος (Ι), σημεία εξομοίωσης BER-Eb/No για Μ=2,4,8.

					Να εκτιμηθούν και σχεδιαστούν τα φάσματα των ζωνοπερατών Μ-FSK σημάτων για Μ=2,4.

			

			Υλοποίηση:

			
					Η ζητούμενη συνάρτηση κωδικοποιείται στον Κώδικα 6.1.

					Η συνάρτηση του Κώδικα (6.1) καλείται κατά τα γνωστά από το bertool του MATLAB για τις ζητούμενες τιμές του Μ και για διάφορες τιμές του ανηγμένου σηματοθορυβικού λόγου. Οι θεωρητικές καμπύλες και σημεία εξομοίωσης δείχνονται στο Πλαίσιο 6.11. Στο ίδιο σχήμα δείχνονται αντίστοιχες καμπύλες και σημεία εξομοίωσης για ασύμφωνο σύστημα FSK. Στην άσκηση 6.1 ζητείται να τροποποιηθεί ο Κώδικας 6.1 για την εξομοίωση του ασύμφωνου συστήματος και την πλήρη επαλήθευση του σχήματος του Πλαισίου 6.11.

					Για την εκτίμηση του φάσματος χρησιμοποιείται η συνάρτηση pwelch() του MATLAB. Για σήματα BFSK και 4-FSK το φάσμα δείχνεται στο σχήμα 6.12 (α και β, αντίστοιχα). Φαίνονται καθαρά οι δέλτα-συνιστώσες (γραμμές) φάσματος στις θέσεις των αντίστοιχων διακριτών συχνοτήτων (δύο για την BFSK, σύμφωνα με τη σχέση 6.8, τέσσερις για την 4-FSK).
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			6.4.2	Παράδειγμα 6.2

			
					Να γραφεί πρόγραμμα-συνάρτηση σε MATLAB που να εξομοιώνει πομπό και δέκτη ΜSK, καθώς και δίαυλο λευκού αθροιστικού γκαουσιανού θορύβου.

					Να παραχθούν θεωρητικές καμπύλες και, με χρήση της συνάρτησης του ερωτήματος (Ι), σημεία εξομοίωσης BER-Eb/No, με και χωρίς προκωδικοποίηση.

					Για δεδομένη ακολουθία εισόδου, να σχεδιαστούν τα σήματα που αντιστοιχούν σε όλα τα ενδιάμεσα στάδια της διαδικασίας Κωδικοποίηση – Διαμόρφωση – Αποδιαμόρφωση – Αποκωδικοποίηση, σύμφωνα με το σχήμα του Πλαισίου 6.8.

					Να σχεδιαστούν ενδεικτικά διαγράμματα πυκνότητας φάσματος ισχύος για αναλυτικά (βασικής ζώνης) και ζωνοπερατά σήματα MSK.

			

			Υλοποίηση:

			
					Η συνάρτηση που εξομοιώνει πομπό και δέκτη MSK υλοποιείται με τον Κώδικα 6.2. Επιστρέφει αριθμό λαθών για συγκεκριμένο σετ παραμέτρων εισόδου: μήκος ακολουθίας εισόδου (Nbits), παράγοντα υπερδειγμάτισης (nsamp) και Eb/No

					Με κλήση της παραπάνω συνάρτησης παράγονται σημεία εξομοίωσης της καμπύλης BER- Eb/No με και χωρίς προκωδικοποίηση (σχήμα στο Πλαίσιο 6.13).

			

			(ΙΙΙ) & (ΙV) Αποτελέσματα στα Πλαίσια 6.14 έως 6.16.
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			6.5	Ασκήσεις προς εκτέλεση

			Άσκηση 6.1 (Να εκτελεστεί στο εργαστήριο)

			
					Να συμπληρωθεί ο Κώδικας 6.1. των σημειώσεων ώστε να εξομοιώνει και την ασύμφωνη FSK (υπόδειξη: προσθέστε τυχαία φάση στο λαμβανόμενο σήμα, πριν την αποδιαμόρφωση-φώραση).

					Χρησιμοποιήστε τη νέα σας συνάρτηση για εξομοίωση συστήματος 16-FSK και σχεδιάστε τις καμπύλες Pbß→Eb/No για σύμφωνη και ασύμφωνη αποδιαμόρφωση (θεωρητικές και από εξομοίωση).

					Σχεδιάστε το φάσμα του ζωνοπερατού σήματος του ερωτήματος 2.

					(Προαιρετικά) Να εξομοιωθεί σύστημα MSK μετάδοσης σε ζωνοπερατό δίαυλο με κεντρική συχνότητα 5 ΜΗz και ρυθμό μετάδοσης 2 Mbps. Να σχεδιάσετε το φάσμα του ζωνοπερατού σήματος και να υπολογίσετε (θεωρητικά και με εξομοίωση) το BER, όταν Eb/No=8db.

			

			Υποβολή:

			Να γράψετε σε αρχείο .doc ή συμβατό (lab6_nnnnn.doc, nnnnn τα τελευταία 5 ψηφία του επωνύμου σας) τόσο τις απαντήσεις στα ερωτήματα, όσο και τον κώδικά σας και τα παραγόμενα σχήματα. Να υποβάλετε το αρχείο σας στο site του μαθήματος.

			Άσκηση 6.2

			
					Να δειχτεί θεωρητικά ότι η πυκνότητα φάσματος ισχύος της παλμοσειράς 
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			όπου [image: ] λευκή δυαδική ακολουθία ισοπίθανων τιμών [image: ], ισούται με 

			[image: ]

			
					Να επαληθευτεί το παραπάνω αποτέλεσμα με εξομοίωση.

			

			Aσκηση  6.3

			Να γραφεί πρόγραμμα για την παραγωγή των σχημάτων των Πλαισίων 6.14-6.16.

			

			
				
					10	* R. R Anderson and J. Salz, "Spectra of Digital FM", Bell System Tech. J., vol. 44, pp. 1165-1189, July-August 1965.

				

			

		

	
		
			Βιβλιογραφία – Αναφορές

			[PROA2015]    Proakis, J. and Salehi, M., Συστήματα Τηλεπικοινωνιών, 2η Έκδοση, Fountas, 2015, (πρωτότυπη έκδοση: Foundamentals of Communication Systems, 2nd edition, Pearson, 2014).

			[SKLA2011]      Sklar, B., Ψηφιακές Επικοινωνίες, 2η έκδοση, Παπασωτηρίου, 2011, (πρωτότυπη έκδοση: Digital Communications, 2nd ed., Prentice Hall 2001).

		

	
		
			ΚΕΦΑΛΑΙΟ 7ο:

			Απόδοση διαύλου – Θεωρητικά όρια και πρακτικές προσεγγίσεις – Σύγκριση συστημάτων διαμόρφωσης

			Σύνοψη

			Στο κεφάλαιο γίνεται συνδυαστική χρήση των αποτελεσμάτων των προηγούμενων κεφαλαίων, ώστε να σχεδιαστούν και συγκριθούν μεταξύ τους πρακτικά συστήματα ψηφιακής διαμόρφωσης, με συγκεκριμένες απαιτήσεις σε εύρος ζώνης και (μέγιστο) ρυθμό λαθών (Bit Error Rate – BER). Αφού διατυπωθεί το θεώρημα Shannon-Hartley για τη χωρητικότητα καναλιού, συνοψίζονται οι σχέσεις που συνδέουν τις κυριότερες παραμέτρους σχεδιασμού, όπως: τον ρυθμό εκπομπής bit, R, τον ρυθμό εκπομπής συμβόλων – ή baud rate , 1/Τ, το εύρος ζώνης, W, τη σηματοθορυβική σχέση, S/N  ή (σε κανονικοποιημένη μορφή) Eo/No. Ακολουθεί μια σειρά επεξεργασμένων παραδειγμάτων με συγκριτικά αποτελέσματα για τα διάφορα συστήματα διαμόρφωσης.

			7.1	Χωρητικότητα διαύλου – Όριο Shannon

			Το θεώρημα Shannon-Hartley συνδέει τη μέγιστη θεωρητικά δυνατή χωρητικότητα C (σε bit/sec) ενός επικοινωνιακού διαύλου, με τον λόγο της μέσης ισχύος S του λαμβανόμενου σήματος (στον δέκτη) προς την ισχύ θορύβου N (λόγο, τον οποίο ονομάζουμε και σηματοθορυβική σχέση) και το εύρος ζώνης W του διαύλου ([SHAN1948], [HART1928]): 

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							[image: ]

						
							
							(7.1)

						
					

				
			

			H χωρητικότητα C του διαύλου δηλώνει τον μέγιστο ρυθμό bit/sec ο οποίος μπορεί να ληφθεί αξιόπιστα στον δέκτη. Αξιόπιστα σημαίνει λήψη με οσοδήποτε μικρή επιθυμητή πιθανότητα σφάλματος 

Pb

 για κάθε λαμβανόμενο bit.

			Κάθε πραγματικό ψηφιακό επικοινωνιακό σύστημα χαρακτηρίζεται από:

			
					τον λόγο R/W, όπου R ο ρυθμός μετάδοσης (bit/sec) και W το καταλαμβανόμενο εύρος ζώνης. Ο λόγος R/W σε bit/sec/Ηz ονομάζεται απόδοση εύρους ζώνης (bandwidth efficiency). Για ένα από M διαφορετικά σύμβολα, δυνάμενο να αποσταλεί ανά διάστημα 

T

, κωδικοποιημένο σε 

log2M

 bit, έχουμε:		[image: ] (bit/sec)
	(7.2)




			

			Το εύρος καταλαμβανόμενης ζώνης W σε Hz βρίσκεται από την ανάλυση φάσματος ισχύος του συστήματος, σύμφωνα με τα Κεφάλαια 4 έως 6. Εδώ υπάρχει κάποια αυθαιρεσία ως προς το μέχρι ποιος λοβός θα συμπεριλαμβάνεται, για τούτο και ο λόγος R/W θα υπολογίζεται κατά περίπτωση (βλ. και ενότητα 7.2). Ως συνέπεια των παραπάνω έχουμε:
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			όπου 

Tb

 η λογιστική διάρκεια αποστολής/λήψης ενός bit (θεωρήστε το σύστημα σαν έναν αγωγό/σωλήνα, τον οποίο η πηγή τροφοδοτεί με ένα bit ανά 

Tb

 sec).

			
					τον λόγο S/Ν. Μέσα στο διάστημα 

T

 ο δέκτης λαμβάνει μέση ενέργεια σήματος 

Eblog2⁡M

, όταν 

Eb

 δηλώνει την ενέργεια (πάντοτε στον δέκτη) που λογιστικά αντιστοιχεί σε κάθε bit. Στο ίδιο διάστημα η ενέργεια θορύβου που αναγκαστικά λαμβάνεται είναι 

TWNo

, με 

No

 την πυκνότητα φάσματος ισχύος θορύβου, που θεωρείται σταθερή πάνω στο εύρος ζώνης W του διαύλου. Η ενέργεια του θορύβου, που επηρεάζει τη λειτουργία του δέκτη, είναι έτσι ανάλογη του εύρους ζώνης. Έχουμε:
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					την πιθανότητα εσφαλμένου bit 

Pb

, που επιτυγχάνεται στο συγκεκριμένο σύστημα. Τέτοιο 

Pb

 δεν υπεισέρχεται στον τύπο (7.1), καθόσον αυτός δίνει το ιδεατό όριο περιπτώσεων που το λάθος είναι οσοδήποτε μικρό.

			

			Σύμφωνα με τα παραπάνω έχουμε ότι, για την ιδανική περίπτωση όπου το R παίρνει την τιμή C (δηλαδή έχουμε εκπομπή με τη μέγιστη δυνατή τιμή), η (7.1) δίνει:
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			H αλληλεξάρτηση μεταξύ της ιδανικής απόδοσης του διαύλου C/W σε bit/sec/Hz και του ανηγμένου σηματοθορυβικού λόγου 

Eb/No

, και για οσοδήποτε μικρή πιθανότητα λάθους, φαίνεται στο σχήμα του Πλαισίου 7.1. Από τον τύπο (7.5) και την κάθετη ασύμπτωτη στο σχήμα φαίνεται ότι δεν μπορεί να υπάρξει ψηφιακό επικοινωνιακό σύστημα με λαμβανόμενη ενέργεια ανά bit κατώτερη κατά 1.6 dB (11*) από τη φασματική πυκνότητα ισχύος του θορύβου (όριο Shannon).

			7.2	Απόδοση εύρους ζώνης πρακτικών συστημάτων [SKLA2001]

			Στο σχήμα του Πλαισίου 7.1 σημειώνονται επίσης τα σημεία λειτουργίας των συστημάτων ψηφιακής διαμόρφωσης που γνωρίσαμε στα προηγούμενα κεφάλαια, για συγκεκριμένη πιθανότητα εσφαλμένου bit (Pb=10-5). Η τεταγμένη των σημείων εξαρτάται μόνο από τον αριθμό bits ανά sec που μπορούν να αποσταλούν ανά Hz εύρους ζώνης, και εδώ είναι καταφανής η υπεροχή της διαμόρφωσης φάσης, αυξανόμενου μάλιστα του Μ. Αντίθετα, στη διαμόρφωση συχνότητας η αύξηση του ρυθμού μετάδοσης επιτυγχάνεται με την εξάπλωση του φάσματος σε M τον αριθμό συχνότητες. Αυτές πρέπει επιπλέον να δίνουν ορθοκανονική βάση, αν θέλουμε παραδεκτή συμπεριφορά ως προς την εξάρτηση από τον θόρυβο του διαύλου. Τα χαρακτηριστικά αυτά φαίνονται στην κατακόρυφα απότομη διάταξη των σημείων της MFSK.

			Με βάση τα φασματικά χαρακτηριστικά των MPSK, QAM και MFSK που μελετήθηκαν στα αντίστοιχα κεφάλαια, ελήφθη για τον υπολογισμό της τεταγμένης των σημείων στο σχ. 7.1:
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							(7.6)

						
					

				
			

			οπότε η απόδοση διαύλου, σύμφωνα με τη σχέση 7.2, είναι αντίστοιχα:
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							(7.7)
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			Η εικόνα είναι αντίστροφη για τη σηματοθορυβική σχέση. Αυτή αποτελεί την τετμημένη 

Eb/No

 και ισχύει για κάποια συγκεκριμένη πιθανότητα σφάλματος [image: ]. Καμπύλες πιθανότητας εσφαλμένου bit [image: ] μπορούν να υπολογιστούν συναρτήσει του 

Eb/No

 με αναγωγή των αντίστοιχων καμπυλών 

Pe

 (ακριβούς υπολογισμού ή άνω φράγματος), σύμφωνα με τους τύπους (5.23) για MPSK, (5.6) για QAM και (6.4) για MFSK. Στο σχ. 7.2 δείχνονται τέτοιες καμπύλες για διάφορες τιμές του M.

			Μια μεγαλύτερη τιμή της 

Pb

 μετατοπίζει τα σημεία προς τα αριστερά, εφόσον αρκεί χαμηλότερη ενέργεια σήματος. Τα σημεία MFSK είναι τώρα σχετικά αναίσθητα στο αυξανόμενο Μ, όπως φαίνεται και στον τύπο (6.2). Με MPSK, η εξάρτηση είναι πιο δυσμενής, οπωσδήποτε όμως πολύ ευνοϊκότερη από ό,τι αν προσπαθούσαμε να κωδικοποιήσουμε log2Μ bit σε M στάθμες πλάτους. Γενικά, αρκούμενοι σε έναν γενικό χαρακτηρισμό, μπορούμε να θεωρήσουμε το ΜPSK κατάλληλο για συστήματα με περιορισμό στο εύρος ζώνης (bandwidth limited systems), και το ΜFSK κατάλληλο για συστήματα με περιορισμό στην ισχύ (power limited systems).

			Τέλος, σημειώνεται ότι η σχέση (7.6) αποτελεί μια χονδροειδή προσέγγιση του εύρους ζώνης, ώστε να αναδειχτεί η κύρια φασματική συμπεριφορά των συστημάτων MPSK και MQAM, σε σύγκριση με εκείνη των συστημάτων MFSK. Αν δίνονται άλλα ειδικότερα δεδομένα για το σχήμα διαμόρφωσης, τότε ο υπολογισμός του W μπορεί να είναι ακριβέστερος. Για σηματοδοσία Nyquist, για παράδειγμα, με συντελεστή εξάπλωσης α, θα είναι WMPSK,MQAM=1/[T(1+α)], ενώ για τη σύμφωνη MFSK έχουμε διπλασιασμό της απόδοσης.
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			7.3	Παραδείγματα υπολογισμού και σύγκρισης της απόδοσης συστημάτων ψηφιακής διαμόρφωσης

			Παράδειγμα 7.1

			Μεταδίδουμε με συστήματα 4-FSK και QPSK σε διαύλους εύρους ζώνης 2Β και Β, αντίστοιχα, με την ίδια πιθανότητα σφάλματος bit Pb. Να βρεθεί η ισχύς του συστήματος FSK, αν αυτή του QPSK είναι 1 mWatt.

			Απάντηση 

			Παρατηρώντας το σχ. 7.2 βλέπουμε ότι οι καμπύλες 4FSK και QPSK βρίσκονται πολύ κοντά και, συνεπώς, για το ίδιο Pb12(*) απαιτείται ο ίδιος, περίπου, ανηγμένος σηματοθορυβικός λόγος Εb/No. Για διαύλους της ίδιας ποιότητας (δηλ. του ιδίου Νο) αυτό ισχύει όταν 

Eb,4FSK≈Eb,QPSK

. Εκμεταλλευόμενοι πλήρως το διαθέσιμο εύρος ζώνης για κάθε σύστημα (2Β και Β αντίστοιχα), έχουμε για τον ρυθμό μετάδοσης: R4FSK=0.5W4FSK=B, RQPSK=2WQPSK=2B. Επειδή η ισχύς δίνεται από το γινόμενο REb, παίρνουμε:
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			Παράδειγμα 7.2

			Έχουμε στη διάθεσή μας δίαυλο βασικής ζώνης, εύρους 500 ΚΗz και θέλουμε να μεταδώσουμε με ρυθμό 1.6 Mbps υπό συνθήκες μηδενικής διαπαλμικής παρεμβολής και χρήση σημάτων ανυψωμένου συνημιτόνου (raised cosine).

			Α) Να βρεθεί ο ελάχιστος αριθμός πλατών σήματος που μπορεί να    χρησιμοποιηθεί.

			Β) Να βρεθεί ο κατάλληλος συντελεστής εξάπλωσης (roll-off factor) των σημάτων αυτών.

			Απάντηση

			



φ1=Acos2πf1t,    φ2=Asin2πf2t+θ=Acos2πf2t+θ-π/2





			όπου 

f1=100 KHz

, 

f2=150 KHz

.

			α)	Τα πιθανά σχήματα διαμόρφωσης, λοιπόν, είναι BFSK και MSK.

			β)	Σύμφωνη BFSK & MSK:  

f2-f1=12T    ⇒  1T=100  Ksps

  → R=100 Kbps.

			Aσύμφωνη BFSK             

f2-f1=1T=50  Ksps  

	→ R=50 Kbps.

			γ)	Η πρόσθετη συνθήκη για MSK είναι η συνέχεια της φάσης, η οποία ικανοποιείται με 

θ-π2=0

 ή π, οπότε 

θ=-π2    

ή 

θ=π2    

. Ο ρυθμός μετάδοσης είναι ο ίδιος με τη σύμφωνη BFSK (100 Kbps).

			Παράδειγμα 7.3

			α) Να εξηγηθεί γιατί οι καμπύλες 

Pb=fEb/No

 για συστήματα διπολικού ASK και QPSK περίπου ταυτίζονται.

			β) Μεταδίδουμε με συστήματα σύμφωνης BFSK και 8-PSK σε διαύλους της ίδιας ποιότητας (ως προς τον θόρυβο) και του ιδίου εύρους ζώνης. Να βρεθούν:

			
					η σχέση των ρυθμών μετάδοσης bits των δύο συστημάτων,

					η σχέση των ρυθμών μετάδοσης συμβόλων (baud rates) των δύο συστημάτων,

					η ισχύς λειτουργίας του συστήματος FSK, όταν η ισχύς του συστήματος PSK είναι 1Watt, ενώ ο μέσος αριθμός εσφαλμένων bits του τελευταίου (σε ένα συγκεκριμένο χρονικό διάστημα) είναι τριπλάσιος του αντίστοιχου αριθμού του FSK (στο ίδιο διάστημα).

			

			Σημείωση: Παρατηρήστε ότι οι αντίστοιχες καμπύλες Pb=f(Eb/No) βρίσκονται πολύ κοντά μεταξύ τους (Πλαίσιο 7.2).

			Απάντηση

			α)	Έχει αποδειχτεί ότι για πλήρες ορθογωνικό πλέγμα σημείων ΜQAM, όπου Μ=L2, ισχύει 

Pb,L2-QAM≈Pb,L-ASK

 [σχέση (5.5) των σημειώσεων]. Αλλά η 4-QAM ταυτίζεται με την QPSK. Έτσι η Β-ASK εμφανίζει περίπου την ίδια Pb με την QPSK.

			Εναλλακτικά:

			[image: ]

			α) Οι σχέσεις που συνδέουν προσεγγιστικά το εύρος ζώνης με τον ρυθμό μετάδοσης συστημάτων σύμφωνης MFSK και MPSΚ (σχέση (7.7) είναι:
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			Με την υπόθεση πλήρους εκμετάλλευσης του διαθέσιμου εύρους ζώνης W από κάθε σύστημα, έχουμε:
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							(7.3.1)

						
					

				
			

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							[image: ]

						
							
							(7.3.2)
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							(7.3.3)

						
					

				
			

			Επειδή οι αντίστοιχες καμπύλες 

Pb=fEb/No

 βρίσκονται πολύ κοντά μεταξύ τους (Πλαίσιο 7.2), λόγω της (7.3.3) είναι:

			

EbNo8PSK≈EbNoBFSK

 και, λόγω του ίδιου Νο , Εb,8PSK ≈ Εb,BFSK.

			Αλλά  για την ισχύ είναι: S= RΕb. Οπότε, λόγω της (7.3.1): 

SBFSK≈13S8PSK=13Watt

 

			Παράδειγμα 7.4

			Μεταδίδουμε με σύστημα 16PSK σε δίαυλο με λευκό αθροιστικό θόρυβο ισχύος 20nWatt, με ρυθμό μετάδοσης 800Κbps. 

			 

			α)	Σχεδιάστε προσεγγιστικά το φάσμα του λαμβανομένου σήματος.

			β)	Ποια είναι η απόδοση του συστήματος, σε bits/Hz/sec;

			γ)	Ποια θα πρέπει να είναι η ελάχιστη ισχύς (σε Watt) του λαμβανομένου σήματος PSK, ώστε ο ρυθμός εσφαλμένων bits (BER) να μην υπερβαίνει το 1bps;

			δ)	Να βρεθεί η ισχύς λαμβανομένου σήματος 16-QAM πλήρους και ορθογωνικού πλέγματος σημείων, στην περίπτωση του αυτού ρυθμού μετάδοσης, επί του ιδίου διαύλου και με το ίδιο ΒΕR.

			ε)	Να σχεδιαστεί προσεγγιστικά και επί του ιδίου διαγράμματος του ερωτήματος (a) το φάσμα του σήματος QAM του ερωτήματος (d).

			Απάντηση

			α) M=16,  R=800 Kbps  ð Baud Rate=1/T=R/log2M=200 Ksymbols/sec.

				Φασματική πυκνότητα σήματος MPSK (για κάθε Μ)

				με ορθογωνικό παλμό μορφοποίησης βασ. ζώνης:
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			(Για σύγκριση δείχνεται και το φάσμα με παλμούς Nyquist.)

			[image: ]

			β)	Θεωρώντας εύρος ζώνης W=2/T=400KHz (πρώτος κύριος λοβός), η απόδοση του διαύλου είναι R/W=2 bits/Hz/sec. Η απόδοση αυτή αυξάνεται και τείνει στο διπλάσιο, για σηματοδοσία Nyquist και με τον συντελεστή εξάπλωσης (roll-off) να τείνει στο μηδέν.

			γ)	BER=R.Pb  ð  Pb=BER/R ≤ (1 bps/800 Kbps)=1.25 x 10-6. 

				Από τις καμπύλες του σχ. 7.2 για 16-PSK παίρνουμε13: 

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



EbNo≥17db    ⇔    Eb≥101.7No





						
							
							(7.4.1)

						
					

				
			

				Για την ισχύ, επομένως, του λαμβανομένου σήματος έχουμε:

				

S=EbR≥101.7NoR

, ενώ για την ισχύ θορύβου  

N=WNo≈RNolog2M

, από όπου:

				

RNo≈Nlog2M

 και 

S16PSK≥101.7Nlog216≈4μWatt



			δ)	Ομοίως για την 16QΑΜ (η οποία έχει το ίδιο εύρος φάσματος) είναι: 

EbNo≥14db



			 

			οπότε
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			ε)	Το φάσμα του λαμβανομένου σήματος QAM είναι το ίδιο σε μορφή, όπως του PSKμε μικρότερο εύρος (κατά τον συντελεστή 2).

			Παράδειγμα 7.5

			Μεταδίδουμε με σύστημα MSK, με ρυθμό 200Kbps και κεντρική συχνότητα 450 ΜΗz. 

			α) Να σχεδιαστεί προσεγγιστικά το φάσμα του σήματος στον δέκτη στην έξοδο ενός τετραγωνιστή.

			β) Να δοθούν οι τιμές των αn , φn, και να σχεδιαστεί η θ(t), όπως υπεισέρχονται στην έκφραση του σήματος MSK, σύμφωνα με την (6.11) των σημειώσεών σας, για ακολουθία εισόδου: 0 0 1 1 1 0 1 1

			γ) Σε τι διαφέρει ένα σύστημα σύμφωνης δυαδικής FSK; 

			Απάντηση

			α) Σήμα MSK: 

sit=2ETcos2πfct±πt2T+φn,     φn=∈0,π

 

			

si2t=ET[1+cos4πfct±πtT+2φn]=ET[1+cos4πfct±πtT],

 αφού  

2φn∈{0,2π)

.

			Το τελευταίο όμως είναι ένα σήμα BFSK στη διπλάσια συχνότητα, με 

f1,2=2fc±12T

.

			Τα δεδομένα της άσκησης είναι: R=200Kbps(=1/Τ), fc=450 MHz, οπότε το φάσμα του σήματος στην έξοδο του τετραγωνιστή έχει την παρακάτω μορφή (σχέση 6.10 των σημειώσεων):
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			β) [image: ]

			γ) Η μόνη διαφορά μεταξύ σύμφωνης BFSK και MSK είναι η ασυνέχεια στη φάση που μπορεί να έχει η BFSK στα όρια των διαστημάτων διάρκειας Τ. Αυτό βεβαίως συνεπάγεται και διαφορές στα φασματικά χαρακτηριστικά (π.χ. «γραμμές» φάσματος στις δύο διακριτές συχνότητες για την BFSK).

			Παράδειγμα 7.6

			Σε ζωνοπερατό δίαυλο εύρους ζώνης 200KHz μπορούμε να έχουμε μέγιστη σηματοθορυβική σχέση στον δέκτη 12 db.

			α) Να βρεθεί η μέγιστη χωρητικότητα του διαύλου κατά Shannon και να προσδιοριστεί το αντίστοιχο σημείο στο επίπεδο απόδοσης εύρους ζώνης – ανηγμένου σηματοθορυβικού λόγου 

RW↔EbNo



			β) Για ρυθμό μετάδοσης ίσο (περίπου) με τη χωρητικότητα του διαύλου που προσδιορίστηκε στο προηγούμενο ερώτημα, να τοποθετηθούν στο ίδιο επίπεδο τα σημεία που αντιστοιχούν σε κατάλληλα συστήματα MPSK και M-QAM τα οποία λειτουργούν με ρυθμό λαθών 80 εσφαλμένα bps. Ποιο σύστημα είναι καλύτερο και γιατί;

			Απάντηση

			α) Σηματοθορυβική σχέση: 

SN=12db=101.2=15.84

  ð   

			Μέγιστη απόδοση διαύλου κατά Shannon:  

CW=log21+SN=4.07≈4

 bits/Hz/s

			Ανηγμ. Σηματοθ. Λόγος: 	 

EbNo=S/NC/W≈15.844.07≈3.89=5.9db

 

			(βλ. σχήμα).

			 

			β) Ρυθμός μετάδοσης  

R≈C≈4W=800Kbps



			Αλλά, απόδοση εύρους ζώνης για MPSK και MQAM 

≈log2M

. Οπότε Μ=16.

			Με τα δεδομένα της άσκησης, 

Pb=BERR=80bps800Kbps=10-4

. Γι’ αυτήν την πιθανότητα εσφαλμένου bit, από τις καμπύλες του σχ. 7.2 για 16-PSK και 16-QAM, απαιτούνται τιμές ανηγμένου σηματοθορυβικού λόγου 16.5db και 12db αντίστοιχα.

			Προφανώς το σύστημα 16-QAM είναι καλύτερο, αφού έχει την ίδια επίδοση (Pb) με μικρότερη μέση ισχύ.
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			Παράδειγμα 7.7

			Καταγράφουμε στον παλμογράφο τμήμα
ψηφιακής κυματομορφής, όπως στο σχήμα.
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			α) Τι είδους ψηφιακή διαμόρφωση μπορεί να έχουμε;

			β) Ποιος είναι ο μικρότερος ρυθμός μετάδοσης (Κbps) που μπορεί να λειτουργεί το σύστημα;

			γ) Ποια περιοχή συχνοτήτων χρησιμοποιείται (προσεγγιστικά);

			δ) Να δοθεί, αναλυτικά και γραφικά, η κρουστική απόκριση φίλτρου προσαρμοσμένου στο πρώτο από τα τρία τμήματα της κυματομορφής για σύμφωνη αποδιαμόρφωση.

			(Να αιτιολογηθούν οι απαντήσεις σας.)

			Απάντηση

			α) Παρατηρούμε τμήματα κυματομορφής τριών διαφορετικών συχνοτήτων. Πρόκειται λοιπόν για κυματομορφή M-FSK με Μ≥4.

			β) Ρυθμός μετάδοσης  

R=log2MT,    T≤τ/3,    M≥4      ⇒    Rmin=log2MminTmax=6τ=256  Kbps



			γ) Από το δοσμένο σχήμα έχουμε: 

f1=2T=256KHz,    f2=2f1=512KHz,    f4=4f1=1024KHz



			Διαλέγουμε την 

f3=3f1=768  KHz

, ο δε σηματικός αστερισμός των τεσσάρων συχνοτήτων είναι κατάλληλος τόσο για σύμφωνη όσο και για ασύμφωνη FSK, αφού Δf=1/Τ. Το φάσμα είναι της μορφής του παρακάτω σχήματος.
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			Πρέπει να σημειωθεί ότι η παρατηρούμενη κυματομορφή θα μπορούσε να είναι κάλλιστα τμήμα μεγαλύτερης τάξης FSK (π.χ. 8-FSK), με συχνότητες μεταξύ των παρατηρουμένων (σύμφωνη FSK με Δf=1/2Τ) ή υψηλότερες.

			α) Κρουστική απόκριση προσαρμοσμένου φίλτρου για την f1:
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g1t=h1T-t=-Asin4πt/T=-Asin12πt/τ





			Παράδειγμα 7.8

			Για λευκή δυαδική ακολουθία εισόδου και ρυθμό μετάδοσης R=200 Kbps, να σχεδιαστεί προσεγγιστικά (αλλά με ακριβείς τους πρώτους μηδενισμούς) το φάσμα των εξής σημάτων ψηφιακής διαμόρφωσης, κεντρικής συχνότητας Fc=2 MHz:

			α)	BFSK (για ασύμφωνη αποδιαμόρφωση)

			β)	MSK,

			γ)	QPSK, με παλμούς βασικής ζώνης ορθογωνικούς, Nyquist 50% ανυψ. Συνημιτόνου,

			δ)	8-QAM, με ορθογωνικούς παλμούς βασικής ζώνης.

			Απάντηση

			Από τον δοσμένο ρυθμό μετάδοσης (κοινό για όλα τα σχήματα διαμόρφωσης) βρίσκουμε, για κάθε περίπτωση, τον ρυθμό εκπομπής συμβόλων (Baud Rate=Fd) και εξ αυτού τον πρώτο μηδενισμό της πυκνότητας φάσματος ισχύος (δεξιά και αριστερά της κεντρικής συχνότητας), όπως φαίνεται στον παρακάτω πίνακα. Τα φάσματα σχεδιάζονται με βάση τον πρώτο μηδενισμό, συμμετρικά ως προς την κεντρική συχνότητα Fc (κύριος λοβός και δευτερεύοντες λοβοί). Για την περίπτωση QAM με παλμούς Nyquist έχουμε μόνο τον κύριο λοβό, ενώ για την BFSK δείχνουμε και τις δύο κρουστικές φάσματος στις θέσεις Fc ±Fd/2.
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			Παράδειγμα 7.9

			Να βρεθεί ο ελάχιστος σηματοθορυβικός λόγος, Eb/No, έτσι ώστε ο ρυθμός εσφαλμένων bits (BER) να μην υπερβαίνει τα 10 bps, στις εξής περιπτώσεις ψηφιακής μετάδοσης:

			α)	QPSK, με ρυθμό συμβόλων (baud rate) 50 Ksps

			β)	16-QAM, με ρυθμό συμβόλων 25 Ksps

			γ)	8-FSK, με ρυθμό συμβόλων 50 Ksps

			Απάντηση

			α)	QPSK: Baud Rate= Fd=50 Ksps, è R=2Fd=100 Kbps è Pb=BER/R=10-4   και, από την αντίστοιχη καμπύλη του σχ. 7.2 των σημειώσεων, Εb/Νο≈8db.

			β)	16-QAM: Fd=25 Ksps, è R=log2M.Fd=100 Kbps è Pb=BER/R=10-4  και, από την αντίστοιχη καμπύλη του σχ. 7.2 των σημειώσεων, Εb/Νο≈12.5db.

			γ)	8-FSK: Fd=50 Ksps, è R=log2M.Fd=150 Kbps è Pb=BER/R=10-4.18  και, από την αντίστοιχη καμπύλη του σχ. 7.2 των σημειώσεων, Εb/Νο≈7.5db.

			Παράδειγμα 7.10

			Υποθέστε ότι θέλετε να μεταδώσετε σε ζωνοπερατό δίαυλο εύρους W=8.5 MHz, με σηματοδοσία Nyquist και ρυθμό R=34Mbps.

			α) Ποια τεχνική διαμόρφωσης (modem) θα επιλέγατε; 

			β) Αν ο ανηγμένος σηματοθορυβικός λόγος 

EbNo

 στο δέκτη είναι 15 db, ποιος θα είναι ο ρυθμός σφαλμάτων (BER); Διατυπώστε κατάλληλες υποθέσεις κωδικοποίησης, αν είναι απαραίτητες.

			γ) Να εξηγηθεί η σχέση μεταξύ της QAM πλήρους ορθογωνικού πλέγματος και της μονοδιάστατης ASK.

			δ) Αν χρησιμοποιηθεί διαμόρφωση πλάτους (ASK) σε μετάδοση βασικής ζώνης εύρους W/2, πόσα επίπεδα πλάτους θα χρειάζονταν για τον ίδιο ρυθμό μετάδοσης;

			Απάντηση

			α)	Για τον επιθυμητό ρυθμό μετάδοσης στον δοσμένο δίαυλο, η απόδοση εύρους ζώνης θα πρέπει να είναι 

RW=34Mbps8.5MHz=4  bits/Hz/s

. Στο σχ. 7.1 παρατηρούμε ότι οι τεχνικές ψηφιακής διαμόρφωσης που μπορούν να προσφέρουν τέτοιες αποδόσεις είναι οι QAM και ΜPSK, κατάλληλης τάξης Μ. Τα σημεία του διαγράμματος έχουν υπολογιστεί με σηματοδοσία Nyquist, οπότε το εύρος ζώνης για τις QAM και MPSK είναι (οριακά, καθώς ο συντελεστής εξάπλωσης των φίλτρων Nyquist τείνει στο μηδέν) ίσο με 1/Τ (το baud rate). Επιλέγουμε την QAM, ως πιο αποδοτική, με M=16 σημεία.

			β)	Η πιθανότητα εσφαλμένου bit της 16-QAM για Eb/No=15db είναι περίπου ίση με 10-7, όπως δίνει η σχετική καμπύλη του σχ. 7.2 (14). Οπότε BER=RPb≈.

			γ)	Στην L2-QAM πλήρους ορθογωνικού πλέγματος LxL σημείων, η δυαδική ακολουθία εισόδου διαχωρίζεται σε δύο υπακολουθίες, οι οποίες και διαμορφώνουν ανεξάρτητα τις δύο ορθογώνιες συνιστώσες του QAM σήματος. Στη συγκεκριμένη περίπτωση, δημιουργούνται δύο υπακολουθίες, η καθεμιά ρυθμού 17Mbps, οι οποίες και εγγράφονται σε δύο ορθογώνια 4-ASK σήματα (με 2 bits ανά στάθμη), του αυτού εύρους ζώνης 8.5MHz.

			δ)	Για διαμόρφωση πλάτους ASK σε μετάδοση βασικής ζώνης εύρους W/2=4.25MHz και σηματοδοσία Nyquist με μικρό συντελεστή εξάπλωσης, είναι: Baud Rate=(2 σύμβολα/Hz/sec) x W/2=8.5 Msps. Απαιτούνται συνεπώς 4bits/symbol προκειμένου να πετύχουμε τον ίδιο ρυθμό μετάδοσης (34 Mbps), ήτοι 16 στάθμες πλάτους. 

			

			
				
					11	(*) Με 

x=CW,    EbNo=2x-1x→x→0    lim2xln21=ln2



				

				
					12	(*) Υπενθυμίζεται ότι: Baud Rate  B_R = 1/T, Bit Rate R = B_R.log2M=( log2M)/T, BER=R.Pb

					                                  Ισχύς = Eb.R

				

				
					13	 Εναλλακτικά, και αν θέλουμε μεγαλύτερη ακρίβεια, λύνουμε την ανίσωση:

						

1log2MerfcEblog2MNosinπM≤1.25x10-6

, για Μ=16   

						[από τη σχέση (5.22) των σημειώσεων], είτε προγραμματιστικά, είτε με χρήση πινάκων

						για την erfc(x).

				

				
					14	 Αναλυτικά θα το υπολογίζαμε ως εξής. Ξεκινώντας από τη σχέση (5.6) των σημειώσεων

					

PbMQAM  =M=L2  L-1Llog2Lerfc3log2LL2-1EbNo
, η οποία ισχύει για πλήρες ορθογωνικό πλέγμα L2 σημείων, με 

EbNo=15db=101510=31.62

, παίρνουμε: 

Pb16QAM  =  38erfcx,    x≈

 3.5564.  Χρησιμοποιώντας την ανισότητα  

erfcx<e-x2xπ

, η οποία ισχύει για μεγάλες θετικές τιμές του ορίσματος x, παίρνουμε ένα κοντινό άνω φράγμα για την πιθανότητα εσφαλμένου bit:  

Pb<1.91x10-7

.
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			ΚΕΦΑΛΑΙΟ 8ο:

			Ειδικά θέματα και παραδείγματα σύγχρονων συστημάτων ψηφιακής επικοινωνίας – OFDM

			Σύνοψη

			Το κεφάλαιο αυτό αποτελεί ουσιαστικά μια μελέτη περίπτωσης: της Ορθογώνιας Πολυπλεξίας Διαμόρφωσης Συχνότητας (Orthogonal Frequency Division Multiplexing – OFDM). Δίνονται, κατ΄ αρχήν, το περιβάλλον και τα οφέλη εφαρμογής της συγκεκριμένης μεθόδου διαμόρφωσης, η μαθηματική της τυποποίηση, καθώς και η δομή των συστημάτων μετάδοσης και λήψης. Στο τέλος, παρουσιάζεται ένα ολοκληρωμένο παράδειγμα υλοποίησης/εξομοίωσης, ενώ στο παράρτημα απαριθμούνται τα κυριότερα (σήμερα) πρότυπα που εμπεριέχουν τη συγκεκριμένο μέθοδο διαμόρφωσης.

			8.1	Συστήματα μετάδοσης OFDM

			Η OFDM (Orthogonal Frequency Division Multiplexing), ελληνιστί Ορθογώνια Πολυπλεξία Διαίρεσης Συχνότητας, είναι μια τεχνική διαμόρφωσης πολλαπλών φερουσών, η οποία ενδείκνυται σε περιπτώσεις όπου η χρονική απόκριση του διαύλου είναι διάρκειας μεγαλύτερης της διάρκειας των συμβόλων σήματος ή, ισοδύναμα, η απόκριση συχνότητας αυτού παρουσιάζει παραμορφώσεις εντός της χρήσιμης ζώνης του σήματος (Πλαίσιο 8.1). Τέτοια συμπεριφορά εμφανίζουν ασύρματοι δίαυλοι με πολλαπλές τοπικές ανακλάσεις σε σχετικά υψηλούς ρυθμούς μετάδοσης (> 2 bits/Hz/s), όπως π.χ. δίαυλοι επίγειας ευρυεκπομπής ψηφιακής τηλεόρασης (DVB-T, [ETSI2004]) και δίαυλοι ασύρματων τοπικών δικτύων υψηλού ρυθμού (WLAN, IEEE802.11a στα 54Mbps/20MHz, WiMax … [IEEE2003], [IEEE2007]).

			[image: ]

			Κατά την OFDM, το διαθέσιμο εύρος ζώνης W διαιρείται σε πολλούς υποδιαύλους Wk, k=1,2,…K, (Πλαίσιο 8.2), με τις αντίστοιχες κεντρικές συχνότητες fk να διαμορφώνονται ανεξάρτητα (π.χ. κατά QAM) και να μεταφέρουν η καθεμία μέρος της προς μετάδοση πληροφορίας. Για ίδιο συνολικό ρυθμό μετάδοσης, το σύνθετο σύμβολο OFDM είναι πλέον πολλαπλάσιας διάρκειας (χονδρικά, Κ φορές) αυτού που αντιστοιχεί σε μετάδοση μονής φέρουσας και, συνεπώς, λιγότερο ευαίσθητο στη χρονική διασπορά που προκαλεί ο δίαυλος.

			[image: ]

			8.1.1	Μαθηματική τυποποίηση της OFDM

			Έστω ότι η κεντρική συχνότητα fk  του k-οστού υποδιαύλου διαμορφώνεται κατά Mk-QAM (Mk=4,16, 64…), μεταφέροντας log2 Mk bits, και ας συμβολίσουμε με 

s~kt

 το αντίστοιχο ισοδύναμο μιγαδικό σήμα βασικής ζώνης, δηλαδή:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



s~kt=∑n=0∞bknht-nTu,    k=1,2,...K





						
							
							(8.1)

						
					

				
			

			όπου h(t) ορθογωνικός παλμός διάρκειας Τu, και bkn το σημείο του σηματικού αστερισμού στο μιγαδικό Mk-QAM επίπεδο κατά τη n-οστή περίοδο.

			Θεωρώντας τις fk, χωρίς βλάβη της γενικότητας, ως τις αποκλίσεις από την κεντρική συχνότητα fc του ολικού διαύλου εύρους W, το πραγματικό ζωνοπερατό σήμα στον υποδίαυλο Wk είναι ίσο με:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



skt=Re{s~ktej2πfc+fkt},    k=1,2,...K





						
							
							(8.2α)

						
					

				
			

			Η υπέρθεση όλων των 

skt

 δίνει το ζωνοπερατό σήμα OFDM :

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



st=∑k=1KRe{s~ktej2πfc+fkt}=Re∑k=1Ks~ktej2πfktej2πfct





						
							
							(8.2β)

						
					

				
			

			Από τη σχέση (8.2β) προκύπτει ότι στο πραγματικό ζωνοπερατό σήμα OFDM s(t) αντιστοιχεί ισοδύναμο μιγαδικό σήμα βασικής ζώνης 

s~t

 που δίνεται από τη σχέση:
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							(8.3α)

						
					

				
			

			Στη διακριτή του μορφή, με δειγματοληψία Κs δειγμάτων εντός της βασικής περιόδου Τu, το 

s~t

 της σχέσης (8.3α) γράφεται, π.χ. για 

0≤t<Tu

:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



s~[m]≡s~mTuKs=∑k=1Ks~kmTuKsej2πfkmTuKs





						
							
							(8.3β)

						
					

				
			

			Όμως εντός της αυτής περιόδου [συγκεκριμένο n στη σχέση (8.1), π.χ., 0] το 

s~kmTuKs

 είναι σταθερό, ίσο με 

bk

. Επιπλέον, το εύρος Wk των υποδιαύλων επιλέγεται ίσο με το αντίστροφο του Τu, έτσι ώστε οι κεντρικές συχνότητες fk να είναι ορθογώνιες στο διάστημα Τu (σε αποστάσεις 1/Τu μεταξύ τους), εξού και το όνομα Orthogonal FDM. Συνεπώς, μπορούν να γραφούν ως 

fk=k-K/2/Tu

, και η σχέση (8.3β) γίνεται:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



s~[m]=e-jπmK∑k=1Kbkej2πkmKs





						
							
							(8.4α)

						
					

				
			

			Η (8.4) είναι σχέση αντίστροφου διακριτού μετασχηματισμού Fourier της μιγαδικής ακολουθίας 

bk

, δηλαδή:
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							(8.4α)

						
					

				
			

			Επειδή δε το φάσμα του 

s~t

 εκτείνεται από -

K2Tu

 έως +

K2Tu

, απαιτείται συχνότητα δειγματοληψίας τουλάχιστον ίση με 

KTu

, δηλαδή 

Ks>K

. Για τη διευκόλυνση του υπολογισμού του IDFT με τη μέθοδο FFT, επιλέγεται το 

Ks

 ως δύναμη του 2, η δε ακολουθία 

bk

 συμπληρώνεται με μηδενικές τιμές στα υπόλοιπα (Κs –K) σημεία.

			8.1.2	Υλοποίηση συστήματος OFDM

			Η παραπάνω μαθηματική ανάλυση της OFDM υποδεικνύει την εξής πρακτική υλοποίησή της (Πλαίσιο 8.3).

			[image: ]

			Η δυαδική ακολουθία προς εκπομπή {x[l]} (είσοδος Α στον πομπό του Πλαισίου 8.3) διαμερίζεται καταρχήν σε πλαίσια μήκους 

L=∑k=1Klog2Mk

 bits (χρονικής διάρκειας Tu, αριθμούμενα με τον δείκτη n). Τα bits του κάθε πλαισίου ομαδοποιούνται σε Κ ομάδες (αριθμούμενες με τον δείκτη k) των 

log2Mk

 bits αντίστοιχα. Στο παράδειγμα του σχ. 8.3(β), η ομαδοποίηση γίνεται σε τετράδες, δηλ. Mk = 16, 

∀k

, οι οποίες οπτικοποιούνται μέσω των αντίστοιχων δεκαδικών τιμών 

ykn∈[0,Mk-1]

 (σημείο B στο σχήμα του Πλαισίου 8.3).

			Τα 

ykn

, με τη σειρά τους, αντιστοιχίζονται σε σημεία του αντίστοιχου Mk-QAM σηματικού αστερισμού, δίνοντας τη μιγαδική ακολουθία 

bkn

 (σημείο C του σχήματος). Η ακολουθία 

{bkn},    k=1,2...K

, συμπληρώνεται με μηδενικές τιμές έως μήκος Ks, πριν παραδοθεί στη μονάδα υπολογισμού του IFFT.

			Σύμφωνα με τη σχέση 8.4(α), η τοποθέτηση της 

{bkn}

 στο πλαίσιο [0-Ks] (που είναι η περίοδος στο διακριτό πεδίο συχνότητας) είναι αυτή που φαίνεται στο σχήμα 8.4(α): με μια σχετική ολίσθηση προς τα αριστερά κατά Κ/2, όπως υποδεικνύει ο όρος 

e-jπmK

 της σχέσης 8.4(α). Ωστόσο αυτό δεν είναι δεσμευτικό, και υπάρχουν και εναλλακτικοί τρόποι αυτής της τοποθέτησης. Εάν, για παράδειγμα, θέλουμε να πάρουμε πραγματικό σήμα OFDM βασικής ζώνης, τότε πρέπει να υιοθετήσουμε τη διάταξη του σχήματος 8.4(β), όπου ολόκληρη η 

{bkn}

 τοποθετείται στο μισό του διαστήματος [0-Ks], στο δε άλλο μισό τοποθετείται κατοπτρικά η συζυγής της 

{bkn*}

. Το σχήμα αυτό περιγράφεται στο [PROA2002, ενότ. 8.7], και, σημειωτέον, απαιτεί μετασχηματισμό διπλάσιου μεγέθους (Ks>2K).

			Οι (μιγαδικές εν γένει, πλήθους Ks) τιμές στην έξοδο της μονάδας IFFT (σημείο D στο σχήμα 8.3) αποτελούν δείγματα του σήματος OFDM βασικής ζώνης 

s~t

, όπως εξηγήθηκε στην προηγηθείσα παράγραφο. Με τη βοήθεια ενός μετατροπέα D/A, κατασκευάζεται το αναλογικό σήμα 

s~t

 (σημείο Ε στο σχήμα 8.3), το οποίο στη συνέχεια διαμορφώνει κατάλληλη φέρουσα fc (αναλογική QAM), ώστε το φάσμα του να μετατοπιστεί στην επιθυμητή περιοχή συχνότητας (σημείο F του σχήματος 8.3).

			[image: ]

			8.1.3	Επιλογή των παραμέτρων

			Η περίοδος Τu επιλέγεται έτσι ώστε να υπερβαίνει ικανοποιητικά (π.χ. τέσσερις φορές) τη χρονική διασπορά του διαύλου, ενώ τα Κ και Mk  ικανοποιούν τη σχέση:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



Tu.R=∑k=1Klog2Mk





						
							
							(8.5)

						
					

				
			

			όπου R ο επιθυμητός ρυθμός μετάδοσης (σε bps). Επίσης, όπως αναφέρθηκε και παραπάνω, το εύρος Wk  των υποδιαύλων επιλέγεται ίσο με το αντίστροφο του Τu.

			Ως παράδειγμα επιλογής των παραμέτρων, ας θεωρήσουμε τηλεοπτικούς διαύλους επίγειας ευρυεκπομπής (terrestrial broadcasting) κατά το πρότυπο DVB-T [ETSI2004], με χρονική διασπορά της τάξης των 50 μs. Τότε το Τu  πρέπει να είναι της τάξης των 200-250 μs. Στην πράξη, ένα χρονικό διάστημα ασφαλείας (guard time), Δ, ίσο με τη χρονική διασπορά του διαύλου, προηγείται της περιόδου Τu του χρήσιμου σήματος, οπότε στο πρώτο μέλος της σχέσης (8.5) πρέπει να τεθεί (Tu+Δ) αντί του Τu. Με διαθέσιμο εύρος ζώνης W=7.607 MHz, Δ=56 μs, Τu=4xΔ=224μs, και Wk=1/Τu=4464 Hz, ο αριθμός των υποδιαύλων Κ =W/Wk+1 προκύπτει ίσος με 1705. Για την παραγωγή του OFDM σήματος με IFFT, πρέπει να επιλεγεί 

Ks=2048=211

 ή 4096=212.

			Με χρήση QPSK (4-QAM) σε όλους τους υποδιαύλους, προκύπτει ως ελάχιστος συνολικός ρυθμός μετάδοσης, ίσος με 2xΚ/(Tu+Δ)=12.178 Μbps. Ο ρυθμός μετάδοσης χρήσιμης πληροφορίας είναι βεβαίως μικρότερος αυτού, αφού ένα μέρος καταναλώνεται στην κωδικοποίηση διαύλου. Να σημειωθεί ότι, για να επιτευχθεί ο ίδιος ρυθμός με μετάδοση QPSK μονής φέρουσας, o ρυθμός μετάδοσης συμβόλων (baud rate) θα έπρεπε να είναι περίπου ίσος με (R/2≈)6Mbaud, με αντίστοιχη περίοδο συμβόλων ≈0.16 μs πολύ μικρότερη, δηλαδή, της χρονικής διασποράς του διαύλου.

			Στο Παράρτημα 8.1 συνοψίζονται οι παράμετροι των κυριότερων σημερινών (2008) συστημάτων, τα οποία χρησιμοποιούν OFDM.

			8.1.4	Παράδειγμα υλοποίησης

			Να εξομοιωθεί σε MATLAB πομπός και δέκτης OFDM ψηφιακής τηλεόρασης με τις παραμέτρους 2Κ επίγειας ευρυεκπομπής DVB-T, όπως παρουσιάστηκαν στην προηγούμενη παράγραφο. Να σχεδιαστούν τα σήματα των ενδιάμεσων βαθμίδων (OFDM βασικής ζώνης, ζωνοπερατό OFDM), καθώς και οι αντίστοιχες φασματικές πυκνότητες. Να γίνει εξομοίωση χωρίς και με την παρουσία λευκού γκαουσιανού θορύβου.

			Υλοποίηση

			Ο Κώδικας 8.1 υλοποιεί τη ζητούμενη εξομοίωση.
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			Στα σχήματα που ακολουθούν δείχνονται τα σήματα στα ενδιάμεσα βήματα υλοποίησης πομπού και δέκτη, καθώς και οι αντίστοιχες φασματικές πυκνότητες. Στο Πλαίσιο 8.5 είναι σήματα στον πομπό. Στο Πλαίσιο 8.6 είναι σήματα στον δέκτη για λήψη χωρίς θόρυβο, ενώ στο Πλαίσιο 8.7 είναι τα αντίστοιχα για λήψη με λευκό γκαουσιανό θόρυβο. Στο Πλαίσιο 8.8, τέλος, δείχνονται τα αντίστοιχα διαγράμματα διασκορπισμού.
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			8.1.5	Παράρτημα Π8.1:  Πρότυπα τα οποία χρησιμοποιούν την OFDM
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			ΚΕΦΑΛΑΙΟ 9ο:

			Κωδικοποίηση Διαύλου

			Μέρος Ι: Τμηματικοί Κώδικες

			Σύνοψη

			Το κεφάλαιο αυτό είναι αφιερωμένο στην κωδικοποίηση διαύλου (channel coding), στις τεχνικές δηλαδή εκείνες που, με την προσθήκη δομημένων ακουθιών bit στις εκπεμπόμενες ακολουθίες μηνυμάτων, δίνουν τη δυνατότητα στον δέκτη για εντοπισμό και διόρθωση λαθών που τυχόν θα έχουν συμβεί κατά τη μετάδοση μέσα από μη αξιόπιστα (π.χ. θορυβώδη) κανάλια επικοινωνίας. Η μελέτη περιορίζεται στην κατηγορία των Τμηματικών Κωδίκων (block coding), παραπέμποντας σε μελλοντική έκδοση του συγγράμματος την αντίστοιχη μελέτη των συνελικτικών κωδίκων (convolutional coding). Έμφαση δίνεται στους Κυκλικούς Τμηματικούς Κώδικες (cyclic codes) και ιδιαίτερα στους ευρέως χρησιμοποιούμενους κώδικες Reed-Solomon. 

			9.1	Εισαγωγή

			Η Κωδικοποίηση Διαύλου (ΚΔ) αναφέρεται σε συστηματικές μετατροπές των ψηφιοσειρών πριν την εκπομπή ή την εγγραφή τους σε μέσα αποθήκευσης, με στόχο την αύξηση της αξιοπιστίας αναγνώρισής τους στον δέκτη. Οι μετατροπές αυτές συνίστανται κατά βάση σε εισαγωγή πλεονάζουσας πληροφορίας (ψηφία ισοτιμίας – parity bits), με σκοπό τον εντοπισμό και τη διόρθωση λαθών. Υπό μια ευρύτερη έννοια, η κωδικοποίηση διαύλου θα μπορούσε να περιλαμβάνει και την επιλογή κατάλληλων κυματομορφών για τη διαμόρφωση που ακολουθεί, με στόχο την πιο αξιόπιστη αποδιαμόρφωση. Εδώ θα περιοριστούμε στον στενότερο ορισμό.

			Η απλούστερη μορφή κωδικοποίησης διαύλου είναι η προσθήκη ενός bit ισοτιμίας ανά ομάδα bits δεδομένων, με τη βοήθεια του οποίου ανιχνεύεται η ύπαρξη περιττού αριθμού λαθών, χωρίς όμως τη δυνατότητα εντοπισμού και διόρθωσης. Στον πίνακα 9.1(α) δείχνεται μια τέτοια κωδικοποίηση, με την προσθήκη ενός bit ισοτιμίας ανά τρία bits δεδομένων. Πρόκειται για σχήμα άρτιας ισοτιμίας, αφού το επιπλέον bit καθιστά άρτιο τον αριθμό των μονάδων σε κάθε κωδικολέξη. Μια πιο εξελιγμένη μορφή του παραπάνω σχήματος είναι η οργάνωση των δεδομένων σε πίνακες και προσθήκη ενός bit ισοτιμίας σε κάθε γραμμή και στήλη του πίνακα. Με το σχήμα αυτό είναι δυνατός ο εντοπισμός (και διόρθωση) ενός λάθους (στη θέση γραμμής-στήλης όπου παραβιάζεται η ισοτιμία) ή η ανίχνευση ύπαρξης πολλαπλών λαθών [Πίνακας 9.1(β)].
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			Εν γένει, έχουμε δύο μεγάλες κατηγορίες ΚΔ: την τμηματική κωδικοποίηση (block encoding) και τη συνελικτική κωδικοποίηση (convolutional encoding). Η πρώτη κατηγορία περιλαμβάνει τεχνικές οι οποίες λειτουργούν σε αυτόνομα τμήματα (μπλοκ) δεδομένων, χωρίς αναφορά σε άλλα προηγηθέντα τμήματα. Η συνελικτική κωδικοποίηση, αντίθετα, λειτουργεί στη συνεχή ροή των δεδομένων με χρονικό παράθυρο (μνήμη) συγκεκριμένου εύρους, και παράγει μια αντίστοιχη συνεχή ροή μεγαλύτερου ρυθμού. Οι τεχνικές του Πίνακα 9.1 ανήκουν προφανώς στην πρώτη κατηγορία, ενώ η απεικονιζόμενη στο παρακάτω σχήμα του Πλαισίου 9.2 είναι περίπτωση συνελικτικής κωδικοποίησης.
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			Ορισμός και σύμβολα

			Βασική παράμετρος ενός συστήματος ΚΔ είναι ο ρυθμός κώδικα (code rate). Ορίζεται ως το κλάσμα των αρχικών δεδομένων προς το σύνολο αυτών μετά την προσθήκη των bits ισοτιμίας. Αν με k και n συμβολίσουμε τα μεγέθη των τμημάτων δεδομένων εισόδου και εξόδου αντίστοιχα ή, στην περίπτωση συνελικτικής κωδικοποίησης, τους αντίστοιχους ρυθμούς μετάδοσης, ο κώδικας συμβολίζεται με το ζεύγος (n,k) ο δε ρυθμός κώδικα είναι k/n. Στα παραπάνω είναι: Πλαίσιο 9.1(α): κώδικας (4,3), ρυθμός 3/4 – Πλαίσιο 9.1(β): κώδικας (81,64), ρυθμός 64/81 – Πλαίσιο 9.2: κώδικας (3,2 ), ρυθμός 2/3.

			9.2	Γραμμικοί τμηματικοί κώδικες (Linear block codes)

			Ένας γραμμικός τμηματικός κώδικας (n,k) δέχεται τμήματα (ή λέξεις) δεδομένων μήκους k-bits και παράγει κωδικολέξεις (codewords) μήκους n-bits. Η ιδιότητα του «γραμμικού» αναφέρεται στο γεγονός ότι οι κωδικολέξεις, πλήθους 2k, απαρτίζουν έναν διανυσματικό (γραμμικό) υποχώρο μέσα στον ευρύτερο χώρο όλων των δυνατών 2n n-άδων. Μια κωδικολέξη μήκους n θεωρείται διάνυσμα ορισμένο στο δυαδικό σώμα των ψηφίων 0 και 1. Το σώμα αυτό διαθέτει δύο πράξεις, της λογικής πρόσθεσης (αποκλειστικό OR, 

⊕

) και του λογικού πολλαπλασιασμού. Το άθροισμα δύο κωδικολέξεων-διανυσμάτων oρίζεται ως το άθροισμα των αντίστοιχων στοιχείων τους στο δυαδικό σώμα. Ένα σύνολο n-άδων S αποτελεί διανυσματικό υποχώρο (vector subspace), αν ικανοποιούνται οι εξής δύο συνθήκες:

			
					Η λέξη με όλα τα ψηφία μηδενικά ανήκει στο S.

					Το άθροισμα οποιωνδήποτε δύο λέξεων του S ανήκει επίσης στο S (κλειστό).

			

			Παράδειγμα διανυσματικού χώρου και υποχώρου αυτού:

			Ο διανυσματικός χώρος V4 απαρτίζεται από όλες τις δυαδικές 4-άδες, δηλαδή V4={0000, 0001, 0010, 0011, 0100, 0101, 0110, 0111, 1000, 1001, 1010, 1011, 1100, 1101, 1110, 1111}. Το υποσύνολο S={0000, 0101, 1010, 1111} είναι ένας υποχώρος του V4, αφού περιλαμβάνει τη λέξη 0000 και, επιπλέον, είναι κλειστό ως προς την προσθεση, π.χ., 0101

⊕

 1010=1111 ϵ S.

			Παράδειγμα γραμμικού τμηματικού κώδικα:

			Ο Πίνακας στο Πλαίσιο 9.3 δίνει έναν γραμμικό τμηματικό κώδικα (6,3). Είναι εύκολο να επαληθευτεί ότι οι κωδικολέξεις συνιστούν πράγματι έναν γραμμικό υποχώρο μέσα στον χώρο των δυαδικών εξάδων (πλήθους 64), χωρίς ωστόσο να μας είναι ακόμη φανερός ο τρόπος αντιστοίχισης των λέξεων-μηνυμάτων στις κωδικολέξεις. Αν και ο συγκεκριμένος πίνακας, λόγω του μικρού του μεγέθους, μπορεί να χρησιμοποιηθεί για την πραγματοποίηση του κώδικα (με απλή πράξη look-up), κάτι τέτοιο δεν θα ήταν πρακτικό για μεγαλύτερους κώδικες.
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			Στις επόμενες παραγράφους θα παρουσιαστεί η αλγεβρική δομή αυτών των κωδίκων καθώς και συστηματικός τρόπος παραγωγής τους.

			9.2.1	Γεννήτρια μήτρα

			Ο διανυσματικός υποχώρος των 2k κωδικολέξεων ενός γραμμικού κώδικα (n,k) έχει διάσταση k. Μπορούν, λοιπόν, να βρεθούν k στοιχεία του υποχώρου, γραμμικώς ανεξάρτητα, που να γεννούν όλα τα υπόλοιπα. Ας θεωρήσουμε ότι αυτό γίνεται με βάση τις λέξεις-μηνύματα, ως εξής:
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			Στις παραπάνω σχέσεις, m είναι λέξη-μήνυμα, μήκους k bits,  v1, v2 , … vk   τα k ανεξάρτητα γενετήρια διανύσματα και u η αντίστοιχη της m κωδικολέξη. Η μήτρα V των γενετηρίων διανυσμάτων λέγεται γεννήτρια μήτρα (ή γεννήτορας πίνακας), αφού γεννά τον υποχώρο του κώδικα, παράγει δηλαδή τις κωδικολέξεις με αφετηρία τις λέξεις-μηνύματα.

			Για τον κώδικα του Πίνακα 9.3 είναι:
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			9.2.2	Συστηματικοί κώδικες

			Είναι προφανές ότι κάθε k-άδα ανεξάρτητων κωδικολέξεων μπορεί να παίξει τον ρόλο γεννήτριας μήτρας. Η γεννήτρια μήτρα (9.3) του παραπάνω παραδείγματος είναι στη μορφή:
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			διαμερίζεται δηλαδή οριζόντια σε δύο υπομήτρες διαστάσεων kx(n-k) και kxk, από τις οποίες η δεύτερη (η τετραγωνική) είναι μοναδιαία. Αυτό έχει ως αποτέλεσμα να δημιουργούνται κωδικολέξεις των οποίων ένα τμήμα (στο παράδειγμα το τελευταίο, μήκους k ψηφίων) είναι αυτούσια η λέξη-μήνυμα, το δε υπόλοιπο (μήκους n-k) είναι τα ψηφία ισοτιμίας. Κάτι τέτοιο βέβαια είναι πολύ επιθυμητό, αφού απλοποιούνται οι υλοποιήσεις τόσο της κωδικοποίησης όσο και της αποκωδικοποίησης. Στο σχήμα (α) του Πλαισίου 9.4 δίνεται η γενική δομή γραμμικού συστηματικού κωδικοποιητή (n,k), καθώς και η αντίστοιχη υλοποίηση του κώδικα (6,3) του Πλαισίου 9.3.

			9.2.3	Μήτρα ελέγχου ισοτιμίας (Parity check matrix)

			Για κάθε kxn γεννήτρια μήτρα V ορίζεται η μήτρα ελέγχου ισοτιμίας Η, διάστασης (n-k)xn, η οποία ικανοποιεί τη σχέση:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							VHT=0	

						
							
							(9.5)

						
					

				
			

			όπου με ΗΤ συμβολίζεται η ανάστροφη της Η, και με 0 η μηδενική μήτρα διάστασης kx(n-k). Οι σειρές δηλαδή της Η είναι ορθογώνιες προς τις σειρές της γεννήτριας μήτρας και, κατά συνέπεια, ορθογώνιες προς κάθε κωδικολέξη u, αφού uHT=mVHT=0. 

			Για έναν συστηματικό κώδικα με γεννήτρια μήτρα 

V=P    Ik

 εύκολα αποδεικνύεται ότι

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							

H=In-k    PT

,
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			αφού το (i,j) στοιχείο του γινομένου VHT είναι ίσο με V(i,.)HT(.,j)=pij+pij=0. 
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			H χρησιμότητα της μήτρας ελέγχου ισοτιμίας έγκειται στο ότι καθιστά δυνατό (όπως δηλώνει και το όνομά της) έναν άμεσο έλεγχο της ορθότητας της λαμβανόμενης κωδικολέξης r στον δέκτη, όπως εξηγείται στην επόμενη παράγραφο.

			Παράδειγμα

			Η μήτρα ελέγχου ισοτιμίας για τον κώδικα του Πλαισίου 9.3 [γεννήτρια μήτρα όπως στη σχέση (9.3)] είναι:
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			9.2.4	Σύνδρομο, αναγνώριση λαθών και αποκωδικοποίηση

			Έστω ότι r=u+e, όπου u η αποσταλείσα κωδικολέξη και e το διάνυσμα λάθους κατά την αποδιαμόρφωση. Το γινόμενο 
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							(9.7α)

						
					

				
			

			ονομάζεται σύνδρομο της ληφθείσας κωδικολέξης r . Το σύνδρομο είναι μηδέν, εάν και μόνο εάν η r ανήκει στο σύνολο των κωδικολέξεων. Εάν, λοιπόν, το σύνδρομο είναι μη μηδενικό, τότε σίγουρα υπάρχουν λάθη. Από την (9.7α) το σύνδρομο γράφεται επίσης: 

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							s=(u+e)HT=eHT

						
							
							(9.7β)

						
					

				
			

			Έστω ότι με τον κώδικα (6,3) του παραπάνω παραδείγματος στέλνεται η κωδικολέξη 

u=[1  1  0  0  1  1]

 και κατά την αποδιαμόρφωση λαμβάνεται η 

r=[1  1  0  0  1  0]

 , δηλαδή η u αλλοιώνεται από το διάνυσμα λάθους 

e=[0  0  0  0  0  1]

. Είναι:
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			Ας σημειωθεί ότι 

s=eHT=0  0  0  0  0  1HT=1  0  1

, σε συμφωνία με τη σχέση (9.7β)

			Είναι προφανές ότι δεν υπάρχει αμφιμονοσήμαντη αντιστοιχία μεταξύ συνδρόμων και λαθών, αφού υπάρχουν 2n δυνατά λάθη (συμπεριλαμβανομένου του μηδενικού), ενώ μόνο 2n-k σύνδρομα. Επομένως, 2k διανύσματα λαθών έχουν το ίδιο σύνδρομο. Για τον κώδικα (6,3) του παραπάνω παραδείγματος οι σχέσεις που συνδέουν το διάνυσμα λάθους e=[e1,e2,e3,e4,e5,e6] με το σύνδρομο, π.χ., [1 0 1] είναι:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



s=1  0  1=eHT    ή        1=e1+e4+e60=e2+e4+e51=e3+e5+e6    η,        e1=1+e4+e6e2=e4+e5e3=1+e5+e6
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			Η παραπάνω σχέση είναι ένα σύστημα τριών εξισώσεων με έξι αγνώστους (στη γενική περίπτωση του κώδικα (n,k), σύστημα n-k εξισώσεων με n αγνώστους) Επιλέγοντας αυθαίρετα τους τρεις αγνώστους (2k=8 συνδυασμοί) λύνουμε το σύστημα ως προς τους άλλους τρεις. Στο Πλαίσιο 9.5 δείχνονται όλες οι λύσεις του συστήματος (9.9), δηλαδή όλα τα διανύσματα λαθών που αντιστοιχούν στο σύνδρομο [1 0 1]. 
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			Για έναν δίαυλο BSC (Binary Symmetric Channel)15 τα πιθανότερα διανύσματα λαθών είναι αυτά με το μικρότερο «βάρος», με τον μικρότερο δηλαδή αριθμό μονάδων (= αριθμό λαθών μέσα σε μια κωδικολέξη). Στον πίνακα του Πλαισίου 9.5 τέτοιο είναι το διάνυσμα [0 0 0 0 0 1], με ένα λάθος.

			Στο Πλαίσιο 9.6 απαριθμούνται όλα τα 2n-k =8 δυνατά σύνδρομα με τα αντίστοιχα «μικρού βάρους» διανύσματα λαθών. Έτσι έχουμε έξι διανύσματα με βάρος ένα (ένα λάθος), ενώ επιλέγουμε και ένα διάνυσμα με δύο λάθη για το σύνδρομο [1 1 1].

			9.2.5	Αποκωδικοποίηση – Διόρθωση λαθών

			Ο πίνακας του Πλαισίου 9.6 δίνει ταυτόχρονα και τον τρόπο αποκωδικοποίησης: από το σύνδρομο συνάγουμε το (πιθανότερο) διάνυσμα λάθους, το οποίο εάν προστεθεί στη ληφθείσα κωδικολέξη r δίνει την «καλύτερη» εκτίμηση της αποσταλείσας κωδικολέξης u:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



s  →πιν.    9.6  e,      r+e=u^≈u





						
							
							(9.10)
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			Στη γενική περίπτωση του γραμμικού τμηματικού κώδικα (n,k), η εξίσωση (9.7) σε συνδυασμό με τη γενική μορφή της μήτρας Η για τους συστηματικούς γραμμικούς κώδικες (εξίσωση 9.6) δίνει για τo σύνδρομo s=[s1, s2,s3, … sn-k]:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



s1=r1+rn-k+1p11+rn-k+2p21+...+rnpk1s2=r2+rn-k+1p12+rn-k+2p22+...+rnpk2......sn-k=rn-k+rn-k+1p1,n-k+rn-k+2p2,n-k+...+rnpk,n-k





						
							
							(9.11)

						
					

				
			

			Στο Πλαίσιο 9.7 δίνεται η γενική υλοποίηση της (9.11), ενώ στο 9.8(α) είναι η ειδικότερη υλοποίηση παραγωγής των συνδρόμων για τον κώδικα (6,3) του παραδείγματός μας. Με βάση και τον πίνακα του Πλαισίου 9.6 αντιστοίχισης λαθών σε σύνδρομα, ο αποκωδικοποιητής του παραδείγματός μας υλοποιείται όπως στο σχήμα (β) του Πλαισίου 9.8.

			9.2.6	Ελάχιστη απόσταση γραμμικών κωδίκων

			Το βάρος Hamming (Hamming weight) ή απλώς βάρος μιας δυαδικής λέξης u=[u1,u2,…un] ορίζεται ως ο αριθμός των μη μηδενικών στοιχείων της και συμβολίζεται με w(u). Π.χ. το βάρος της u=[1 1 0 0 1 0] είναι 3. H απόσταση Hamming (Hamming distance) ή απλώς απόσταση δύο δυαδικών λέξεων u και v (της αυτής διάστασης) ορίζεται ως το βάρος του δυαδικού τους αθροίσματος (ισοδύναμα, ως ο αριθμός των διαφορετικών ψηφίων) και συμβολίζεται με d(u,v). 

			Π.χ. d([1 1 0 0 0 0],[1 0 0 1 0 0])=w([0 1 0 1 0 0])=2.

			Ισχύει η τριγωνική ανισότητα:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							d(u,v)+d(v,w)≥d(u,w)

						
							
							(9.12)

						
					

				
			

			Ως ελάχιστη απόσταση ενός τμηματικού κώδικα C ορίζεται η ελάχιστη απόσταση μεταξύ των στοιχείων του ανά δύο:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							dmin(C)=min{d(u,v): u, v ϵ C, u≠v}

						
							
							(9.13)

						
					

				
			

			Επειδή d(u,v)=w(u+v) και u+v ϵ C, τελικά η ελάχιστη απόσταση ενός γραμμικού κώδικα ισούται με το ελάχιστο βάρος των μη μηδενικών στοιχείων του. Π.χ., η ελάχιστη απόσταση του γραμμικού κώδικα (6,3) του Πλαισίου 9.3 ισούται με 3.

			Όπως θα δούμε στη συνέχεια, η ελάχιστη απόσταση ενός κώδικα είναι βασική παράμετρος για τη δυνατότητα ανίχνευσης και διόρθωσης λαθών.
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			9.2.7	Δυνατότητα ανίχνευσης και διόρθωσης λαθών

			Έστω dmin ελάχιστη απόσταση ενός κώδικα. Κανένας συνδυασμός λαθών πλήθους dmin-1 δεν μπορεί να οδηγήσει από μία κωδικολέξη σε άλλη κωδικολέξη. Επομένως, ο κώδικας είναι σε θέση να ανιχνεύσει όλα τα λάθη πλήθους μέχρι και dmin-1 (ανά κωδικολέξη). Πέραν αυτών, είναι σε θέση να ανιχνεύσει και αρκετά λάθη πλήθους dmin. Στην πραγματικότητα, ένας γραμμικός τμηματικός κώδικας (n,k) μπορεί να ανιχνεύσει 2n-2k συνδυασμούς λαθών μήκους n, αφού από τους 2n-1 δυνατούς (μη μηδενικούς) συνδυασμούς που μπορούν να αλλοιώσουν μια λέξη, οι 2k-1 οδηγούν σε υπαρκτές κωδικολέξεις και συνεπώς δεν είναι ανιχνεύσιμοι.

			Από τους ανιχνεύσιμους συνδυασμούς λαθών μπορούν να διορθωθούν εκείνοι με βάρος μικρότερο ή ίσο του t, όπου:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



2t+1≤dmin≤2t+2      ή        t=dmin-12





						
							
							(9.13)

						
					

				
			

			Αυτό αποδεικνύεται ως εξής: 

			Ας υποθέσουμε ότι εκπέμπεται η κωδικολέξη u και λαμβάνεται η λέξη r με 

du,r=t'

. Αν w είναι οποιαδήποτε κωδικολέξη διάφορη της u (w≠u), τότε, λόγω της τριγωνικής ιδιότητας των βαρών και της (9.13), ισχύει:

			

du,r+dr,w≥du,w≥dmin≥2t+1    ή    t'+dr,w≥2t+1

.

			Αν 

t'≤t

, τότε πράγματι 

dw,r>t

. Άρα η ληφθείσα κωδικολέξη r είναι πλησιέστερα (απόσταση Hamming) στην αποσταλείσα από κάθε άλλη κωδικολέξη, και συνεπώς ο συνδυασμός λαθών είναι διορθώσιμος.

			Συμπερασματικά:

			Ένας γραμμικός τμηματικός κώδικας με ελάχιστη απόσταση dmin εγγυάται τη διόρθωση όλων των συνδυασμών λαθών με 

t=dmin-1/2

 ή λιγότερα λάθη (όπου 

A

 συμβολίζει τον μικρότερο ακέραιο που δεν υπερβαίνει τον Α). Ο ακέραιος t ονομάζεται δυνατότητα διόρθωσης τυχαίων λαθών του κώδικα C.

			Π.χ., η δυνατότητα διόρθωσης τυχαίων λαθών του κώδικα (6,3) του Πλαισίου 9.3 είναι t=1, αφού dmin=3.

			9.2.8	Πρότυπη μήτρα 

			Η πρότυπη μήτρα (standard array) ενός τμηματικού γραμμικού κώδικα (n,k) είναι μια μήτρα 2n-kx2k όπου τοποθετουνται όλες οι 2n δυνατές n-άδες, με τρόπο ώστε: η πρώτη γραμμή να περιέχει όλες τις 2k κωδικολέξεις, με πρώτη τη μηδενική (u1= [0 0...0], u2, u3, … 

u2k

), και η πρώτη στήλη όλα τα 2n-k διορθώσιμα λάθη του κώδικα (e1= [0 0...0], e2, … 

e2n-k

). Κατασκευάζεται σειρά προς σειρά με βάση τον αλγόριθμο του Πλαισίου 9.9.

			Τα διορθώσιμα λάθη –στοιχεία της πρώτης στήλης της μήτρας– ονομάζονται στοιχεία-οδηγοί (coset leaders), και κάθε σειρά αποτελεί ένα coset (σύνολο στοιχείων με μια κοινή ιδιότητα, στη δεδομένη περίπτωση εννοείται ένα κοινό διάνυσμα λάθους).

			[image: ]

			Παράδειγμα:

			Η πρότυπη μήτρα για τον κώδικα (6,3) του Πλαισίου 9.3 είναι όπως στον παρακάτω πίνακα (Πλαίσιο 9.10). Ως στοιχεία-οδηγοί χρησιμοποιήθηκαν τα διανύσματα βάρους 1 (σύνολο έξι), ενώ στην τελευταία σειρά επιλέχθηκε το διάνυσμα [010001] το οποίο δεν προέκυψε σε κάποια από τις προηγούμενες σειρές. Θα μπορούσε κάλλιστα να χρησιμοποιηθεί το [100010], επίσης μη χρησιμοποιηθέν. Στην περίπτωση αυτή θα είχαμε απλώς άλλη διάταξη των στοιχείων της τελευταίας σειράς.
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			Συμπερασματικά, οι βασικές ιδιότητες μιας πρότυπης μήτρας είναι οι εξής:

			
					Περιέχει όλες τις 2n n-άδες, οργανωμένες σε 2n-k σειρές και 2k στήλες.

					Η πρώτη σειρά περιλαμβάνει όλες τις κωδικολέξεις, και η πρώτη στήλη όλα τα διορθώσιμα διανύσματα λαθών. Είναι 2n-k διορθώσιμα διανύσματα λαθών.

					Κάθε σειρά (coset) αντιστοιχεί σε ένα συγκεκριμένο διάνυσμα λαθών ίσο με το στοιχείο-οδηγό (coset leader), άρα και σε ένα μοναδικό σύνδρομο.

					Επιλέγοντας στοιχεία-οδηγούς με το μικρότερο δυνατό βάρος, ελαχιστοποιούμε την πιθανότητα λάθους σε διαύλους BSC.

					Η πιθανότητα λάθους σε BSC είναι ίση με 

Pe=1-∑i=0naipi(1-p)n-i

, όπου p η πιθανότητα εσφαλμένου bit κατά την αποδιαμόρφωση και ai ο αριθμός των στοιχείων-οδηγών βάρους i. Έτσι, για το παράδειγμα του κώδικα (6,3) είναι a0=1, a1=6, a2=1, ai=0  i>2, οπότε 

Pe=1-(1-p)6-6p(1-p)5-p2(1-p)4
.



9.2.9	Κώδικες Hamming

			
			Οι κώδικες Hamming αποτελούν την πρώτη κατηγορία γραμμικών κωδίκων που αναπτύχθηκαν και χρησιμοποιήθηκαν για διόρθωση λαθών σε εφαρμογές μετάδοσης και αποθήκευσης δεδομένων.

			Για κάθε θετικό ακέραιο m≥3, υπάρχει ένας κώδικας Hamming με τις εξής παραμέτρους:

			[image: ]

			Η μήτρα ελέγχου ισοτιμίας απαρτίζεται από όλα τα διανύσματα μήκους m (πλην του μηδενικού) ως στήλες, με πρώτα εκείνα βάρους 1, δηλαδή: Η=[Ιm Q], Im η mxm μήτρα ταυτότητας, Q η μήτρα με στήλες τις 2m-m-1 m-άδες βάρους 2 ή μεγαλύτερου.

			Παράδειγμα:

			Για m=3, ο γραμμικός τμηματικός κώδικας Hamming είναι ο κώδικας (7,4), με μήτρα ελέγχου ισοτιμίας και γεννήτρια μήτρα τις Η και V αντίστοιχα, όπως παρακάτω:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							[image: ]

						
							
							(9.14)

						
					

				
			

			Η ελάχιστη απόσταση ενός κώδικα Hamming είναι ακριβώς 3 και, επομένως, η δυνατότητα διόρθωσης λαθών είναι t=1. Στην πρότυπη μήτρα τα στοιχεία-οδηγοί είναι όλες οι 2m-1 n-άδες βάρους 1 και η μηδενική.

			9.3	Κυκλικοί κώδικες ([SKLAR2011], 6.7)

			Οι κυκλικοί κώδικες αποτελούν σημαντική υποκατηγορία των γραμμικών κωδίκων. Είναι ελκυστικοί λόγω της αλγεβρικής δομής τους και της ευκολίας υλοποίησης κωδικοποιητή και αποκωδικοποιητή που αυτή τους η δομή συνεπάγεται. Συγκεκριμένα, η κωδικοποίηση και ο υπολογισμός του συνδρόμου υλοποιούνται με απλά λογικά κυκλώματα και καταχωρητές ολίσθησης.

			Οι κυκλικοί κώδικες μελετήθηκαν για πρώτη φορά τη δεκαετία του 1950 από τον Prange, ενώ στη συνέχεια πολλοί θεωρητικοί της άλγεβρας των κωδίκων ασχολήθηκαν με τη συστηματική τους μελέτη.

			9.3.1	Ορισμός και αλγεβρική δομή των κυκλικών κωδίκων

			Ορισμός:  Ένας γραμμικός κώδικας (n,k) ονομάζεται κυκλικός, αν η κυκλική ολίσθηση των κωδικολέξεων είναι πράξη κλειστή στον χώρο του κώδικα. Με άλλα λόγια, κάθε κυκλική ολίσθηση οποιασδήποτε κωδικολέξης δίνει πάλι λέξη του κώδικα.

			Παράδειγμα:

			Ο κώδικας (7,4) του Πλαισίου 9.11 είναι ένας κυκλικός κώδικας.
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			Η αλγεβρική δομή των κυκλικών κωδίκων βασίζεται στην πολυωνυμική παράσταση των δυαδικών λέξεων (μηνυμάτων και κωδικολέξεων) και στις αντίστοιχες πράξεις στο δυαδικό σώμα. Έτσι, η κωδικολέξη u=(1 1 0 1 0 0 0) αντιστοιχίζεται στο πολυώνυμο u(x)=1+x+x3. Συμβατικά, ξεκινάμε από αριστερά προς τα δεξιά με τους συντελεστές χαμηλότερης τάξης (θα μπορούσε να είναι και αντίστροφα). Κωδικά πολυώνυμα και κωδικολέξεις βρίσκονται σε αμφιμονοσήμαντη αντιστοιχία και θα χρησιμοποιούνται ισοδύναμα.

			[image: ]

			Παράδειγμα:

			Με u(x)=(1 1 0 1 0 0 0), κυκλική ολίσθηση κατά 4 θέσεις δεξιά, δίνει:

			



u4=1  0  0  0  1  1  0,    u4x=1+x4+x5





			Εξάλλου, 

x4ux=x41+x+x3=x4+x5+x7=1.x7+1+1+x4+x5

.

			[image: ]
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			Παράδειγμα:

			Το ελάχιστο πολυώνυμο του κυκλικού κώδικα (7,4) του Πλαισίου 9.11 είναι το 

gx=1+x+x3

. Όλα τα κωδικά πολυώνυμα είναι πολλαπλάσιά του, όπως συνάγεται και από την τελευταία στήλη του πίνακα. Επίσης, αποτελεί παράγοντα του διωνύμου 

x7+1

, αφού 

x7+1=1+x 1+x+x3 1+x2+x3

. Πρέπει να παρατηρήσουμε ότι υπάρχει και ένας δεύτερος παράγοντας του 

x7+1

, βαθμού 3, που μπορεί να παραγάγει έναν άλλο κώδικα (7,4).

			Το παραπάνω θεώρημα είναι εξαιρετικά σημαντικό και δίνει, μεταξύ άλλων, τρόπους προσδιορισμού και υλοποίησης κυκλικών κωδίκων. Σύμφωνα με την πρόταση 5 του θεωρήματος, κάθε παράγοντας 

gx

 του διωνύμου 

xn+1

, βαθμού n-k, παράγει έναν γραμμικό, κυκλικό κώδικα (n,k), με πολλαπλασιασμό του πολυωνύμου δεδομένων m(x): 

ux=m0+m1x+...+mk-1xk-1gx

. Για μεγάλα n μπορεί να υπάρχουν πολλοί παράγοντες του αντίστοιχου διωνύμου 

xn+1

. Η επιλογή εκείνων των παραγόντων που παράγουν «καλούς» κώδικες είναι ένα δύσκολο πρόβλημα, και μόνο η ενδελεχής μελέτη καθενός χωριστά μπορεί να δώσει απάντηση. Ας σημειωθεί ότι δεν είναι απαραίτητο τo 

gx

 να είναι πρώτο πολυώνυμο, όπως στην περίπτωση κατασκευής ενός σώματος GF(2m) και θα το δούμε αυτό στην περίπτωση κωδίκων BCH.

			9.3.2	Κυκλικοί κώδικες σε συστηματική μορφή

			Οι κώδικες που παράγονται σύμφωνα με την πρόταση 3 του παραπάνω θεωρήματος δεν είναι σε συστηματική μορφή. Μπορούν να παραχθούν σε συστηματική μορφή ως εξής:

			
					Πολλαπλασιάζεται το μήνυμα m(x) με 

xn-k

.

					Υπολογίζεται το υπόλοιπο της διαίρεσης 

xn-kmx/gx=bx

.

					Το κωδικό πολυώνυμο είναι το 

ux=bx+xn-kmx

.

			

			 

			Το 

ux

 είναι κωδικό πολυώνυμο, αφού 

xn-kmx=gx.qx+bx

, επομένως 

xn-kmx+bx=gx.qx

 , δηλαδή πολλαπλάσιο του 

gx

.

			Παράδειγμα:

			Για το γενετήριο πολυώνυμο 

gx=1+x+x3

 του κώδικα (7,4) και το μήνυμα m=(0 1 0 1) ή 

mx=x+x3

, διαιρούμε το 

x3mx=x4+x6

 με το 

gx

 και παίρνουμε 

x4+x6=1+x3 1+x+x3+1+x

 ή 

bx=1+x

, οπότε το κωδικό πολυώνυμο που αντιστοιχεί στο συγκεκριμένο μήνυμα είναι το 

ux=bx+x3mx=1+x+x4+x6=1+x3gx

 ή  u=(1 1 0 0 1 0 1).

			Ο πίνακας του Πλαισίου 9.13 συνοψίζει τον συστηματικό κυκλικό κώδικα (7,4) με γενετήριο πολυώνυμο το 

gx=1+x+x3

. Προφανώς πρόκειται για μια αναδιάταξη των ίδιων κωδικολέξεων του πίνακα στο Πλαίσιο 9.11, δηλ. των 24 πολλαπλασίων του 

gx

 βαθμού μικρότερου ή ίσου του 6(=n-k).
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			9.3.3	Υλοποίηση κυκλικών κωδίκων

			Οι κυκλικοί συστηματικοί κώδικες μπορούν να υλοποιηθούν σύμφωνα με τον αλγόριθμο των τριών βημάτων της προηγούμενης παραγράφου. Το πρώτο βήμα (πολλαπλασιασμός του πολυωνύμου μηνύματος με 

xn-k

) υλοποιείται με ολίσθηση n-k σταδίων. Το δεύτερο βήμα απαιτεί ένα κύκλωμα διαίρεσης πολυωνύμων. Στο Πλαίσιο 9.14 δίνεται η γενική δομή ενός τέτοιου κυκλώματος, καθώς και παράδειγμα εφαρμογής για πολυώνυμα στο GF(2), δηλ. με δυαδικούς συντελεστές.

			Στο Πλαίσιο 9.15 δίνεται κύκλωμα υλοποίησης του κυκλικού κώδικα. Τα bits του μηνύματος οδηγούνται απευθείας στην έξοδο, ενώ τροφοδοτούν και τον κλάδο ανάδρασης που οδηγεί τον καταχωρητή ολίσθησης (n-k θέσεων). Μετά την εκπομπή και του k-οστού bit μηνύματος ο καταχωρητής ολίσθησης περιέχει τα n-k bits ισοτιμίας (υπόλοιπο της πολυωνυμικής διαίρεσης). Κλείνει λοιπόν τη στιγμή αυτή ο διακόπτης ανάδρασης και μεταδίδεται το περιεχόμενο του καταχωρητή, bit προς bit.
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			9.3.4	Αποκωδικοποίηση κυκλικών κωδίκων 

			Η αποκωδικοποίηση των κυκλικών κωδίκων μπορεί να γίνει όπως και των λοιπών γραμμικών τμηματικών κωδίκων σε τρία βήματα:

			
					υπολογισμός συνδρόμου,

					υπολογισμός διανύσματος λάθους (με βάση το υπολογισθέν σύνδρομο),

					διόρθωση, με πρόσθεση του διανύσματος λάθους στο ληφθέν διάνυσμα.

			

			Δεδομένου ότι το εκπεμπόμενο διάνυσμα είναι ένα πολλαπλάσιο του γενετηρίου διανύσματος 

gx

, το υπόλοιπο της διαίρεσης του λαμβανόμενου διανύσματος 

rx

 με το γενετήριο διάνυσμα 

gx

 είναι το σύνδρομο αυτού, σύμφωνα με τη σχέση:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



rx=qxgx+Sx





						
							
							(9.16)

						
					

				
			

			Έτσι, για τον υπολογισμό του συνδρόμου αρκεί ένα κύκλωμα διαίρεσης πολυωνύμων με διαιρέτη το 

gx

, όμοιο με αυτό του κυκλώματος κωδικοποίησης (Πλαίσιο 9.14). Στο Πλαίσιο 9.16 δίνεται ένα τέτοιο κύκλωμα.
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			9.3.5	Κώδικες BCH

			Οι κώδικες BCH (Bose-Chaudhuri-Hocquenghem) αποτελούν πολύ σημαντική ειδική κατηγορία κυκλικών κωδίκων, γενίκευση των κωδίκων Hamming για διόρθωση πολλαπλών λαθών. Οι δυαδικοί κώδικες BCH εφευρέθηκαν από τον Hocquenghem το 1959, και ανεξάρτητα από τους Bose και Chaudhuri έναν χρόνο αργότερα. Γενικεύτηκαν σε σώματα G(pm)16 (p πρώτος αριθμός) από τους Gorenstein και Zierler. Η πιο σημαντική υποκατηγορία μη δυαδικών κωδίκων BCH είναι οι κώδικες Reed-Solomon.

			Για κάθε θετικό ακέραιο m, μεγαλύτερο ή ίσο του 3, ορίζεται ένας δυαδικός κώδικας BCH που μπορεί να διορθώσει μέχρι t λάθη ως εξής:
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			Το γενετήριο πολυώνυμο αυτού του κώδικα είναι το ελάχιστου βαθμού πολυώνυμο με ρίζες τα στοιχεία α, α2, α3, ...,α2t  του σώματος GF(2m), με α πρωταρχικό17. Αν με 

ϕix

 συμβολίσουμε το ελάχιστο πολυώνυμο του στοιχείου αi, τότε το εν λόγω γενετήριο πολυώνυμο είναι:

			



gx=ΕΚΠϕ1x,ϕ2x,...,ϕ2tx





			Επειδή κάθε άρτια δύναμη του α είναι στοιχείο συζυγές κάποιας προηγούμενης περιττής δύναμης του ίδιου στοιχείου18 (δηλ. έχουν το ίδιο ελάχιστο πολυώνυμο), τελικά η παραπάνω σχέση διατηρεί μόνο τα περιττής τάξης ελάχιστα πολυώνυμα και γίνεται:

			

gx=ΕΚΠϕ1x,ϕ3x,...,ϕ2t-1x

.

			Για t=1, είναι 

gx=ϕ1x

 (το ελάχιστο πολυώνυμο του πρωταρχικού στοιχείου α), οπότε παίρνουμε τον κώδικα Hamming (2m-1, 2m-1-m) με δυνατότητα διόρθωσης ενός λάθους.

			Παράδειγμα:

			Να βρεθεί δυαδικός κώδικας BCH με μήκος κωδικολέξης n=63 και δυνατότητα διόρθωσης 2 λαθών.

			Απάντηση:

			Είναι n=2m-1=63, ή m=6 και t=2, οπότε ο αριθμός των bits ισοτιμίας n-k [ίσος και με το βαθμό του γενετηρίου πολυωνύμου 

gx

] θα ικανοποιεί τη σχέση  n-k ≤ mt=12. Στο Πλαίσιο 9.17 δίνονται οι ομάδες συζυγών στοιχείων του σώματος GF(26) με τα αντίστοιχα ελάχιστα πολυώνυμα. Τα πολυώνυμα που γραμμοσκιάζονται είναι τα πρωταρχικά, όπως μπορεί να επαληθευτεί. Επιλέγουμε το α του πρώτου στον πίνακα πρωταρχικού πολυωνύμου (θα μπορούσαμε να πάρουμε την πρώτη [ή και άλλη] ρίζα οποιουδήποτε από τα πρωταρχικά πολυώνυμα), οπότε:

			[image: ]

			



gx=ΕΚΠϕ1x ,ϕ3x=ϕ1x .ϕ3x=1+x+x6 1+x+x2+x4+x6        =1+x3+x4+x5+x8+x1 0+x1 2





			Προκύπτει λοιπόν γενετήριο πολυώνυμο βαθμού 12, οπότε n-k=12 (=αριθμός bits ισοτιμίας) και k=51 (=μήκος λέξης δεδομένων) è κώδικας (63,51).

			Στον παρακάτω πίνακα (τμήμα ενός μεγαλύτερου, τον οποίο μπορεί να βρει κανείς στη βιβλιογραφία, βλ. π.χ. [SKLA2011]) δίνονται τα γενετήρια πολυώνυμα συχνά χρησιμοποιούμενων δυαδικών κωδίκων BCH για διάφορες τιμές των n, k, t. Τα g(x) δίνονται σε οκταδική μορφή, έτσι ώστε, αν τα οκταδικά ψηφία μετατραπούν σε δυαδικά, το δεξιότερο bit να αντιστοιχεί στον σταθερό όρο του g(x). [Να επιβεβαιωθεί το αποτέλεσμα του κώδικα (63,51) που βρέθηκε παραπάνω.]

			[image: ]

			9.4	Κωδικοποίηση Reed-Solomon (R-S)

			Η κωδικοποίηση Reed-Solomon (R-S) είναι μη δυαδική κυκλική κωδικοποίηση. Το γενετήριο πολυώνυμο έχει συντελεστές όχι πλέον 0 και 1, αλλά στοιχεία του σώματος GF(2m). Έτσι, τα μηνύματα και οι κωδικολέξεις είναι επίσης εκφρασμένα ως διανύσματα στο GF(2m). Η μετατροπή τους από και σε δυαδική μορφή γίνεται με βάση την πολυωνυμική παράσταση των στοιχείων του GF(2m) στο GF(2). Κατά τα άλλα, έχουν την ίδια αλγεβρική δομή όπως οι κώδικες BCH, όντας στην πραγματικότητα μια υποκατηγορία τους.

			Παράμετροι κωδίκων Reed-Solomon

			[image: ]

			Πρόκειται, λοιπόν, για κυκλικούς κώδικες (2m-1, 2m-1-2t), με δυνατότητα διόρθωσης t λαθών.

			Παράδειγμα 9.4.1: Με γενετήριο πολυώνυμο 

gx=a3+a x+x2+a3x3+x4

, όπου α πρωταρχικό στοιχείο του GF(23) με πρωταρχικό πολυώνυμο το 

x3+x+1

, να κωδικοποιηθεί κατά Reed-Solomon (7,3) το μήνυμα m=(1 1 0 1 0 1 0 1 1).

			Απάντηση: Οι παράμετροι του κώδικα είναι n=7=2m-1, k=3=n-2t, δηλαδή m=3, t=2. Εκφράζεται, καταρχήν, το μήνυμα με στοιχεία του σώματος GF(23), σύμφωνα με τον πίνακα του Πλαισίου 9.18: 

m=110⏟a4    101⏟a6    011⏟a3=a4  a6  a3

. Το αντίστοιχο πολυώνυμο, m(x), πολλαπλασιάζεται με το γενετήριο πολυώνυμο g(x). Μετά τις πράξεις, μετατρέπονται οι συντελεστές [στοιχεία του GF(23)] και πάλι σε δυαδική μορφή. Εναλλακτικά, για κωδικοποίηση σε συστηματική μορφή, υπολογίζεται το 

bx=xn-kmxmodgx

, οπότε το κωδικό πολυώνυμο είναι το 

ux=bx+xn-kmx.

 Τέλος, μετατρέπονται και πάλι οι συντελεστές του u(x) σε δυαδική μορφή (για να ακολουθήσει σειριοποίηση και εκπομπή). Στη συνέχεια του παραδείγματος ακολουθείται κωδικοποίηση σε συστηματική μορφή:

			



x4mx=a4x4+a6x5+a3x6=a6+a3x2 a3+a x+x2+a3x3+x4+a2+x+a x3





			Επομένως, 

bx=a2+x+a x3

 και 

ux=a2+x+a x3+a4x4+a6x5+a3x6

 ή

			



u=a2  1  0  a1  a4  a6  a3=100⏟a2    001⏟1    000⏟0    010⏟a    110⏟a4    101⏟a6    011⏟a3





			[image: ]

			9.4.1	Προσδιορισμός γενετηρίου πολυωνύμου και κωδικοποίηση R-S σε συστηματική μορφή

			Το γενετήριο πολυώνυμο του προηγούμενου παραδείγματος γράφεται 

gx=x+ax+a2x+a3x+a4

, έχει δηλαδή ρίζες τις τέσσερις πρώτες δυνάμεις του πρωταρχικού στοιχείου α στο σώμα GF(23). Γενικά, για έναν κώδικα R-S (2m-1, 2m-1-2t), το γενετήριο πολυώνυμο (βαθμού 2t) έχει ως ρίζες τις πρώτες 2t δυνάμεις ενός πρωταρχικού στοιχείου του σώματος GF(2m). Αυτή είναι η βάση της αλγεβρικής δομής των κωδίκων R-S. Δεν πρέπει να ξεχνάμε ότι το γενετήριο πολυώνυμο κάθε κυκλικού κώδικα (n,k) διαιρεί το διώνυμο 

xn+1

 (εδώ ίσο με 

x2m-1+1

). Όπως και για τους δυαδικούς κώδικες BCH, επιλέγοντας το γενετήριο πολυώνυμο με ρίζες διακριτές δυνάμεις ενός πρωταρχικού στοιχείου του σώματος GF(2m), εξασφαλίζουμε την παραπάνω ιδιότητα:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



gx=x+a x+a2...x+a2t=g0+g1x+g2x2+...+g2tx2t,    gi∈G F2m





						
							
							(9.17)

						
					

				
			

			Η κωδικοποίηση R-S σε συστηματική μορφή γίνεται, όπως προαναφέρθηκε, με τον ίδιο τρόπο όπως και των λοιπών κυκλικών κωδίκων, με τη διαφορά ότι όλες οι πράξεις γίνονται εδώ στο σώμα GF(2m). Τα bits του μηνύματος ομαδοποιούνται σε m-άδες, και κάθε m-άδα θεωρείται η δυαδική μορφή ενός στοιχείου του σώματος GF(2m). Αν m(x) είναι το αντίστοιχο πολυώνυμο μηνύματος με συντελεστές τα παραπάνω υπολογισθέντα στοιχεία, τότε το κωδικό πολυώνυμο [με συντελεστές πάντα στο GF(2m)] υπολογίζεται ως:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



ux=bx+xn-kmx,   bx=xn-kmxmodgx





						
							
							(9.18)

						
					

				
			

			Η παραπάνω κωδικοποίηση υλοποιείται με κύκλωμα παρόμοιο του Πλαισίου 9.15, με τη διαφορά ότι κάθε θέση του καταχωρητή ολίσθησης φιλοξενεί ένα στοιχείο του GF(2m), αντί για ένα bit, οι δε συντελεστές του κυκλώματος ανάδρασης, καθώς και οι αντίστοιχες πράξεις, είναι επίσης στο ίδιο σώμα. Στο Πλαίσιο 9.19 δίνεται κύκλωμα υλοποίησης του συστηματικού κώδικα R-S (n,n-2t).

			[image: ]

			Πρέπει να παρατηρήσουμε ότι, όπως συμβαίνει με όλους τους κυκλικούς κώδικες (ανεξάρτητα από το αν είναι ή όχι σε συστηματική μορφή), τα κωδικά πολυώνυμα είναι πολλαπλάσια του γενετηρίου πολυωνύμου g(x). Πράγματι, από τη σχέση (9.18) είναι:

			

ux=bx+xn-kmx=bx+[qxgx+bx]=qxgx

.

			Έτσι, όλες οι ρίζες του g(x) είναι και ρίζες κάθε κωδικού πολυωνύμου u(x) και επομένως:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



uai=0,    i=1,2,...,2t





						
							
							(9.19)

						
					

				
			

			Π.χ. για το κωδικό πολυώνυμο του παραδείγματος της προηγούμενης παραγράφου είναι:

			



ua4=a2+x+a x3+a4x4+a6x5+a3x6 x=a4=a2+a4+a a1 2+a4a1 6+a6a2 0+a3a2 4          =a2+a4+a6+a6+a5+a6=a2+a2+a⏟a4+a2+a+1⏟a5+a2+1⏟a6=0.





			Αποδεικνύεται επίσης ότι η ελάχιστη απόσταση ενός κώδικα R-S είναι ακριβώς 2t+1, από όπου προκύπτει η δυνατότητα διόρθωσης t λαθών.

			9.4.2	Αποκωδικοποίηση Reed-Solomon

			Η αποκωδικοποίηση R-S (όπως και οποιουδήποτε μη δυαδικού κώδικα BCH) ακολουθεί τα ίδια βήματα με την αποκωδικοποίηση των δυαδικών κωδίκων BCH. 

			Έστω 

ux=u0+u1x+...+un-1xn-1

 η κωδικολέξη που αποστέλλει ο πομπός και

			

rx=r0+r1x+...+rn-1xn-1=ux+ex

 αυτή που φθάνει στον δέκτη, δηλαδή αλλοιωμένη κατά το σφάλμα 

ex=e0+e1x+...+en-1xn-1

, με 

ei=ri-ui

 στοιχεία και αυτά του σώματος GF(2m). Το πολυώνυμο σφάλματος 

ex

 έχει μη μηδενικούς όρους στις θέσεις που έχουν συμβεί σφάλματα, υποθέτουμε δε ότι ο αριθμός αυτών των σφαλμάτων δεν υπερβαίνει τον t [=(n-k)/2, για την περίπτωση R-S]. 

			Όπως και για τους λοιπούς τμηματικούς κώδικες που είδαμε μέχρι τώρα, κριτήριο για την εμφάνιση σφαλμάτων είναι μη μηδενικά σύνδρομα, τα οποία εδώ υπολογίζονται ως:

			[image: ]

			Όταν δεν υπάρχουν σφάλματα, επειδή οι 2t πρώτες δυνάμεις του πρωταρχικού στοιχείου 

a∈G F2m

 είναι ρίζες του γενετηρίου πολυωνύμου του κώδικα, τα ως άνω σύνδρομα θα είναι μηδενικά.

			Το πρόβλημα συνίσταται στον υπολογισμό των θέσεων και των τιμών των σφαλμάτων από τις 2t παραπάνω εξισώσεις (για δυαδικούς BCH κώδικες, αρκεί προφανώς μόνο ο υπολογισμός των θέσεων των σφαλμάτων).

			Υποθέτουμε ότι υπάρχουν ν (≤2t) σφάλματα στις θέσεις 

j1,j2,...jν

 του πολυωνύμου 

ex

, και συμβολίζουμε με 

βl=ajl

 τους λεγόμενους αριθμούς εντοπισμού σφαλμάτων. Οι εξισώσεις των συνδρόμων γίνονται:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



S1=ra=ej1β1+ej2β2+...+ejνβνS2=ra2=ej1β12+ej2β22+...+ejνβν2                    ⋮S2t=ra2t=ej1β12t+ej2β22t+...+ejνβν2t





						
							
							(9.20)

						
					

				
			

			και απαρτίζουν ένα μη γραμμικό σύστημα 2t εξισώσεων με 2t αγνώστους (t θέσεις και t τιμές σφάλματος). Κάθε αλγόριθμος επίλυσης αυτού του συστήματος ως προς τους αριθμούς εντοπισμού σφαλμάτων βl, και των αντίστοιχων τιμών σφαλμάτων, 

ejl

, είναι αλγόριθμος αποκωδικοποίησης R-S.

			Ορίζουμε επίσης τα εξής δύο πολυώνυμα:

			Πολυώνυμο εντοπισμού σφαλμάτων:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



σx=1+β1x 1+β2x...1+βνx=1+σ1x+σ2x2+...+σνxν





						
							
							(9.21)

						
					

				
			

			Πολυώνυμο υπολογισμού σφαλμάτων: 

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



ωx=∑p=1νejp∏k=1,k≠pν1+βkx





						
							
							(9.22)

						
					

				
			

			τα οποία ικανοποιούν τη λεγόμενη εξίσωση-κλειδί (key equation)

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



ωxσx=S1+S2x+S3x2+...+S2tx2t





						
							
							(9.23)

						
					

				
			

			Κάθε αλγόριθμος επίλυσης της εξίσωσης αυτής ως προς 

σx

 και 

ωx

 είναι αλγόριθμος αποκωδικοποίησης R-S, αφού: τα αντίστροφα των ριζών του πολυωνύμου 

σx

 δίνουν τους αριθμούς εντοπισμού σφαλμάτων (

βl

), ενώ για τις ίδιες τις τιμές των σφαλμάτων μπορεί να αποδειχτεί ότι:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							

ejl=ωβl-1σ'βl-1

, όπου 

σ'x=∑j=1νβj∏k=1,k≠jν1+βkx



						
							
							(9.24)

						
					

				
			

			9.4.3	Αποκωδικοποίηση R-S με τον αλγόριθμο υπολογισμού ΜΚΔ του Ευκλείδη ([SUGI1975], [SHAN2007])

			Τα πολυώνυμα 

σx

 και 

ωx

 προκύπτουν στα ενδιάμεσα στάδια υπολογισμού του ΜΚΔ με τον αλγόριθμο του Ευκλείδη, ο οποίος δείχνεται στο παρακάτω ένθετο.

			Συγκεκριμένα:

			Για 

αx=x2t

 και 

βx=S1+S2x+S3x2+...+S2tx2t-1

, θα πάρουμε:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



σx=λtjx ,        ωx=λ υjx





						
							
							(9.25)

						
					

				
			

			όπου j η πρώτη τιμή του δείκτη i στον επαναληπτικό αλγόριθμο του Ευκλείδη για την οποία ο βαθμός του 

υjx

 πέφτει κάτω από το t, το δε λ είναι τέτοιο ώστε ο σταθερός όρος του 

σx

 να γίνει 1, δηλαδή σ0=1.

			[image: ]

			9.4.4	Αποκωδικοποίηση R-S με μεθόδους αυτοπαλινδρόμησης([SKLAR2011], 8.1.6)

			Το σύστημα εξισώσεων (9.20) μπορεί να επιλυθεί κατ’ αρχήν ως προς τους αριθμούς εντοπισμού σφαλμάτων, 

βl

, με τεχνικές μοντέλων αυτοπαλινδρόμησης (autoregression), όπου τα πρώτα t σύνδρομα χρησιμοποιούνται για την πρόβλεψη του επόμενου συνδρόμου. Με βάση τις τεχνικές αυτές, οι συντελεστές του πολυωνύμου εντοπισμού σφαλμάτων, 

σx

,  μπορούν να προσδιοριστούν με την επίλυση του συστήματος:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							[image: ]

						
							
							(9.26)

						
					

				
			

			και τα 

βl

 ως τα αντίστροφα των ριζών του 

σx

 στο σώμα  GF(2m), σύμφωνα με την τυποποίηση της προηγούμενης παραγράφου. Στη συνέχεια, οι τιμές των σφαλμάτων, 

ejl

, μπορούν να υπολογιστούν με την επίλυση οποιουδήποτε υποσυστήματος t εξισώσεων από τις (9.20), όπως στο παράδειγμα 9.4.2 που ακολουθεί.

			9.4.5	Επεξεργασμένα παραδείγματα αποκωδικοποίησης και διόρθωσης R-S

			Παράδειγμα 9.4.2

			Έστω ότι με τον κώδικα R-S(7,3) του παραδείγματος 9.4.1 (αρχή της παραγράφου  9.4) στέλνουμε την κωδικολέξη

			

u=a2  1  0  a1  a4  a6  a3=100⏟a2    001⏟1    000⏟0    010⏟a    110⏟a4    101⏟a6    011⏟a3

 

			και ότι αυτή αλλοιώνεται κατά τη μετάδοση κατά το λάθος

			 

e=000⏟0    100⏟a2    000⏟0    000⏟0    101⏟a6    000⏟0    000⏟0

, 

			λαμβάνουμε δηλαδή τη λέξη

			

r=100⏟a2    101⏟a6    000⏟0    010⏟a    011⏟a3    101⏟a6    011⏟a3

.

			Σε πολυωνυμική μορφή είναι: 

ux=a2+x+a x3+a4x4+a6x5+a3x6

, 

ex=a2x+a6x4

 , 

rx=a2+a6x+a x3+a3x4+a6x5+a3x6

. Τα 2t(=4) σύνδρομα υπολογίζονται ως:

			



S1=ra=a2+a7+a4+a7+a11+a9=0=eaS2=ra2=a2+a+1+a4+a2+a=a5=ea2S3=ra3=a2+a2+a3+a+1+1=1=ea3S4=ra4=a2+a3+a6+a5+a5+a6=a5=ea4





			Αποκωδικοποίηση/διόρθωση με τον αλγόριθμο υπολογισμού ΜΚΔ του Ευκλείδη

			Η εφαρμογή του αλγορίθμου ΜΚΔ του Ευκλείδη για το συγκεκριμένο παράδειγμα δείχνεται στον πίνακα του ακόλουθου Πλαισίου 9.21.

			[image: ]

			Μετά την αρχικοποίηση (δύο πρώτες σειρές του πίνακα), σε κάθε βήμα i (=1,2,...) κάνουμε τη διαίρεση των πολυωνύμων 

υi-2x/υi-1x

 παίρνοντας το πηλίκο 

ϕix

, και το υπόλοιπο 

υix

. Στη συνέχεια υπολογίζουμε (επί της ίδιας σειράς) τα 

six

 και 

tix

.

			Παρατηρούμε ότι βαθμός (

υ2x

)=1<t=2.

			Επομένως 

σx=λ t2x=λ a4+a6x+a2x2

, και 

ωx=λ  υ2x=λa2x

 με κατάλληλο λ, τέτοιο ώστε σ0=1. Προφανώς εδώ λ=α3 (στο GF(23), a7=1), το οποίο δίνει:

			

σx=1+a2x+a5x2,…

	

ωx=a5x

	--------------------------------------

			Για να βρούμε τις 2 ρίζες του πολυωνύμου σ(x), δοκιμάζουμε διαδοχικά τις τιμές 

x=1,  a,  a2,...,a6

:

			



σ1=1+a2+a5=a≠0σa=1+a3+a7=a3≠0σa2=1+a4+a9=a3≠0σa3=1+a5+a1 1=0σa4=1+a6+a1 3=1≠0σa5=1+a7+a1 5=a≠0σa6=1+a8+a1 7=0





			Είναι λοιπόν 

σa3=σa6=0

. Τα αντίστροφα των ριζών υποδεικνύουν τις θέσεις των σφαλμάτων: 

β1=a3-1=a4,    β2=a6-1=a

. Έχουμε λοιπόν σφάλματα στους συντελεστές του x4 και του x του κωδικού πολυωνύμου (όπως πράγματι τα κατασκευάσαμε).

			Για τον υπολογισμό των σφαλμάτων, υπολογίζουμε καταρχήν την 1η παράγωγο του 

σx

 ως 

σ'x=β11+β2x+β21+β1x=a41+a x+a1+a4x=a4+a=a2

.

			Οπότε:

			



e4=ωβ1-1/σ'β1-1=a5a3/a2=a6





			



e1=ωβ2-1/σ'β2-1=a5a6/a2=a2





			τα οποία είναι πράγματι τα σφάλματα που είχαμε εισαγάγει στο εκπεμφθέν διάνυσμα στις θέσεις των μονωνύμων x4 και x αντίστοιχα.

			Εντοπισμός και υπολογισμός των σφαλμάτων με τη μέθοδο αυτοπαλινδρόμησης

			Οι συντελεστές του πολυωνύμου σ(x) εντοπισμού των σφαλμάτων ικανοποιούν το σύστημα εξισώσεων (9.26), το οποίο εδώ (με t=2) γράφεται ως:

			

S1S2S2S3σ2σ1=S3S4

 ή 

0a5a51σ2σ1=1a5

, 

			Με την επίλυση του συστήματος αυτού ως προς 

σ1,    σ2

 παίρνουμε:

			

σ1=(a5)-1=a2,    σ2=(a5)-1[σ1+a5]=a5

, ή 

σx=1+a2x+a5x2

 (σε συμφωνία με ό,τι βρήκαμε προηγουμένως με τον αλγόριθμο ΜΚΔ του Ευκλείδη).

			Οι θέσεις των σφαλμάτων προσδιορίστηκαν προηγουμένως από τις ρίζες του 

σx

: αντιστοιχούν στα μονώνυμα x4 και x1.

			Τα σφάλματα αυτά θα βρεθούν από τη λύση οποιουδήποτε υποσυστήματος t εξισώσεων από τις (9.20), εδώ δύο εξισώσεων, π.χ. των δύο πρώτων:

			

β1β2β12β22e4e1=S1S2

 ή 

a4aaa2e4e1=0a5

, οπότε:

			

e4e1=a4aaa2-10a5=a2aaa4a6+a20a5=a6a2=101100

.

			Παράδειγμα 9.4.3

			α) Να επαληθευτεί ότι το πολυώνυμο p(x)=1+x+x4 είναι πρωταρχικό για το σώμα GF(24). Να βρεθούν τα στοιχεία του σώματος αυτού και να συμπληρωθεί ο σχετικός πίνακας με τα στοιχεία στις τέσσερις παραστάσεις: δύναμης, πολυωνυμική, δυαδική, δεκαδική.

			β) Να βρεθεί κώδικας R-S στο σώμα αυτό, ο οποίος να διορθώνει έως 3 εσφαλμένα στοιχεία. Στη συνέχεια, υποθέστε ότι εκπέμπεται κωδικοποιημένο τμήμα των 60 bits με όλα τα ψηφία μηδενικά. Στον δέκτη λαμβάνεται αλλοιωμένο το τμήμα στις θέσεις (μετρούμενες από το πρώτο ή λιγότερο σημαντικό ψηφίο, που αντιστοιχεί στη θέση 0): 12, 13, 15, 27, 48, 49. Να αποκωδικοποιηθεί/διορθωθεί το συγκεκριμένο μήνυμα:

			
					Χειρωνακτικά, με εφαρμογή αποκωδικοποιητή R-S βασισμένου στον αλγόριθμο υπολογισμού ΜΚΔ του Ευκλείδη.

					Με τη βοήθεια του MATLAB και την τεχνική της αυτοπαλινδρόμησης.  

			

			Απάντηση

			α)	Η ρίζα a του πολυωνύμου p(x)=1+x+x4  δίνει με τις δυνάμεις της ΟΛΑ τα στοιχεία του σώματος GF(24), όπως προκύπτει από τον παρακάτω πίνακα. Αν το p(x) διαιρούσε κάποιο xn+1, με n<15, τότε για τη συγκεκριμένη τιμή του n θα ήταν αn=1, πράγμα που δεν συμβαίνει. Συνεπώς το p(x) είναι πρωταρχικό.

			[image: ]

			β)

			
					Από τις θέσεις των λαθών στο λαμβανόμενο μήνυμα, r, και αφού συγκροτήσουμε σε αυτό τετράδες bit και τις μετατρέψουμε σε στοιχεία του GF(24) με βάση την αντιστοιχία 1ης και 3ης στήλης του πίνακα 9.22, παίρνουμε:  

			

			



rx=a7x3+a3x6+a4x12





			Στη συνέχεια, με βάση την προσέγγιση των παραγράφων 9.4.2 και 9.4.3, ακολουθούμε τα παρακάτω βήματα:

			Βήμα 1ο – Υπολογισμός των συνδρόμων

			Τα (2t=)6 σύνδρομα είναι οι τιμές του πολυωνύμου 

rx

 για τις πρώτες 6 δυνάμεις του στοιχείου a, δηλαδή

			



S1=ra=a10+a9+a16=a12=eaS2=ra2=a13+a15+a28=1=ea2S3=ra3=a16+a21+a40=a14=ea3S4=ra4=a19+a27+a52=a10=ea4S5=ra5=a22+a33+a64=0=ea5S6=ra6=a19+a39+a76=a12=ea6





			Το αντίστοιχο πολυώνυμο συνδρόμων είναι λοιπόν το

			



Sx=S1+S2x+S3x2+S4x3+S5x4+S6x5=a12+x+a14x2+a10x3+a12x5





			Βήμα 2ο – Υπολογισμός των πολυωνύμων εντοπισμού και υπολογισμού των λαθών, 

σx

 και 

ωx



			Η εφαρμογή του αλγόριθμου του Ευκλείδη για την εύρεση του ΜΚΔ των πολυωνύμων 

x2t=x6

 και  

Sx

, σύμφωνα με την παράγραφο 9.4.3, δίνει τα διαδοχικά αποτελέσματα του πίνακα στο Πλαίσιο 9.23.

			[image: ]

			Στο 3ο βήμα εφαρμογής του αλγορίθμου ο βαθμός του υπολοίπου, 

υix

, γίνεται για πρώτη φορά μικρότερος του t, οπότε παίρνουμε τα πολυώνυμα 

σx

 και 

ωx

 ως

			



σx=1+a7x+a4x2+a6x,        ωx=a12+ax





			Οι τρεις ρίζες του 

σx

 είναι οι 

β1-1=a12,    β2-1=a9,    β3-1=a3

, οπότε 

			

β1=a3,    β2=a6,    β3=a12

 και οι θέσεις των λανθασμένων τετράδων στο μήνυμα είναι οι 

l1=3

, 

l2=6

 και 

l3=12

 (όπως και είχαν κατασκευαστεί).

			Ο υπολογισμός των λαθών γίνεται με χρήση των τύπων (9.24):

			



e3=ωβ1-1/σ'β1-1=aβ1-1+a12β11+β2β1-11+β3β1-1=aa12+a12a31+a6a121+a12a12=a7





			



e6=ωβ2-1/σ'β2-1=aβ2-1+a12β21+β1β2-11+β3β2-1=aa9+a12a61+a3a91+a12a9=a3





			



e12=ωβ3-1/σ'β3-1=aβ3-1+a12β31+β1β3-11+β2β3-1=aa3+a12a121+a3a31+a6a3=a4





			και είναι πράγματι αυτά που προγραμματίστηκαν.

			
					Στο Πλαίσιο 9.24 που ακολουθεί δίνεται κώδικας MATLAB ο οποίος (α) κατασκευάζει το ζητούμενο μήνυμα με τα προδιαγραφέντα λάθη, (β) μετατρέπει το μήνυμα στο σώμα GF(24) ομαδοποιώντας τα bit σε τετράδες και αντιστοιχίζοντας τις τετράδες αυτές σε στοιχεία του σώματος (εντολές 34-35), (γ) υπολογίζει τα σύνδρομα (εντολές 39-45), (δ) καταστρώνει και επιλύει το σύστημα αυτοπαλινδρόμησης για τον υπολογισμό του πολυωνύμου εντοπισμού λαθών (εντολές 46-55), (ε) υπολογίζει τις ρίζες αυτού του πολυωνύμου και, από αυτές, τις θέσεις των λαθών (εντολές 57-68) και, τέλος, (στ) υπολογίζει και τα λάθη.[image: ]
[image: ]
9.5	Ασκήσεις προς εκτέλεση
Άσκηση 9.1
Να κατασκευαστεί δυαδικός, συστηματικός κώδικας BCH (n,k), με n=15 και δυνατότητα διόρθωσης δύο λαθών: Να βρεθεί, δηλαδή, το γενετήριο (ελάχιστο) πολυώνυμο, 

gx

, και να βρεθούν (ενδεικτικά) ζεύγη μηνυμάτων-κωδικολέξεων, 

mx⇔ux

, με τη βοήθεια προγράμματος MATLAB. 
Άσκηση 9.2
Να κατασκευαστεί κώδικας R-S (n,k), με n=15 και δυνατότητα διόρθωσης δύο λαθών. Να γίνει αποκωδικοποίηση μηνύματος μιας λέξης (μήκους 15 στοιχείων) με δύο λάθη της επιλογής σας (i) χειρωνακτικά, με εφαρμογή αποκωδικοποιητή R-S βασισμένου στον αλγόριθμο υπολογισμού ΜΚΔ του Ευκλείδη, (ii) με τη βοήθεια του MATLAB και την τεχνική της αυτοπαλινδρόμησης.
9.6	Παράρτημα: Πεπερασμένα Σώματα (Finite Fields) ή Σώματα Galoise
9.6.1	Σώματα (Fields)
Σώμα {F,+,.} ονομάζεται σύνολο στοιχείων με δύο πράξεις, της πρόσθεσης (+) και του πολλαπλασιασμού (.), και τις εξής ιδιότητες ως προς αυτές (με ▫ ας συμβολίσουμε και τις δύο πράξεις):
	Το σύνολο F είναι κλειστό, δηλαδή: αν α,β ϵ F, τότε α▫β ϵ F .
	Ισχύει η προσεταιριστικότητα: (α▫β) ▫γ= α▫(β▫γ).
	Ισχύει η αντιμεταθετικότητα:  α▫β=β▫α .
	Ισχύει η επιμεριστικότητα του πολλαπλασιασμού ως προς την πρόσθεση: (α+β).γ= α.γ + β.γ .
	Υπάρχει το ουδέτερο στοιχείο για καθεμία από τις δύο πράξεις: 
	α▫e= α  [e(+)=0, e(.)=1].
	Υπάρχει το αντίθετο (αντίστροφο) στοιχείο για καθεμία από τις δύο πράξεις: α +(-α)= 0, α.α-1 =1.



			

			Παραδείγματα σωμάτων: 

			
					το σύνολο των μιγαδικών αριθμών,

					το σύνολο των πραγματικών αριθμών,

					το σύνολο των ρητών αριθμών,

					το σύνολο των ακεραίων ΔΕΝ είναι σώμα (για n ακέραιο, το 1/n δεν είναι ακέραιος),


				
				9.6.2	Πεπερασμένα σώματα (Finite Fields)

			Για εφαρμογές στην κωδικοποίηση πληροφορίας και στην κρυπτογραφία χρησιμότητα έχουν σώματα με πεπερασμένο αριθμό στοιχείων.

			Σώματα GF(p) (το σώμα των ακεραίων με πράξεις modulo-p,  p πρώτος αριθμός).

			Για κάθε πρώτο αριθμό p υπάρχει ένα πεπερασμένο σώμα που συμβολίζεται ως GF(p) (ή Ζp), το οπoίο περιέχει p στοιχεία, δηλ τους ακέραιους 0,1, 2... p-1. Οι πράξεις (+) και (.) είναι οι γνωστές πράξεις της πρόσθεσης και του πολλαπλασιασμού ακεραίων modulo-p. Ο πίνακας 1(α) δείχνει τον πολλαπλασιασμό στο σώμα Z7 . Παρατηρούμε ότι για κάθε στοιχείο α ϵ Z7 υπάρχει ένα μόνο α-1 τέτοιο ώστε α.α-1=1. Δεν ισχύει το ίδιο για το σύνολο Ζ8, όπως δείχνει ο αντίστοιχος πίνακας 1(β) (δεν υπάρχουν, π.χ., οι αντίστροφοι των άρτιων αριθμών 2, 4, 6), έτσι το Ζ8 δεν είναι σώμα.

			[image: ]

			Σώματα GF(pm), p πρώτος αριθμός, m=2,3,...

			Τα σώματα GF(p) μπορούν να επεκταθούν στα GF(pm), όπου m ακέραιος μεγαλύτερος του 1, (στα οποία και περιέχονται ως υποσύνολα). Περιοριζόμαστε στη συνέχεια στα περισσότερο χρήσιμα GF(2m). 

			Σώματα GF(2m), m=2,3,...

			Τα σώματα αυτά είναι επεκτάσεις του δυαδικού σώματος GF(2)={0,1}, έτσι θα πρέπει να περιλαμβάνουν κατ’ αρχήν τα στοιχεία 0 και 1. Για οποιοδήποτε άλλο στοιχείο α ϵ GF(2m), μη μηδενικό και μη μοναδιαίο, ισχύει ότι α2≡ α.α ϵ GF(2m), α3 ≡ α2.α ϵ GF(2m), κ.ο.κ. Επιπλέον, επειδή πρόκειται για πεπερασμένα σώματα με 2m αριθμό στοιχείων, κάποια δύναμη του στοιχείου α (μικρότερη ή ίση του m-1) θα πρέπει να επανέρχεται κυκλικά σε στοιχείο που ήδη έχουμε πάρει.

			Πώς θα μπορούσε να οριστεί το α, έτσι ώστε οι διαδοχικές δυνάμεις του να δίνουν όλα τα πλην του μηδενικού (2m-1) διακριτά στοιχεία του σώματος; Θα θέλαμε δηλαδή:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



GF2m={0, 1, a, a2, ...  a2m-2}





						
							
							(Π.1)

						
					

				
			

			Πώς επιπλέον θα ορίζαμε την πρόσθεση 

ai+aj

 μεταξύ δύο οποιωνδήποτε στοιχείων του;

			Η απάντηση δίνεται με τη βοήθεια των πολυωνύμων

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



aiX=ai,m-1Xm-1+ai,m-2Xm-2+...+ai,2X2+ai,1X+ai,0,    i=0, 1, 2, ...2m-1





						
							
							(Π.2)

						
					

				
			

			ορισμένων στο GF(2), δηλ. με δυαδικούς συντελεστές. Η πρόσθεση και ο πολλαπλασιασμός ορίζονται κανονικά όπως μεταξύ πολυωνύμων, με modulo-2 πράξεις μεταξύ των συντελεστών και modulo-pm(X) για τον πολλαπλασιασμό, ώστε να εξασφαλιστεί το «κλειστό» της πράξης αυτής, με pm(X) “κατάλληλο” πολυώνυμο βαθμού m. Στην προκειμένη περίπτωση, κατάλληλο πολυώνυμο είναι ένα πρώτο (irreducible) και πρωταρχικό (primitive) πολυώνυμο βαθμού m. Πρώτο είναι κάθε πολυώνυμο που δεν αναλύεται σε γινόμενο άλλων (μικρότερου βαθμού). Πρωταρχικό ονομάζεται ένα πολυώνυμο pm(X), εάν το μικρότερο n, για το οποίο το pm(X) διαιρεί το Χn+1, είναι το n=2m-1 19.

			Εύκολα αποδεικνύεται η παρακάτω πρόταση:

			[image: ]

			Τα στοιχεία εκείνα του σώματος, όπως το α, των οποίων οι διαδοχικές δυνάμεις δίνουν κυκλικά όλο το σώμα, ονομάζονται πρωταρχικά (primitive elements).

			Παράδειγμα:

			Το σώμα GF(23).

			Τα 8 στοιχεία του σώματος GF(23) με βάση το πρώτο και πρωταρχικό πολυώνυμο 

p3x=X3+X+1

 δίνονται στον πίνακα (α) του Πλαισίου Π.3. Μια ρίζα α του p3(X) ικανοποιεί τη σχέση 

a3+a+1=0

    (ή 

a3=a+1

 =011(2)) και μπορεί να δώσει τα 7 μη μηδενικά στοιχεία του σώματος με ύψωση διαδοχικά στις δυνάμεις 0,1,2,...6. Ικανοποιεί φυσικά και τη σχέση 

a7=1

, που σημαίνει ότι για μεγαλύτερες δυνάμεις επαναλαμβάνονται κυκλικά τα στοιχεία του σώματος.

			Όπως προκύπτει από το παράδειγμα της υποσημείωσης (5), υπάρχει και άλλο ένα πρώτο και πρωταρχικό πολυώνυμο τρίτου βαθμού, το 

q3x=X3+X2+1

. Κάλλιστα λοιπόν το σώμα GF(23) μπορεί να παραχθεί από το q3(X) ή από το πρωταρχικό στοιχείο που ικανοποιεί τη σχέση 

a3=a2+1

 =101(2), όπως φαίνεται στον πίνακα (β) του Πλαισίου Π.3.

			[image: ]

			Στους παραπάνω πίνακες βλέπουμε τις ισοδύναμες παραστάσεις των στοιχείων του σώματος GF(23): την παράσταση δύναμης (κατάλληλη για τον πολλαπλασιασμό), την πολυωνυμική παράσταση (κατάλληλη για την πρόσθεση), καθώς και τις δύο σύντομες κωδικοποιήσεις της τελευταίας, τη δυαδική και τη δεκαδική.

			9.6.3	Ρίζες των πρώτων πολυωνύμων – Ελάχιστα πολυώνυμα

			Αφού τα πρώτα πολυώνυμα με συντελεστές στο GF(2) δεν έχουν τις ρίζες τους στο σώμα των συντελεστών τους (0 ή 1), πού βρίσκονται αυτές; Συμβαίνει κάτι αντίστοιχο με τα πολυώνυμα πραγματικών συντελεστών που μπορεί να έχουν ρίζες μιγαδικές. Εδώ οι εκτός του GF(2) ρίζες, δηλ. οι διάφορες των 0 ή 1, βρίσκονται στο σώμα GF(2m).

			Ισχύει το εξής βασικό θεώρημα:

			[image: ]

			Προεκτείνοντας τα παραπάνω, αφού ένα πρώτο πολυώνυμο 

pmX

 διαιρεί το διώνυμο 

X2m-1+1

, όλες οι ρίζες του είναι και ρίζες του εν λόγω διωνύμου. Εξάλλου, όλα τα μη μηδενικά στοιχεία του σώματος GF(2m) είναι ρίζες του 

X2m-1+1

, αφού κάθε στοιχείο β ϵ GF(2m) ικανοποιεί τη σχέση 

β2m-1=1

 20. Άρα, το σύνολο των ριζών του διωνύμου 

X2m-1+1

 είναι τα μη μηδενικά στοιχεία του GF(2m), 

1,  a,  a2,  ...,  a2m-2

. Το σύνολο αυτό διαμερίζεται σε υποσύνολα στοιχείων που αντιστοιχούν (ως ρίζες) στα πρώτα πολυώνυμα-παράγοντες του διωνύμου. Τα πρώτα πολυώνυμα-παράγοντες του διωνύμου 

X2m-1+1

 λέγονται και ελάχιστα πολυώνυμα (minimal polynomials) των αντίστοιχων στοιχείων του GF(2m) (δηλ. τα πολυώνυμα ελάχιστου βαθμού με τα στοιχεία αυτά ως ρίζες). Π.χ., για το GF(23) του πίνακα 2(α), το 

p3x=X3+X+1

 είναι το ελάχιστο πολυώνυμο των στοιχείων 

a,  a2,    a4

, ενώ το 

q3x=X3+X2+1

 το ελάχιστο πολυώνυμο των στοιχείων 

a3,  a6,    a5=a12

. Τα στοιχεία με το ίδιο ελάχιστο πολυώνυμο λέγονται συζυγή (conjugate). Αντίστροφα ισχύει ότι: 

			Το ελάχιστο πολυώνυμο 

φX

 ενός στοιχείου β του σώματος είναι πρώτο. Επίσης: 

φX=∏i=0e-1X+β2i

, όπου e ο μικρότερος ακέραιος για τον οποίο ισχύει 

β2e=β

. Για τα πολυώνυμα 

p3X

 και 

q3X

 του παραπάνω παραδείγματος είναι e=3.

			Παράδειγμα:

			Τα ελάχιστα πολυώνυμα των στοιχείων του GF(24) που παράγεται από το 

p4X=X4+X+1

, μαζί με τις αντίστοιχες ομάδες συζυγών ριζών, δίνονται στον πίνακα του Πλαισίου Π.4.

			[image: ]

			Από τα ελάχιστα (άρα και πρώτα) πολυώνυμα της β’ στήλης του πίνακα 3, μόνο τα 

X4+X+1

 και 

X4+X3+1

 είναι πρωταρχικά (μπορεί να επαληθευτεί). Από τα υπόλοιπα, το μεν 

X2+X+1

 διαιρεί το 

X3+1

, το δε 

X4+X3+X2+X+1

 διαιρεί το 

X5+1

.

			Ένας εύκολος έλεγχος για το αν ένα πρώτο πολυώνυμο είναι και πρωταρχικό μπορεί να γίνει με ύψωση κάποιας ρίζας του σε διαδοχικές δυνάμεις στο αντίστοιχο πεπερασμένο σώμα. Αν παράγονται όλα τα στοιχεία του σώματος, το υπό εξέταση πολυώνυμο είναι πράγματι πρωταρχικό. Αν όχι, συνάγουμε το αντίθετο αποτέλεσμα (ας σημειωθεί ότι κάθε ρίζα ενός πρωταρχικού πολυωνύμου είναι πρωταρχικό στοιχείο του αντίστοιχου πεπερασμένου σώματος και μόνο αυτές).

			Παράδειγμα:

			Έλεγχος για το αν είναι πρωτoγενή τα ελάχιστα πολυώνυμα του πίνακα 3

			Επιλέγοντας, π.χ., τη ρίζα α4 από τον πίνακα του Πλαισίου Π.4 και υψώνοντας σε διαδοχικές δυνάμεις i=1,2,…15, παίρνουμε:

			

{a4i,    i=1,2,...,15}={a4,  a8,  a12,  a16=a,  a5,  a9,  a13,  a2,a6,  a10,  a14,a3,  a7,  a11,  a0=1}

 Συμπεραίνουμε λοιπόν ότι το αντίστοιχο ελάχιστο πολυώνυμο είναι πρωταρχικό.

			Αντίθετα, η ρίζα α9 δέν είναι πρωταρχικό στοιχείο του σώματος, αφού: 

			

{a9i,    i=1,2,...,15}={a9,  a3,  a12,  a6,  a0=1,  a9,  a3,  ...,  1}

, επομένως και το αντίστοιχο πολυώνυμο δεν είναι πρωταρχικό.

			

			
				
					15	 Ως BSC ορίζεται εκείνος ο δίαυλος για τον οποίο η πιθανότητα λάθους ενός bit δεν εξαρτάται από την τιμή του bit ούτε από προγενέστερα λάθη.

				

				
					16	 Βλέπε Παράρτημα για μια σύντομη εισαγωγή στα Πεπερασμένα Σώματα.

				

				
					17	 Επειδή όλα τα στοιχεία του GF(2m) είναι ρίζες του διωνύμου 

x2m-1+1

, ένα 

gx

 ορισμένο όπως παραπάνω [με απλές ρίζες στο GF(2m)] θα διαιρεί το εν λόγω διώνυμο και, επομένως, θα παράγει έναν κυκλικό κώδικα.

				

				
					18	 Κάθε άρτιος ακέραιος i γράφεται ως γινόμενο ενός περιττού j και μια ακέραιας δύναμης του 2, l: i=j2l. Επομένως 

ai=(aj)2l

, που σημαίνει ότι το 

ai

 είναι συζυγές του 

aj

.

				

				
					19	 Αποδεικνύεται ότι μπορεί να βρεθεί τουλάχιστον ένα πρώτο πολυώνυμο οποιουδήποτε βαθμού. Επίσης ότι κάθε πρώτο πολυώνυμο βαθμού m διαιρεί το διώνυμο 

X2m-1+1

, π.χ. το 

X3+X+1

 διαιρεί το 

X23-1+1

, αφού 

X7+1=X3+X+1X3+X2+1X+1

. Τα τριτοβάθμια πολυώνυμα στην παραπάνω παραγοντοποίηση είναι πρώτα και πρωταρχικά, αφού (α) δεν διαιρούνται με κανένα από τα δύο πρωτοβάθμια πολυώνυμα (Χ και Χ +1) και δεν διαιρούν κανένα από τα 

X6+1

, 

X5+1

, 

X4+1

.

					Πρέπει επιπλέον να επισημανθεί ότι τα πρώτα πολυώνυμα έχουν περιττό αριθμό όρων, αφού αυτά με άρτιο αριθμό όρων προφανώς διαιρούνται με το Χ+1.

				

				
					20	 Έστω 

β=ak,    k≤2m-2

.  Τότε 

β2m-1=(ak)2m-1=(a2m-1)k=1k=1
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			ΠΑΡΑΡΤΗΜΑ Α

			Εισαγωγή στο MATLAB

			A.1	Γενικά

			Το MATLAB είναι υψηλού επιπέδου γλώσσα προγραμματισμού κατάλληλη για επίλυση σύνθετων μαθηματικών προβλημάτων. Περιλαμβάνει ένα σύνολο συναρτήσεων (functions), είτε ενσωματωμένων στον interpreter είτε σε αρχεία εντολών (m-files), οι οποίες καλούνται, μεταφράζονται εντολή προς εντολή και εκτελούνται. Ο προγραμματιστής μπορεί να παράξει δικά του m-files, με αυτόνομα εκτελέσιμα προγράμματα (scripts) ή συναρτήσεις.

			Το MATLAB παρέχει παραθυρικό περιβάλλον προγραμματισμού, με τρία βασικά παράθυρα: το Παράθυρο Εντολών (Command window), το Παράθυρο Εισαγωγής Κειμένου (Editor window) και το Παράθυρο Σχημάτων (Figure window). Στο Παράθυρο Εντολών δίνουμε εντολές οι οποίες εκτελούνται αμέσως μετά το πάτημα του πλήκτρου νέας γραμμής (enter). Στο Παράθυρο Κειμένου γράφουμε αρχεία εντολών (m-files), ενώ στο Παράθυρο Σχημάτων σχεδιάζουμε γραφικές παραστάσεις με τη χρήση κατάλληλων σχεδιαστικών εντολών. Υπάρχουν και άλλα δευτερεύοντα παράθυρα, όπως αυτό της Ιστορίας των εντολών (Command History) και του Χώρου εργασίας (Workspace). Αν επιλέξουμε ένα σύνολο εντολών, είτε από το Παράθυρο Κειμένου, είτε από το παράθυρο Ιστορίας των εντολών και πατήσουμε δεξί κλικ, έχουμε (μεταξύ άλλων επιλογών) τη δυνατότητα άμεσης εκτέλεσης του επιλεγέντος συνόλου (F9 ή επιλογή Evaluate Selection).

			Όλες οι μεταβλητές οι οποίες έχουν οριστεί από τη στιγμή εκκίνησης του MATLAB είναι αποθηκευμένες σε χώρο μνήμης προσβάσιμο από όλα τα προγράμματα και αποτελούν το Workspace. Μπορούμε να σβήσουμε επιλεκτικά μεταβλητές με την εντολή clear (π.χ. clear x, για σβήσιμο της x), ή και όλο το workspace με clear all  (κάτι που συνιστάται πριν την εκτέλεση ενός νέου προγράμματος).

			A.2	Αριθμοί και βασικές δομές δεδομένων στο MATLAB

			Το MATLAB χρησιμοποιεί τη συνήθη δεκαδική παράσταση αριθμών. Η περιοχή που μπορεί να παρασταθεί είναι προσεγγιστικά η  ±(10-308 ,  10308). Πολύ μικροί ή πολύ μεγάλοι αριθμοί παριστάνονται σε εκθετική μορφή. Τυπικά παραδείγματα παραστάσεων αριθμών στο MATLAB  είναι

			67423.97215        2468.1357e-4       -0.1234e3

			Η βασική δομή αριθμητικών δεδομένων του MATLAB είναι ο ορθογωνικός πίνακας (nxm) μιγαδικών αριθμών (συμπεριλαμβανόμενων των πραγματικών), ο οποίος και δεν χρειάζεται διαστασιοδότηση, δεν χρειάζεται δηλ. να δηλώσουμε τις τιμές των n και m. Εκφυλισμένες περιπτώσεις αυτής της βασικής δομής είναι τα διανύσματα  σειράς (n=1) ή στήλης (m=1), αλλά και οι απλοί βαθμωτοί αριθμοί (μιγαδικοί ή πραγματικοί).  Έτσι δίνοντας τις παρακάτω εντολές, δημιουργούμε το διάνυσμα-σειρά  z=[3.9+2i 5.2 4+6.5i], διάστασης 1x3, όπως επιβεβαιώνει το εκτυπούμενο απότέλεσμα  (άσπρο υπόβαθρο).

			[image: ]

			Οι μιγαδικοί αριθμοί δίνονται στη μορφή a+b*i ή a+b*j, με a,b πραγματικούς. Το semicolon (ελληνικό ερωτηματικό) ; στο τέλος μιας εντολής αποτρέπει την εκτύπωση του αποτελέσματος, ενώ χωρίς αυτό έχουμε εκτύπωση, όπως συνέβη πιο πάνω με την τελευταία εντολή για το z. Σε μία γραμμή μπορούν να δοθούν πολλές εντολές, χωριζόμενες βεβαίως με ; (π.χ. θα μπορούσαν οι δύο πρώτες γραμμές πιο πάνω να γραφούν ως x=5.2; y=4+6.5*i;). Οτιδήποτε ξεκινά με τον χαρακτήρα % μέχρι το τέλος της γραμμής αποτελεί σχόλιο και αγνοείται κατά την εκτέλεση. Αν δώσουμε το όνομα μεταβλητής χωρίς ; εκτυπώνεται η τιμή της (με την προϋπόθεση ότι έχει οριστεί στο workspace του MATLAB). Η συνάρτηση size(Α) επιστρέφει διάνυσμα με τις διαστάσεις του πίνακα Α, ενώ η length(Α) επιστρέφει τη μεγαλύτερη από τις δύο διαστάσεις:

			[image: ]

			Κατασκευή και δεικτοδότηση πινάκων

			Ένας πίνακας nxm μπορεί να δοθεί με τις n γραμμές του στην ίδια γραμμή εντολής χωριζόμενες με ; ή σε διαδοχικές γραμμές εντολής. Έτσι, οι πίνακες a και b στο παρακάτω τμήμα προγράμματος είναι ίσοι. 

			[image: ]

			Η δεικτοδότηση των πινάκων αρχίζει από το 1. Για τα z,b που έχουν ορισθεί νωρίτερα, το z(3) θα επιστρέψει την τιμή 4.0000 + 6.5000i, το b(2,4) την τιμή 8, ενώ η αναφορά z(0) ή z(4) θα προκαλέσει μήνυμα λάθους.

			Ο ανάστροφος (transpose) πίνακας δίνεται με τον τελεστή «τελεία απόστροφος»  .′, ενώ μόνη η απόστροφος δίνει τον μιγαδικό συζυγή ανάστροφο. π.χ., αν a όπως πιο πάνω

			[image: ]

			Η έκφραση a:b:c, όπου a,b,c πραγματικοί, δίνει το διάνυσμα [a a+b a+2b…d], με d≤c.

			Το MATLAB διαθέτει επίσης έτοιμες συναρτήσεις που χρησιμοποιούνται για την κατασκευή σταθερών πινάκων επιθυμητής διάστασης:

			[image: ]

			Σε σχέση με τον χαρακτήρα : (colon) θα πρέπει να πούμε ότι χρησιμοποιείται στη δεικτοδότηση των πινάκων για να επιλέξει συγκεκριμένα στοιχεία, σειρές ή στήλες τους. Έτσι, για τα t και b όπως ορίστηκαν παραπάνω, το t(3:5) επιστρέφει τα στοιχεία t(3) έως t(5), το b(2,:) επιστρέφει τη δεύτερη γραμμή του b, ενώ το b(:,2:4) επιστρέφει τον πίνακα που απαρτίζεται από τις στήλες 2 έως και 4 του b.

			[image: ]

			Τέλος, ένας πίνακας μπορεί να αυξηθεί με προσθήκη σειρών ή στηλών, ή ακόμη και να αναδιαταχθεί, ως εξής:

			[image: ]

			A.3	Αριθμητικές πράξεις

			Η πρόσθεση (+) και η αφαίρεση (-) γίνονται κανονικά μεταξύ ισομεγέθων πινάκων, στοιχείο προς στοιχείο. Ο πολλαπλασιασμός Α*Β ορίζεται μεταξύ πίνακα Α (οποιασδήποτε διάστασης) και αριθμού Β, καθώς και μεταξύ πινάκων Α(nxm) και Β(mxk), δίνοντας το γραμμικό αλγεβρικό τους γινόμενο, διάστασης nxk. Μεταξύ ισομεγέθων πινάκων ορίζεται ο πολλαπλασιασμός στοιχείο-προς-στοιχείο με τον τελεστή «τελεία αστεράκι» .*, καθώς και η διαίρεση στοιχείο-προς-στοιχείο, ./. Ορίζεται επίσης η δύναμη πίνακα στοιχείο-προς-στοιχείο με τον τελεστή .^. Η διαίρεση (/) πίνακα με αριθμό δίνει, κατά τα γνωστά, ισομεγέθη πίνακα με όλα τα στοιχεία του διαιρεμένα με τον αριθμό, ενώ η διαίρεση μεταξύ πινάκων ορίζεται σε δύο μορφές: δεξιά διαίρεση (/) και αριστερή διαίρεση (\), δίνει δε τη λύση γραμμικών συστημάτων. Συγκεκριμένα: αν Α τετραγωνικός πίνακας (nxn) και Χ πίνακας (nxk), με τον ίδιο αριθμό γραμμών όπως ο Α, τότε ο Υ=Α\Χ είναι η λύση Υ του συστήματος ΑΥ=Χ. Μεταξύ των δύο διαιρέσεων ισχύει η ισοδυναμία  (Α\Χ)’=Χ’/Α’. 

			Σε εντολές με πολλές αριθμητικές πράξεις ισχύει η γνωστή προτεραιότητα μεταξύ των πράξεων, καθώς και η δυνατότητα τροποποίησης της προτεραιότητας αυτής με χρήση παρενθέσεων. Τα παραδείγματα που ακολουθούν φωτίζουν τον τρόπο εκτέλεσης αριθμητικών πράξεων μεταξύ πινάκων στο MATLAB.

			[image: ]

			[image: ]

			A.4	Σχεσιακοί Tελεστές (Relational Operators)

			Είναι παρόμοιοι με τους σχεσιακούς τελεστές άλλων γλωσσών προγραμματισμού, και επιστρέφουν λογική τιμή 1 ή 0 («αληθές» ή «ψευδές», αντίστοιχα).

			[image: ]

			Για πίνακες (ισομεγέθεις) η σύγκριση γίνεται στοιχείο-προς-στοιχείο και επιστρέφει ισομεγέθη πίνακα λογικών τιμών, 1 ή 0. Έτσι, για τους πίνακες Α και Χ των προηγούμενων παραδειγμάτων έχουμε:

			[image: ]

			Ακόμη

			[image: ]

			Παράδειγμα 1:  Να βρεθεί σε πόσα στοιχεία διαφέρουν δοσμένα διανύσματα x και y.

			[image: ]

			Η συνάρτηση sum() υπολογίζει το άθροισμα των στοιχείων διανύσματος.

			A.5	Λογικοί τελεστές

			Τρείς λογικοί τελεστές χρησιμοποιούνται στο MATLAB:

			[image: ]

			Σε πίνακες εφαρμόζονται στα επιμέρους στοιχεία. Πρέπει να τονιστεί ότι κάθε μη μηδενικός πραγματικός αριθμός θεωρείται στις λογικές πράξεις ως 1. Έτσι:

			[image: ]

			A.6	Έλεγχος ροής προγράμματος

			Οι εντολές break, else, elseif, end, error, for, if, return και while επιτρέπουν την υπό συνθήκη εκτέλεση τμημάτων προγράμματος. Πιο συγκεκριμένα:

			
					Οι εντολές for...end χρησιμοποιούνται για την επανάληψη του τμήματος προγράμματος που περικλείουν. 

					Οι εντολές if<συνθήκη>...end εκτελούν το περικλειόμενο τμήμα εφόσον η συνθήκη είναι αληθής. Οι εντολές else και elseif χρησιμοποιούνται σε συνδυασμό με την if  για υπό συνθήκη εκτέλεση τμήματος εντός του βρόχου. 

					Οι while<συνθήκη>...end εκτελούν επανειλημμένα το περικλειόμενο τμήμα προγράμματος εφόσον η <συνθήκη> παραμένει αληθής. Στην εκδοχή <while 1 ... end> εκτελείται συνεχώς το περικλειόμενο τμήμα προγράμματος, έως ότου κάποιος εσωτερικός έλεγχος, σε συνδυασμό με τις εντολές break; end;,  το σταματήσει. 

					Γενικά, η εντολή break τερματίζει την εκτέλεση ενός βρόχου.

					Η εντολή error χρησιμοποιείται για την εμφάνιση λάθους και διακοπή εκτέλεσης των συναρτήσεων.

			

			Τα παρακάτω παραδείγματα δείχνουν τη χρήση των εντολών ελέγχου.

			Παράδειγμα 2: Σε διάνυσμα x να βρεθεί η θέση του πρώτου στοιχείου που είναι μεγαλύτερο από το προηγούμενό του. Αν δεν υπάρχει, τυπώνεται μηδέν.

			[image: ]

			Παράδειγμα 3: Να τυπωθούν οι όρoι γεωμετρικής προόδου 1, r, r2,… με r>1, των οποίων το άθροισμα δεν υπερβαίνει το 100, καθώς και το άθροισμα. 

			[image: ]

			A.7	Ειδικοί χαρακτήρες και μεταβλητές

			Όπως κάθε γλώσσα προγραμματισμού, έτσι και το MATLAB κρατάει συγκεκριμένους χαρακτήρες και λέξεις-κλειδιά ως ονόματα σταθερών και συναρτήσεων,  τα οποία ο προγραμματιστής δεν θα πρέπει να αναμίξει με δικές του μεταβλητές. Έτσι, το pi παριστάνει το π (3.14159...), τα i και j παριστάνουν τη φανταστική μονάδα (δεν πρέπει να γίνει μίξη με τους δείκτες βρόχων), το NaN σημαίνει Not a Number και λαμβάνεται σε περιπτώσεις απροσδιοριστίας (πχ. ∞-∞), το inf παριστάνει το άπειρο και εμφανίζεται στις περιπτώσεις  διαίρεσης με μηδέν, κ.ο.κ.

			A.8	Εισαγωγή και εμφάνιση δεδομένων  --  μορφότυπο

			Μπορούμε να εισάγουμε δεδομένα κατά τη διάρκεια εκτέλεσης του προγράμματος με χρήση της συνάρτησης input(). H εμφάνιση δεδομένων στην οθόνη είδαμε ότι μπορεί να γίνει με εντολές προγράμματος ή αναγραφή μεταβλητών χωρίς το ; στο τέλος. Για τον ίδιο σκοπό μπορεί να χρησιμοποιηθεί και η εντολή disp(). 

			Όλες οι πράξεις εκτελούνται εσωτερικά με διπλή ακρίβεια. Το μορφότυπο, ωστόσο, εμφάνισης των αποτελεσμάτων στην οθόνη μπορεί να ελεγχθεί με την εντολή format.  Χωρίς παραμέτρους, η εντολή αυτή εμφανίζει την στάνταρντ μορφή, που για αριθμούς κινητής υποδιαστολής είναι η σύντομη μορφή (format short, 4 δεκαδικών ψηφίων,  ή σε εκθετική μορφή, αν ο αριθμός είναι πολύ μεγάλος ή πολύ μικρός). Με την format long έχουμε εμφάνιση 15 δεκαδικών ψηφίων, ενώ η προσθήκη του e δίνει εκθετική μορφή.

			[image: ]

			A.9	Γραφικές παραστάσεις

			Υπάρχει μια πληθώρα από συναρτήσεις  για σχεδίαση δισδιάστατων ή τρισδιάστατων γραφικών παραστάσεων, καθώς και για προσθήκη τίτλων, ενδείξεων αξόνων κλπ. Η plot() είναι η περισσότερο χρησιμοποιούμενη.  

			A.10	Αρχεία προγραμμάτων και συναρτήσεων

			Τα προγράμματα MATLAB αποθηκεύονται σε αρχεία απλού κειμένου (plain text) με το επίθημα .m (m-files). Τα ονόματα των m-files πρέπει να αρχίζουν με κάποιο γράμμα ακολουθούμενο από άλλα γράμματα, μέχρι 18, ή/και ψηφία ή και το χαρακτήρα υπογράμμισης (το μείον <–>  ή η τελεία <.> δεν επιτρέπονται). Υπάρχουν δύο είδη m-files: scripts και functions. Ένα script είναι ένα αυτόνομο, εκτελέσιμο πρόγραμμα, ενώ ένα function κωδικοποιεί μια συνάρτηση, η οποία καλείται από άλλες συναρτήσεις ή προγράμματα MATLAB και πρέπει να περιέχει στην πρώτη γραμμή κώδικα τη λέξη-κλειδί function. Μια άλλη σημαντική διαφορά μιας function από ένα script είναι ότι χρησιμοποιεί δικό της χώρο μεταβλητών, ο οποίος και «καθαρίζεται» μετά το τέλος της συνάρτησης, ενώ ένα script χρησιμοποιεί το workspace του MATLAB. 

			Στο παράδειγμα που ακολουθεί, υπολογίζεται και σχεδιάζεται η rms τιμή σήματος s, σε ολισθαίνον παράθυρο μήκους w δειγμάτων που εισάγεται κατά τον χρόνο εκτέλεσης. Η συνάρτηση root_mean_square() δέχεται διάνυσμα και υπολογίζει την rms τιμή των στοιχείων του. Πρέπει να βρίσκεται σε αρχείο με το όνομα  root_mean_square.m, αποθηκευμένο στο τρέχον directory

			[image: ]

			Το εξαγόμενο του παραπάνω προγράμματος για w=16 είναι το παρακάτω σχήμα.

			[image: ]
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function errors=ask Nyqg filter (k,Nsymb,nsamp, EbNo)

$ H ouvdptinon auth €fopoLl@dveEL TNV ImOPAywyl Kol amokwdlkomo (non
OopuRddoug axrkoloubBloag L-ASK xal petpd ta Aabepéva oUpBoAa,

$ pe popeomoinon moApdv pécw @iAtpou tetp. pllag Nyquist.

$%%% [APAMETPOI %%%%%%%

k elval o aplOpdg twv bits avéd oGpuBoro, étoL L=2"k

$ Nsymb ei{val to pAkog tng e€fopoLoUpevng akoAoubloag ocupBdAwv L-ASK

% nsamp €{val o ouvieAleoTtfgc vmepde lyp&tiong, dnA. #samples/Td

% EbNo eivalL o avnypévog onuotobopufikdg Adyog, Eb/No, oe db
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10. L=2"k;

11. SNR=EbNo-10*1ogl0 (nsamp/2/k); % SNR av& delypa ofuatog

12. % Ailqvuopa tuxaiev akepaiwv and 1to ovvoro {+1, £3, ... *(L-1)}
13. x=2*floor (L*rand (1,Nsymb) )-L+1;

14. %% Oplopdg mopapéTpev @ (ATpou

15. delay = 8; % Group delay (# of input symbols)

16. filtorder = delay*nsamp*2; % t&fn ¢iAtpou

17. rolloff = 0.25; % ZuvieAeotng ntdong -- rolloff factor

18. % xpouvotLkh amdrpLon @lAtpou teTp. pllag avuy. ocuvnuitdvou
19. rNyquist= rcosine(l,nsamp,'fir/sqrt',rolloff,delay);

20. & ——mmm e

21. $ Tia @lATPO YPOupLKAG nTdong va yxpnoipomolndel n emduevn €VIOAR
22. % (pe tnv rtrapezium tou KOSLka 4.1 oto current directory)
23. & Ipénel delay>5 yvia xKaAd AmoTeAEOPATA OTNV AVAYVOOLOT) .

24. $ rNyquist=rtrapezium(nsamp,rolloff,delay):;

25, & —mmmm e

26. %% EKIEMIOMENO SHMA

27. % YnepdelLypdtion xal epappoyl @iAtpou rNyquist

28. y=upsample (x,nsamp) ;

29. ytx = conv(y,rNyquist);

30. $ ALdypoppa 0POOANOU YyLia PEPOGC TOU QLATPOUPLOPNEVOU CHUATOC
31. & eyediagram(ytx(1:2000), nsamp*2);

32. ynoisy=awgn(ytx, SNR, 'measured'); $ BopuPddeg onpa

33, & e e

34. $% NAMBANOMENO SHMA

35. & ®LATpdpLopa ofpatog pe @iAtpo teTp. pllag avuy. ouvnu.
36. yrx=conv(ynoisy, rNyquist) ;

37. yrx = downsample (yrx,nsamp); % Ymodelyp&TLon

38. yrx = yrx(2*delay+l:end-2*delay); % mepiLkomnp, Adyw KabuoTtépnong
39. & Avixveutg €ddyxLotng amdéotaong L mAatdVv

40. 1=[-L+1:2:L-1];

41. for i=l:length (yrx)

42. [m,j]=min (abs(l-yrx(i)));

Kwdikag 4.2: MNapaywyn, anokwdikonoinon kot pétpnon obaiudtwv BopuBwdoug akoloubiag
oUUBOAWV L-ASK, pe xprion ¢idtpwv square-root-Nyquist o moumno kat Séktn
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i. Tw =2 (M=4): H xodwomoinon Gray tov oynuaticpod QOPSK eivon
TeTptupévn (ox. 5.5(B)).

ii. Me yvoor v kedwonoinon Gray tov oynuotiopod tédéng / (e apbud
onueiov M=2!), n kwdixonoinon kotd Gray tov oynuatiopov tééng H1
Aoppaveron og e€Ng:

a) OMlocOaivovtal Ta onpeio Tov oxnuATIopo TAENG / emtl TG TepLOEpELag,
ocav BevtdAta, To PV TOV Gvo NUETITESOV SEELOGTPOPA, TA SE TOV KAT®
aplotepdoTpoa, ®ote vo €A0ovv OAo oto SeEld muiemimedo, pe
VIOSUTANGLOGUO TOV AVTIGTOLY MV Y OVIDV.

b) Aoaufdvovtor To KOTOTTPIKA TOVG MG TPOG TOV KATAKOPLEO aG&ovo.
(onueia oto apLoTEPS MUIETITESO)

O1 koducég AéEels emavgdvovtal katd éva bit, Taipvovtoag og TpdOepa o pev
7oV 3e£100 nuiemmédov 1o 0, o1 8¢ Tov aptotepov To 1.
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MAaiolo 5.10: (a) Zuotnuatikn Stadikaoio kwdikonoinong M-PSK katd Gray, (8) E@apuoyn
ya tn petdBaon /2->3
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Kwbikag 6.1: Tuvdptnon e§opoiwong mopmou kat §¢ktn ocUupwvng M-FSK, kabwg kat

function errors=fsk_errors (bps,Nsymb, ns, EbNo)

R R R R R R e R R R e R R R R R e A AL L L L]

%% Input parameters

% bps: bits per symbol, Nsymb: numb of simulated symbols
% ns: number of samples per symbol (oversampling)

% EbNo: normalized signal-to-noise ratio, in db

M=2"bps; % number of different symbols
BR=1; % Baud Rate
fc=2*M*BR; % RF frequency

. %% Derived parameters

. nb=bps*Nsymb; % number of simulated data bits
. T=1/BR; % one symbol period

. Ts=T/ns; % oversampling period

. % M frequencies in "non-coherent" distance (BR)
. f=fc+BR* ((1:M) - (M+1)/2);

. % awgn channel

. SNR=EbNo+10*10gl0 (bps)-10*1ogl0(ns/2); % in db
. % input data bits

. y=randint (nb,1); %

. x=reshape (y, bps, length (y) /bps) ';
.t=[0:T:1length(x(:,1))*T]'; % time vector on the T grid
. tks=[0:Ts:T-Ts]"';

. %% FSK signal

.s=[1;

. A=sqrt (2/T/ns);

. for k=1l:length(x(:,1))

. fk=f (bi2de (x (k,:))+1) ;

. tk=(k-1) *T+tks;

.s=[s; sin(2*pi*fk*tk)];

. end

. % add noise to the FSK (passband) signal

s=awgn (s, SNR, 'measured');

. %% FSK receiver

. % coherent demodulation
. th=0;

L xr=[];

. for k=1:length(s)/ns

. tk=(k-1) *T+tks;

. sk=s((k-1) *ns+1l:k*ns);
.smi=[];

. for i=1:M

. si=sin(2*pi*f (i) *tk);

. smi(i)=sum(sk.*si);

. end

. [m,j]=max (smi) ;

. xr=[xr;de2bi (j-1,bps)];
. end

. % count errors

. err=not (x==xr) ;

. errors=sum(sum(err));

. end

untoAoylopou AaBwv oe neptBaAlov AWGN
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MAaiowo 3.11: AoTteplopog L ouyypap kv onpeiwv katl cuvaptroelg milbavodavelag
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% EXERCISE on RS decoding
P LLLTITITLLLLLL55%%99%%
% A. Confirm that p(x)=1+x+x"4 is a primitive polynomial on the
% GF(274)Find all the elements of this Field and fill out the table
% with all four representations of the elements
P TTTLLL5IIITTILLLLL59%%%%%
clear all; close all;
t=3; m=4; n=2"m-1; % Try another run with the values: t=4; m=5;
d=primpoly (m); % primitive polynom. of gf(2”m). With m=4, D*4+D+1=19
a=gf(2,m,d); % the first non-zero, non-one element of the field
% b will contain the non-zero elements of gf (274)
b=gf ([]1,m,d); b(n)=1;
for i=n-1:-1:1
b(i)=a"i;

=}
Q

All elements of b are discrete, thus p(x) is primitive

B. Find the RS encoder on that field capable of correcting up to 3
erroneous elements. Then, suppose that an all-zero 60-bit block
(encoded with this encoder) is transmitted. At the receiver,
it is found 1 (instead of 0) at bit positions 12,13,15,27,48,49
(counted from the right-most bit position 0, or LSB), that is,
the following bit stream is received:
rb=zeros(l,m*n); % an all-zero codeword
e _pos=[12,13,15,27,48,49]; % bit-error positions within the
% (binary) codeword, from lsb
% e_pos=[12,13,14,25,26,52,54]; % try another error pattern
e_pos=length (rb) -e_pos; % bit-error positions, counted from msb
for i=l:length(e_pos)
rb(e_pos(i))=~rb(e_pos(i));
end
P05 005055550 05555%%%%%%
% Combining the bits in fours (elements of the GF(274)), we get:
% r(x)=a”4X*12+a”3X"6+a”7X"3
rm=reshape (rb, m, length (rb) /m) ;
r=gf (bi2de (rm', 'left-msb'),m) ';
P05 5555%3995555%5%%%%

dP o of o° o o df o°

(ouvexiletan)
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s=2+0.5*rand(1,80); % ofupa: octabepd+OépuBog
p=[1; % To diL&vuopa TLpOV rms (mpog¢ to mopdV Kevd)
w=input ('ddocte pfixog oAiLcbaivoviog napablipou (&ptLo): ');
t=w/2+1:1length(s)-w/2; % onuela yiLo tov unmodoyLopd Tng TLUAG rms
for i=1:length(t)
z=s(t(i)-w/2:t(i)+w/2-1);
p=[p root mean square(z)]; % 10 p auf&vetal Kat& plo TLpL
end
plot(t, s(w/2+l:length(s)-w/2), ':', t,p)
title(['ofpa xal TLpf rms unodoylopévn oe noapddupo '...
num2str(w),' delypdtov'])
grid;
axis ([0 length(s) min(s)-0.5 max(s)+0.5]);

function p=root mean square (x)
% vnodoy(lelL Tnv rms TLun TOU X
p=sqrt (sum(x.”2) /length(x)) ;
end
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155. figure(14); subplot(211);

156. plot(tn(l:40*nsamp),real(sr(l:40*nsamp,1)));

157. figure (14); subplot(212);

158. plot(tn(l:40*nsamp),imag(sr(l:40*nsamp,1)));

159. figure(15);

160. pwelch(sr_ld,[],[],[],nsamp/T);

161. clear b a;

162. sr_tilde 1d=[1;

163. % LP (Parks-McClellan) filtering

le4. fl=K/Ks/nsamp; f2=2*fl;

165. order=10*nsamp;

166. fpts=[0 f1 f2 1];

167. mag=[1 1 0 0];

168. wt=[1 1];

169. b = firpm(order, fpts,mag,wt) ;

170. a=1;

171. for i=1l:length(sr(l,:))

172. dummy=[sr(:,i);zeros(order,1)];

173. dummyl=2*filter (b, a, dummy) ;

174. delay=order/2;

175. sr_tilde up(:,1i)=dummyl (delay+(1:length(tn)));

176. sr_tilde ld=[sr_tilde_ld;sr tilde up(:,i)1;

177. end

178. figure(16); subplot(211);

179. plot(tn(1:40*nsamp),real(sritildeiup(l:40*nsamp,1))):

180. figure(16); subplot(212);

1L plot(tn(1:40*nsamp),imag(sr_tilde_up(1:40*nsamp,1)));

182. figure(17); pwelch(sr_tilde 1d, [, [], [],nsamp/T) ;

183. clear sr_tilde 1d;

184. % Ymodeiyp&tion ofpatog OFDM - oxedioon deLlypdtov Kol
p&onaTog

185. sr_tilde=downsample(sr_tilde_up,nsamp) ;

186. figure(18); subplot(211);

187. stem(t(1:40),real(sr_tilde(1:40,1)));

188. figure (18); subplot(212);

189. stem(t(1:40),imag(sr_tilde(1:40,1)));

190. sr_tilde 1d=[1;

191. for i=l:length(sr_tilde(1,:))

192. sr_tilde_ld=[sr_tilde_ld;sr_tilde(:,i)];

193. end

194. figure(19); pwelch(sr_tilde 14, [1,[1,[1,1/T);

195. % YmoAoytopdc oupPoéAev QAM pe FFT tov oupPoiwv OFDM

196. yr=I[1:

197. for i=1:length(sr_tilde(1,:));

198. dummy=1/Ks*fft(sr_tilde(:,i), Ks);

199. yr=[yr;dummy ( (Ks-(K+1)/2+2) :Ks) ;dummy (1: ( (K+1)/2))];

200. end

201. scatterplot(yr); % Sidypoupa 3LacKOPTLOPOU Ane6éviog oANATOG

202. % IlpoocBRkn BopUfou ot (wvomepatd OAPA YL OUYKEKPLPEVO

203. % SNR {co pe SNR_bp, Lcoduvauei pe mpoo®rikn Ooplpou

204. % ot1O 1003UVapO PLYXdLKO BAaoLKAG {OVNG pE
SNR=SNR_bp* (nsamp*Ks/K)

205 SNRibb=SNR+10*log10(nsamp*Ks/K);

206. yn=awgn(y,SNR_bb, 'measured') ;

207. scatterplot (yn);

208. % 2°22? Quaivetal 6TL €xoupe €dd €vov mopdyovia 1/2 2222

209. % 2°22? MANWG o@e ATl OTO pn LdaVLIKO QLATP&pLOpa 22272

Kwadwkoag 8.1 (4/4): Moundg kat Aéktng OFDM
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function errors=ask_errors (k,M,nsamp, EbNo)

% H ouvéptnon outh e€fopoldvel TNV nopoywyld kol omokedLkomoinon
BopuBddoug ocApatog L-ASK kol petpd tov opldud TV £0QaApévev
OUPROADVY.

YnodoyilelL enfong tn Bewpntlkh miLbavdéinta sopaiuévou ocuuPdrou, Pe.
EnioTpépel tov aplBpd Twv £opaAuévev ouufdrov, KAOOG KXL TOV OUVOALK
apLdpd tev cupBdAwv mou mapHxOnoav.

k eival o oaptOdudc twv bits/ctpBoro, dote L=2"k,

M o apLbudc tev napaydpevev cupfdiwv (unkog axoloubiog L-ASK)
nsamp o oaplOudéc Tev delypdtov avd olupolo (oversampling ratio)
EbNo gival o Abyoc Eb/No, oce db

oP

o0 o° d° P o° o

oP

. L=2"k;

. SNR=EbNo-10*1ogl0 (nsamp/2/k); % SNR avé delypo onpatog

. % Aldvuopo tuxatlev axkepalov {£l, £3, ... £(L-1)}. No enaAnbeuvtel

. x=2*floor (L*rand (1,M))-L+1;

. Px=(L"2-1)/3; % OewpNT LKA LOXUG OAPATOC

. sum(x.”2) /length (x); % petpoUpevn LoxUG oAuatog (yiLa enoAndeuon)

. y=rectpulse (x,nsamp) ;

n=wgn (1, length(y),10*10ogl0 (Px) -SNR) ;

o

ynoisy=y+n; % OopuPBddeg onuo

y=reshape (ynoisy,nsamp, length (ynoisy) /nsamp) ;

matched=ones (1, nsamp) ;

z=matched*y/nsamp;

1=[-L+1:2:L-1];

for i=1l:length(z)
[m,3j]=min (abs (1-z(1i)));
z (1)=1(3);

end

err=not (x==2z) ;

errors=sum(err) ;

end

Kwdikag 3.3: Ymoloywopog mbavotntag esodolpévou oupfolou olpdwvng ASK pe

opBoywvikoU g TaApoUG
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n 0|1 |2 3 4 5 6 7 8 9 10
aln] 1|1 0 0 0 1 1 1 0 1 0
b[n] 1 0 1 1 0 1 1 0 0 0
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MAaiolo 6.9: AdBn pe kaw xwpig tn Xprion MPokwsLKomoINTAH-amoKwSIKomowNTr
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MAaiolo 6.4: Acteplopdg opBoywviwy cuxvotritwy: (a) acupudwvng FSK, (B) cuudwvng BFSK
kat MSK
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MAaioto 9.4: Kwdikomolntrig ypappikol cuotnuatikol kKwdika: (a) yeviki Sour, (B)
ulornoinon tou kwdika (6,3) tou MAawoiov 9.3
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MAaiolo 1.18: Qaopatikn mukvotnta BopuPwdoug ofpatog VO NULTOVIKWY: (a) pHE

SetypatoAnyia ukvou mAéypartog, (B) pe etypatoAndia mAnoiov Nyquist, (v), (8) peta

and {wvonepatd phtpaplopa, (€) Antdkpilon {wvomnepatou ¢piktpou wwoipwv

Kupatwoewv (Parks-MacClellan)
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clear all;

sl=sin(t);

9 s2=sin(2*t);

10 El=sum(sl.
11 E2=sum (s2.
12 SNRdb=10;

b=randint (1,50000) ;
t=[0:0.1:2*pi];
Ns=length (t) ;

% Extipnon ReAtioong SNR npoocappocuévou ¢LATpou

o°

10 duadLlkd ofupa npog petddoon
xpovikd mAéyuo Paclkhg mepLddou , T

o°

o°

noAudc #1

noAudc #2

gvépyela noApoU #1

gvépyeLa noApoU #2

em1Ouuntd SNR e1Lo0bdou, ce db

o°

o°

*2);
*2);

o°

o°

13 SNRin=10" (SNRdb/10) ;

14 Sin=1/2*(E1+E2)/Ns;

o°

néon LoxU0g ohuatog &Loddou

15 Nin=Sin/SNRin; % LoxUg GopURou eL0bdou

16 for k=1l:length(b) % yLa k&be bit e106dou enmlAefe aviiotolxo naAiud

17 if b(k)== s=sl;

18 else s=s2;

19 end

20 w=randn (1,Ns) *sqrt (Nin); % 66pufoc &Lcbddou

21 W(k)=sum(w."2) /Ns;

22 r=s+w;

23 Ho (k)=sum(s.”2); % ofpo €E6dou ho(T) oce xpdvoug t=kT
24 Wo (k) =sum(s*r')-Ho (k) ; % B6puPog €&bddou

25 clear s w;

26 end

27 Nin measured=sum (W) /length (W) ;
28 SNRout=sum(Ho.”2)/sum(Wo."2);

29 SNRin measured=10*1ogl0 (Sin/Nin measured)
30 SNR_improvement=SNRout/SNRin

31 Ns

Kwdwkag 3.2:

Ektipnon tng BeAtiwong tng onpatoBopuPikrg oxéong Le xprion
npocappocpévou ¢piltpou
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Awdypapipo ogBaipod, copugacikn coviot, 16-QAM, Ex/No=16db

Scatter plot, Eb/No=16 db
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MAaiolo 5.13:

Adypappa OdBaApoU (a) kat Atdypappo Ataokopriopou (B), 16-QAM,
ya avnypévo onuatoBopuPiko Adyo Ey/N,=16db
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Napdotacn | MoAuwvupikn Avadiki Aekadikn
Suvaung napdotacn | napdotacn | mapdotacn
0 0 0000 0
a’ (=a’) 1 0001 1
a' a 0010 2
a* a* 0100 4
a a? 1000 8
a* a+l 0011 3
a’ a*+a 0110 6
a® a*+a’ 1100 12
a’ a*+a+l 1011 11
a® a*+1 0101 5
a’ a’+a 1010 10
a'® a’+a+1 0111 7
a'l a’+a’+a 1110 14
a'? a+a’+a+1 1111 15
a®? a+a’+1 1101 13
a'* a*+1 1001 9

MAaiolo 9.22: Stolxeia Tou cwpatog GF(2*4) ue mpwrtapyikd moAuwvupo 1+x+x*
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MAaioto 6.16: Mukvotnta dpdopatog Loxvog onudtwv MSK Baowkrg {wvng ue Bopupo: (a)
TipLv to Babunepatod diktpo, (B) petd to Babumepatd diltpo, (y)
anokplon ocuxvotntag Babunepatol diltpou
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MAaiowo 1.6:  (a),(B),(y): AetypatoAnbia {wvonepatol orpatog, (&) To mpdBAnpa Tou
BopuBou
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MAaiolo 2.4: SSB orNaTOG TPLWV TOVWV
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demodulation

@040, aToBeyoouLI0y SSB, ToN 10 BaBUTERT6 PATPEROLS

Doopamcd mxvene oxvos (48H2)

@040, amoBajooguptiu SSB, YTd To RaBuTTERaTS PATRPOLS

@aopami) mukvemTa wy0og (6BH2)
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To Bsdpnpa (7 o kavovog) Tov Bayes cuvdéet Tig mBovotnteg dvo evdeyopévav, 4
Kot B (pe kot yopic cuvenkm), og e&ng:

Pr{d|B) = Pr{B| 4} LA
Pr{B}
Ag dolpe éva amAd TopAdELy Lo EQAPLIOYNG TOL pe To akOAovBo meipayia:
Emiléyovpe pe ioeg mBavotnteg Eva and 4 Capua, ek TV 0moiov To éva dgv givat
kaBapod kat épvet To “2” pe mbavotmta 1/3. Ag svpPoricope to {apt awtd pe “K”,
and 1o “Kdaimko”. Zntaue v mbavoémta Pr{"K"|"2"}, onkadn v mbavotnto

va giyape dodéget to “K”, pe dedopévo ot pépape “27.
E{Val Pr{"K"|"2"}:Pr{"2"|"K"}Pr{ K } :l 1/4 :%
Pe{"2"} 3 (1/4)[1/3)+@/4)1/6) 5

21NV TEPInTOOoN Hag, ETEWN 0 SELYUATIKOG YDPOG TV §; EIVOL

Stakpitdc, eV TOV 7 GLVENNG, EPYOLOLACTE [LE GTOLYELDOELS Ar
mBavoTnTeg g £ENG: r
Pr{reAr} = f.(r)Ar Ko Pr{r e Ar|s,} = f,(r|s,)Ar S
E&alhov, Loyo Bayes, pris | e Ar}=Prire Ar| si}ﬂ

Pr{r e Ar}

a6 6mov AopPdavetor n (3.14).

MAaiolo 3.5: To Bswpnpa Tou Bayes 0TOV UTTOAOYLOUO TWV €K TWV UOTEPWYV TILOAVOTATWY
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Ns=4;

rolloff=0.5;

delay=3;

h=rcosine(l,Ns, 'fir/sqrt',rolloff,delay);





OEBPS/image/Image1218.PNG
SSB

@iopa apywod orparos

@cpa apyiKod oiuaTo, TKGTepo ThEyka Bavkarohtwiag

%0

£

100

410

SuOUITI TUKVGTATE 10X0g (dB/HZ)

A MU o (BIHE)

pren

Euvmma (cH)

éopa oripatos SSBLSB, Fy=4 82 10, F,=32 77 Kre

@opa orpoTos VSBLSE, F =4 92 ki, F,=3277 Kie

A excernpa oy (BHE)

Sucpan) o oyios ()

@éopa. perd MyaTobiauspguan (VSB-LSE) TRV To LP gikrpo

A T s ()

oy

v oo (GBI

Guop

Eucvimma (eke)

Scyo. peré v aToBapspeuon SSBLSE) apks Tivia SevuaToAnvias

oy, pera m omoBiopdpquon (VSBASB) apyics mhéypa SayuaToAnyiac

<ol

S0

00 -

0}

[

A acven i ()

%10

Euxverra (H3)

Siycpion apol ke rekou BiauspguTaTEBaGpRuIn SSB) TiaTos

quon VSE) ofaros

“Orignal signal
Recovered signal

MAaioo 2.7: 3Uykplon SSB-VSB o€ ofpa cuvexolg GAopatog

3 To% 505
Xptos (sec)

2a

2

2e






OEBPS/image/Image5420.PNG
Mpétaon: To kwdikd moAuwvupo u?(x) tng Aé§ng mou MPOKUTTEL atd TNV KUKAKA
oAioBnon tng u katd i Béoelg Se€La kavomolel Tn oxéon:

xu(x) = q@)x" +1)+u?(x), (9.15)
elvat SnAasdr to undAouro ¢ Saipeong Tou toAuwvipou x'u(x) peto (x" +1).

Andbeién: Av u(x) =u, +ux+...+u, X", 10 moAudvupo xu(x) ypddetat wg
xu(x) =ux' +ux™ + . tu, X+ Au, X
=u, X u, X ux A, X
+u, ("D +u, x(X" D)+, XX +])
=q()(x" +D)+u(x)

0.£.8.
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i. Na =1 (M=4): H xwdwomnoinon tou oxnuatiopov 4-QAM katd Gray eival
TETPLUPEVN [oxnpa 5.4(a)].

ii. Me yvwotn tnv kwdikonoinon katd Gray tou oxnuatiopol Tafng / (pe aplBuod
onueiwv M=22 kai kwdikéG Aé€eLg urkoug k=21), n kwdikonoinon katd Gray
Tou oxnuatopol taéng +1 AapBavetatl wg e€ng:

a. Metadépetar o oxnuatiopdg taéng [ ot katdAAnAeg Béoelg tou 1°
TETAPTNHOPLOU.

b. AapBdvovtal Ta KOUTOMIPIKA QUTOU TOU OXNHUATLOHOU WG TPog Toug Suo
Afoveg (2° kat 4° teTaptnuopLo) KAl WG TMPOG TNV apxn Twv agovwv (3°
TETAPTNUOPLO)

c. O kwbikég Aégelg, emaugavovtal katd Vo bits, maipvovtag npodBepa, oe
KABe teTaptnUopLO, TO avtiotolxo dibit Tou oxnuatiopov 4-QAM, SnA.

[00] oL Aé€eLg Tou 1°° tetaptnuopiou, [10] tou 2°Y, [11] Tou Tpitou kat [01]
Tou 4°° tetaptnuopiou.

(o)

Itnv nepintwon wpLopol oe §Uo
avefdptntoug, povoddota- Toug
ONUATKOUG aotepLlopols, n

kw8womoinon eivat dnwg
TIAPOAKATW:
1 ‘ x0x0
0
¢ Xx0x1
-1 -
¢ xIx1
’ x1x0

MAaiolo 5.4: (a) AAydplOpog emaywykng kwdikonoinong Gray acteplopwv M-QAM, (B)
Emomntkn ebappoyn yia M=4 kat 16
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%% Eni(del&n poppomoinong moApdv L-ASK pe ¢i{ATpo Nyquist
%% Kol @LATpoplopotog pe 1o avilotolLxo mpocapu. @LATPEO
clear all; close all;

k=3; Nsymb=10; nsamp=4;

L=2"k;

$ Aldvuopa tuxaiewv akepalwv and to ovvoro {1, %3, ... *(L-1)}
x=2*floor (L*rand (1,Nsymb) )-L+1;

$ OplLopdg mapapétpov @lATpoU

delay = 4; % Group delay (# of input symbols)
filtorder = delay*nsamp*2; % t&&n ¢lAtpou

rolloff = 0.25; % SuvieAdeotng midong -- rolloff factor

[

$ kpouotTLk amdkpLon @lAtpou tetp. pllag avuy. ocuvnuitdvou

PO PN E

BoR e
NEERO

13. rNyquist = rcosine (l,nsamp, 'fir/sqgrt',rolloff,delay) ;
14, & -

15. %% EKIEMIOMENO SHMA

16. % YmepdeiLypdtion kol epapupoyhn @lAtpou rNyquist

17. y=upsample (x,nsamp) ;

18. ytx = conv(y,rNyquist); clear y;

N
o

%% NapPavoépevo ofpo: ytx (xoplc noapoapdpewon)

[

$ dLATPdp Lopa oApOTOC pe @lATpo Tetp. pllag avuy. ouvnpu.

N
S

21. yrx=conv(ytx,rNyquist);
22, &~ e
23. yrx=yrx (2*delay*nsamp+l:end-2*delay*nsamp); $Hdeplxoni-Adyn

xaOuoTépnong
24, $ Sxedloon yrx kol umépbeon x
25. stem(yrx); hold;
26. stem([l:nsamp:nsamp*Nsymb],x, 'filled"') ;
27. grid;

Kwdkag 4.3: Enidei€n popdomnoinong maApwv L-ASK pe dpidtpa Nyquist
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Amoosién T 6.4):

H anddeién g mapomdve oxéong pmopet va e&oybel g eéng:

Xy mepintmon opfoydviov onudtov, OAo Te GNUEN TOL GNUOTIKOD OGTEPIGHOD
Bpickovtol 6g 106G aMOGTAGEG HETOED TOVG, UE OMOTEAEGUO TOL LITOAOWTA, KGOE Popd,
M-1 ovpPolra (eKTOG TOL OTOGTAAEVTOG) VO. EYOVV TNV 1810 TOOVOTNTA VL ETIAEYOVV
(ec@aipéva) amd tov 6éktn. H mbavomta oot sivarion pe P /(M-1)=P,/2"V -1),
0mov N =log, M © apBudg TV bits oV KwdikomolovvTar avé cvuPoro. Etct o pécog
apBuog eocpoiuévov bits ovda ovpPoro (| ava opddo tov N bits) eivon

Z\:”[]: j 25 = T= QN1 sz = o ondte doupmdvtog pe N maipvoovpe ) {ntodpevn oyxéon.

n

H omddeén g tontodmtog i"[N J _ ¥y Mmopel va eSayBel pe S10popion Tev §90 peAdV
n=1
(¢ mPOG x M OG TPOG @) TOV SIOVLUIKOD AVOTTOYIOTOG (x+a)" EZ":(N Jx_v_,.a,. K0l EQAPLOYY
n=0 n
NG TPOKVITOVCUG TAVTOTNTAG Yot x=a=1.
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MAaiolo 8.5: IApata kot GAoHATA Toug ota evildpeca Bripata ulomoinong rournot OFDM:
(a) SLakpitd Baoikng Lwvng (onpeio D oy. 8.3), (B) avaloykd Baotknig Lwvng
(pnetd tov D/A), (v) {wvomepatd mpog eKmounn
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MAaiolo 2.8: Zuvaptroelg Bessel 1°° eidoug
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MAaioto 1.7: Mukvwon katd SVo mMAéypatog SelypatoAndiag orpatog
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MAaioto 5.7: Aéktng M-PSK
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. %%

o° 0P o° of oP

%% ALoapdpewon FM OApATOG OUVEXOUG @AOHATOG

clear all; close all;

%% ®opthveTtal to apxelo pe to ofpa PBaoiLxking {dvng, Tn ouxvoérnta
% delypatoAnyiag Fs xal 1o dLAVUOPA TWV OCUXVOTATWV

% tng lbdvng petdpaong fe=[fl £2], avnypévev w¢ npog Fs

load sima_lp;

Fl = fc(l); % opLakf ouxvétnta Lbdvng dLéAeuong

F2 = fc(2); % oplakfy ouxvétnta {Ovng oamoxomig

figure; pwelch(sima_lp, [1,[],[],Fs);

. % T'lvetal nikveon tou mAéypatog delypatoAnyioag (xD)

. D=8;

. sima_lp=upsample (sima_lp,D); Fs=Fs*D;

. sima_lp=sima_lp/max(sima_lp);

. F1=F1/D; F2=F2/D; % oL ouxvOInteg QamoxomAG¢ oto Véo mAfyua

. t=[1l:length(sima_lp)]'/Fs;

. % BoOunmepatd @LATPEPLOPO

. order=D*64; % mpémel va aufdvel avéAoyo tou D

. hpm=firpm(order, [0 F1 F2 0.5]*2, [1 1 0 0]);

. s=conv(sima_lp,hpm); s=s(order/2+(l:length(sima_lp)))/max(s);

figure; pwelch(s, [], [1, [], Fs);

. Fc = 10*F2*Fs; % carrier frequency for SSB modulation
. %% ALopdpowon FM
. % (o) Mixkpfic amdéxkAiong ouxvétntag: freqdev=Fs*F2/5

freqdev=F2*Fs/5;

. y = fmmod(s,Fc,Fs,freqdev); % Modulate.

figure; pwelch(y, [1,[]1,[],Fs);

. y = awgn(y, 25, 'measured'); % mpocOrnxn 6opUfou

figure; pwelch(y, [1,[]1,[],Fs);

. %% Zovomepatd QLATPApLOpa mPLV TNV amod Loapdpewon
. DR=freqdev/ (F2*Fs) ;

fl=Fc/Fs- (DR+2) *F2; fh=Fc/Fs+(DR+2)*F2; % Carson's rule

. M=128;
. hpm=firpm(M, [0 f1*0.95 £1*1.02 fh*0.98 fh*1.05 0.5]*2,

[001100]);
figure; freqz(hpm,1,512,Fs);

. y=conv (y,hpm); y=y(M/2+(1l:length(sima_lp)));

figure; pwelch(y, [1, [1, [], Fs);

z = fmdemod(y, Fc,Fs, freqdev); % Demodulate.
figure; pwelch(z, [1,[],[],Fs);

. % BaOubnepatd @iAtpdplopa Parks-McClellan

f1=F2; f2=1.1*fl; order=64*D;
fpts=[0 £1 £2 0.5]1*2;

. mag=[1 1 0 0]; wt=[1 1];
. b = firpm(order, fpts,mag,wt) ;

z_lp=conv(z,b); z_lp=z_lp(order/2+(l:length(s)));
figure; pwelch(z_lp,[]1,I[],[],Fs);

. % Plot the original and recovered signals.
. n=[40*D:40*D+600] ;

figure; plot(t(n),s(n),'k-",t(n),z_lp(n),'rc");

. grid; axis([min(t(n)) max(t(n)) 1.2*min(s(n)) 1l.2*max(s(n))]);
. legend('apxtxkd ofpa', 'teAlkd ofua');

figure; pwelch (downsample(z_lp,D), [],[],[],Fs/D);

. %% Enavodopfdvovioal Ta nopondve pe HeEYOAUTeEpn omdKALOn
. % ouxvétntag (B) freqdev=F2*Fs*2

Noa nopatnenel to trade-off petafl elpoug IOVNGg Kol
oupnepLeopdc otov 06puBo (pLxrpd SNR=25, pey&ro SNR=40)

Noa yivouv ta nopoméve pe kol Xwpi¢ to {wvomepatd @LATPEPLORA
Kol vo nmopatnen@ei n enidpaon tou gUpoug IOvng tou dLalAou:
2* (DR+2) *F2, yLa pey&io DR, 2*DR*F2, yiLa pLkpd DR

Kawdwkag 2.6: Alapdpdwon FM pe orjpa ouvexoug daopatog
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%% Mopaywyl] CHpATOC TPLOV TOVeV Kal dLapdppworn SSB
%

clear all; close all;

%% ofpa PBaocLKAG {Ovng — TPLOV TOVEV

f1=1; £2=3; £3=12;

Fs=180; % ouxvointa de&lypatoAnyiag

order=256; % 1&fn FIR @iAtpwv

Fc=30; % ouxvornta @£&poviog

t=[0:1/Fs:20]"'; % mAéypa delypoatoAnyiag

. s=4*cos (2*pi*fl*t)+8*cos (2*pi*f2*t)+10*cos (2*pi*£3*t);

. % @dopa cfpatog PBaclkHg {OdvNg
. figure; pwelch(s,[]1,I[]1,[]1,Fs);

%% ®(ATpo petaoxnpatiopoy Hilbert Kat QavaAuTtLKS onpa
% KpouoT LKN amdkplon @iAtpou (FIR)
b=firpm(order, [0.01 0.99], [1 1], 'Hilbert'");

a=1;

figure; stem(b(order/2-28:order/2+29)); grid;

% ambdkpLon ouxvotntag QLATpou

[H,F] = freqz(b,a,512,Fs);

figure;

subplot(2,1,1); plot(F,20*log(abs(H))); grid;

. title ('Anbkpion ocuxvétntag @iATpou petacy. Hilbert');
23c
24.
25
26.
27 o
28.
29.
30.
31.
S
33.
34.
S5
36.
S/
38.
39.
40.
41.
42.
43.

subplot(2,1,2); plot(F,phase(H)); grid;

%

u=[zeros(l,order/2) 1 zeros(l,order/2)]; % @iAtpo kaBUcTEépnong
sl=conv(s,u); % oapxlLkd onpa, kabuotepnpévo kKatd& order/2
s2=conv(s,b); % o0 peraoyxnuatiopdg Hilbert TtoU ofpatog

sl = sl(order/2+(l:1length(s))); % mepLxomn oupdv

s2 = s2(order/2+(l:1length(s))); % "

9

%% EVaAAOKT LKL vAomoinon @iAtpou Hilbert pe tn pébodo mapadipav

o

% order=4*64; % mnpémnel va eival moAAami&oclio tou 4
% h(order/2+1)=0;

% for i=l:order/4

% h(order/2+1+2*i)=0; h(order/2+1-2*i)=0;

% h(order/2+42*i)=2/pi/(2*i-1);

% h(order/2-2*i)=2/pi/ (2*i-1);

% end

% freqz(h); % DUPATNPAOCTE TLC KUPHATOOELG KOVI& OTLC OPLAKEG OUYXV
% wk=kaiser (length (h),5); hw=h.*wk’;

% freqz(hw); % 1dpa €ivoal KoAUtepa!

%

(ouveyileta)

Kwbkag 2.2: Alapopdwan SSB e orjpa SlakpLtwy Tovwv
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%% Alapdppwon FM pe ofjpa 8Uo téVOV
clear all; close all;
Fs = 10000; % Suxvétnta detlypoatoAnyiog
t = [0:2*Fs+1]'/Fs; % nAéypa deLypatoAnyiag
F1=19; F2=400; Al1=0.2; A2=1;
%% pLkpol oxetTLk& deixkteg dLapdppwong
freqdev=F2/5;
bl=Al*freqdev/Fl; b2=A2*freqdev/F2;
X = Al*cos (2*pi*Fl*t) + A2*cos (2*pi*F2*t);
. figure; pwelch(x,[],[],[]1,Fs);
.Fc = 10*F2; % ouxvétnta @€poviog
. % diapdppwon FM
. y=cos (2*pi*Fc*t+bl*sin (2*pi*F1*t) +b2*sin (2*pi*F2*t));
14. % evodlaxtik&, pe xpnon tng fmmod
15. % y = fmmod (x,Fc,Fs, freqdev); % Modulate.
16. figure; pwelch(y, [1,([]1,[],Fs);
17.y = awgn(y, 15, 'measured'); % npdoOeon BopUfou
18. figure; pwelch(y, [1,[],[],Fs);
19. z = fmdemod (y,Fc,Fs, freqdev); % Demodulate.
20. figure; pwelch(z, [],[],[],Fs);
21. % BaBunepatd @iAtpo Parks-McClellan
22. f1=F2/Fs; £f2=1.5*%f1;
23. order=240;
24, fpts=[0 f1 £f2 0.5]*2;
25.mag=[1 1 0 0];
26.wt=[1 1];
27.b = firpm(order, fpts,mag,wt) ;
28. a=1;
29. % oxedLaopdg amdkplong @lAtpou
30. [H,F] = FREQZ(b,a,512,Fs);
31. figure; plot(F,20*log(abs(H)));
32.% LP filtering
33. z_lp=conv(z,b); z_lp=z_lp(order/2+(l:length(x)));
34. figure; pwelch(z_lp, [],[],[]1,Fs);
35. % T'phonua opXLXoU KoL TEALKOU OCHPNATOG
36.n=[40:600];
37. figure; plot(t(n),x(n),'k-',t(n),z_lp(n),'r'); grid;
38. axis([min(t(n)) max(t(n)) 1l.2*min(x(n)) 1l.2*max(x(n))]);
39. legend ('Apx k6 onpa', 'TeAikd onpa');
40. % OewpnT KOG UMOAOYLONOGC QOACHAT LKOV Ypappdv
41.z=[]; £=[];
42. for j=-4:4
43. for i=-5:5

WCoOoJdJo s WN K

e e
WO

44. f=[f Fc+j*F2+i*F1];

45, z=[z besselj (j,b2) *besselj (i, bl)];
46. end

47. end

48. 1logz=100+10*10ogl0((z."2)/2);

49. figure; stem(f,logz);

50. axis ([0 Fs/2 max(logz)-80 max(logz)+10]); grid

%% ARKHEH: I'io F1=19, F2=400, Al=0.2, A2=1, Fs=20000,

% freqdev=F2/5 (otevic ldvng) f freqdev=F2*5 (gupeiag ldvng),
% (o) Na mpooappootolv KatdAAnAa ta dpLa tou Bpdyxou 42-47

% (B) Na Bpedei 10 €Upog LHvng (-25db)meLpopat iKY KoL

% Bewpnt LKA KoL v ouykpLOel pe autd tou xavdva Carson

Kawdwkag 2.5: Alapdpdwon FM pe orjpa §0o tévwv
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%% [I[IPOEROMOIQEXH IIOMIOY-AEKTH OFDM

clear all; close all;

%% DVB-T 2K-mode --- map&petpot

K=1705; % apLOpdéc uvnod LavAwv

Kmax=K-1; Kmin=0; % péyLotog koL eAdxLotog delxking umnodLavAwv
Tu=224e-6; % nmepiodog oupRdrou OFDM (xpHoLpou)

0 S0 WN

Fi=1/Tu; % ambotaon unodLadAwv

d=0; % xAdopa diLoaotApatog acedAeitac {1/4,1/8,1/16,1/32}
9. delta=d*Tu; % JLAPKELA SLACTAUATOGC OACPHAE LAG
10. Ts=Tu+delta; % ouvoALkh dLdpxelo cupBdAou OFDM
11. Kx=2048; % extetapévo K: n mAnoiéctepn dGvoun tou 2, >K
12. % Ks=Kx;
13. % Tl kaAUTepa amotedéopata, o¢ emlAeyel Ks dLmAdoLo tou Kx
14. Ks=2*Kx;
15. Fs=Ks*Fi; % ouxvétnta delypatoAndiag
16. T=1/Fs; % nepiodog delypatoAnyiog, Tu/ (2*Kx)
17. fc=4*Fs; % @épouca ouxvéinta RF
18. %% &AAeg mopduetpol
19.M = 16; % péyebog onuAaTLKOU aoTEPLOPOU yLlo kAOE
20.% ... vnodiaulo (edd® otabepd, otn yeviky mepimtwon OxL)
2l1.m = log2(M); % apLOpdc bits avé unodiauro
22.Ns = 5; % opLOpdéc OFDM oupPdAwv mpog gfopolwon
23. n=Ns*K*m; % OoUvoALkOG apLOudg bits mpog efopoliwon
24. nsamp = 16; % map&yovtag umepde LypdTLong TV OVOAOYLKRAOV onuidtwov
25. Tn=T/nsamp; % neplodo¢ umepdelypdtLong
26. %% AxroAovubia eLodédou
27.% Anuloupyia duadlLkig axkoAoudiag (dL&vuoua) .
28. x = randint(n,1l); % tuxala duadLkf akoloudbia
29. %% Anei.xévion te@v bits oe oUppora QAM- xwdiLxomoinon Gray
30. % To dL&vuopa mapping $ oavoadiatdooel TLG dUad LKEQ
31. $(tetphpniteg €d0) Aéfeig {0,1,...15} oe oxnuatioud
32. % ratdAAndo via xwdilkomoinon Gray amd tn ouvdptnon
33. % gammod tou MATLAB. EvalMAoktLlk&, pmopel va akoloubndel
34. % n mpooéyylLon tng mopaypdeou 5.2.4
35.mapping = [0 1 3 2 45 7 6 12 13 15 14 8 9 11 10]1.';
36. % Opadomoinon twv bits avéd m (edd® 4) koL petotpomny o dekadLkd
37. xsym = bi2de(reshape(x,m,length(x)/m)."', 'left-msb');
38. xsym = mapping(xsym+l); % smavadidtaén yla keodlkomoinon Gray
39.y = gammod (xsym,M) '; % piLyadik& ovpBora QAM (Gray)
40. %% Avtictoixlon ouppPdéAav QAM cs oUpfoAa OFDM
41.s_tilde_1d=[]; % 6Aa ta oGuBoda OFDM og povodL&otato O LAvUuoHa
42. for i=1:Ns % vunmoAoyLopdég Ns OFDM cupRdrwv
43, Idl= (a=1) 9krile 2=alsiky ke=(kirlR) /26
44 . dummy=zeros (Ks, 1);
45. dummy (1: ((K+1)/2))=y(kc:k2) ;
46. dummy ( (Ks- (K+1) /2+2) :Ks) =y (k1: (kc-1));
AyERSEcn G el (EPES ER s EREERE(dtmm K SH N
48. s_tilde_1d=[s_tilde_1d;s_tilde(:,1i)];
49. end

(ouveyitetal)

Kwéwkag 8.1 (1/4): Noundg kat Aéktng OFDM (cuveyiletat)
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% Avad Lk peTddo0n PEe NULTOVLIKOUG HOAPOUG SLOQOPET LKAV CUXVOTAT®V
clear all; close all;

b=[1 00 1 1 0]; % n duadLkh axkoloublo mpog petddoon
t=[0:0.1:2*pi]"'; % 10 xpovikd mAéypa proag Poacikig mepLddou, T
Ns=length (t) ;

9 sl=sin(t); s2=sin(2*t); % oL dUo maAuol

10 El=sum(sl.”2); E2=sum(s2.72); % 1n eVEépPyeld TV MIOUAROV

11 for i=0:Ns-1

12 gl (Ns-1i)=sl(i+1l); % mpoocopuoocpévo #1
13 g2 (Ns-1)=s2(i+1l); % mpoocopuoopévo #2
14 end

15 SNRdb=5; SNRin=10"(SNRdb/10); % eumi1Ouunté SNR
16 Sin=1/2*(E1+E2)/Ns; % (uéon) LoxUc¢ ofuatocg gLobddou

17 Nin=Sin/SNRin; % LoxUg BopURou

18 for k=1l:length(b) % via kGBe bit eL06dou eniAefe aviiotolyxo moaiud
19 if b(k)== s=sl;

20 else s=s2;

21 end

22 w=wgn (Ns,1,10*1ogl0(Nin)); % Aeukdg ykaouo. BopUPog LoxGog Nin
23 r=s+w; % BopuPBddeg onpa

24 S(:,k)=s; R(:,k)=r;

25 ho=conv(gl,r); Hol(:,k)=ho(1l:Ns);

26 ho=conv(g2,r); Ho2(:,k)=ho(1l:Ns);

27 clear s hoj;

28 end

29 $%%%% plots

30 m=max([max(max(Hol)); max(max(Ho2))]);
31 Hol=3*Hol/m; Ho2=3*Ho2/m;

32  figure; ylim([-3,31); hold;

33 for k=1:length (b)

34 tl=t/2/pi+(k-1);

35 tmax=tl (length (tl));

36 line(tl,S(:,k),'Color', 'black', 'Linewidth', 2);

37 plot (t1,R(:,k),'k");

38 line ([tmax, tmax], ..

39 [-3,3],'Color', 'black', 'Linestyle', ':', 'Linewidth',1);

40 text (tmax-0.5,2,int2str(b(k)), 'Fontsize',14);

41 end

42 title(['GopuBddec onuo e€L06dou —- SNRin=',num2str (SNRdb), ' db']);

43 xlabel ('xT', 'Fontsize',12);
44  hold; figure;

45 ylim([-4,4]); hold;

46 for k=1:length (b)

47 tl=t/2/pi+(k-1);

48 tmax=tl (length (tl));

49 plot (tl,Hol(:,k), 'color', 'black', 'Linewidth',2);

50 plot (tl,Ho2(:,k), 'color', 'black', 'Linestyle','--','Linewidth',2);

51 line ([tmax, tmax], [-3,3], 'Color',..

52 'black', 'Linestyle',':', 'Linewidth',1);

53 text (tmax-0.5,2,int2str(b(k)), 'Fontsize',14);

54 text (tl (length(tl)-3),3.2, '\downarrow', 'Fontsize',10);

55 end

56 text (tl(length(tl))/2,3.7,'ctiypég deLypotornyiog', 'Fontsize', 8);

57 title(['Efodog mpoocapuoopéveyv @iAtpev -- SNRin=',num2str (SNRdb), '
db']);

58 xlabel ('xT', 'Fontsize',12);

59 hold;

Kwéikag3.1: Efopoiwon mpooappoopévwv didtpwv yia BopuBwdn nuitovika ofpata piog Kot
U0 mepLodwv
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function [ber,numBits] = ask ber func(EbNo, maxNumErrs, maxNumBits)
% Import Java class for BERTool.

import com.mathworks.toolbox.comm.BERTool ;

% Initialize variables related to exit criteria.

totErr = 0; % Number of errors observed

numBits = 0; % Number of bits processed

% A. ——— Set up parameters. —---

% ——— INSERT YOUR CODE HERE.

k=3; % number of bits per symbol

Nsymb=2000; % number of symbols in each run

nsamp=16; % oversampling,i.e. number of samples per T

% Simulate until number of errors exceeds maxNumErrs
% or number of bits processed exceeds maxNumBits.
while ((totErr < maxNumErrs) && (numBits < maxNumBits))
% Check if the user clicked the Stop button of BERTool.
if (BERTool.getSimulationStop)
break;
end
% B. —-—— INSERT YOUR CODE HERE.
errors=ask errors (k,Nsymb,6 nsamp,EbNo) ;
% Assume Gray coding: 1 symbol error ==> 1 bit error
totErr=totErr+errors;
numBits=numBits + k*Nsymb;
end % End of loop
% Compute the BER
ber = totErr/numBits;

Kwdkag 3.4: Tuvaptnon ektipnong Aabwv — kakeitat anod to bertool
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103. %%% OLAtpdpLopa UYnAdV ouvioTwodv @&opatog (Parks-McClellan)

104. sr_tilde 1d=[];

105. f1=1/3; f2=2*f1;

106. order=40; fpts=[0 f1 f2 1];

107. mag=[1 1 0 0]; wt=[1 11;

108. b = firpm(order, fpts,mag,wt); a=1;

109. for i=l:length(sr(l,:))

110. dummy=[sr(:,1);zeros(order,1)];

111. dummyl=2*filter (b, a,dumnmy) ;

112. delay=order/2; % group delay

113. %%% Na tebel delay=0 kal vo napatnpendolv Ta omoTeA£OpATA.

114. sr_tilde up(:,i)=dummyl (delay+(1:1length(tn)));

115. sr_tilde_1ld=[sr_tilde_1ld;sr_tilde_up(:,i)];

116. end

117. figure(9); % Ifua 'ovaAoylké' OFDM BacLKAG COVNG (RX)

118. subplot(211);

119. plot(tn(l:40*nsamp),real (sritildeiup (1:40*nsamp,1)));

120. figure(9); subplot (212);

121. plot(tn(l:40*nsamp),imag (sritildeiup (1:40*nsamp, 1)));

122. figure(10); % @&opa 'ovoAOYLKOU' OFDM CAPXTOG OTOV SEKTN

11Z3 pwelch(srﬁtildeild, [1,[1,[],nsamp/T) ;

124. clear sr_tilde 1d;

125. % Ymodelyp&Tion ohpatog OFDM

126. sr tilde=downsample(sr tilde up,nsamp) ;

127. figure(11l); % deiypata AneOEévViev oupPéAev OFDM

128. subplot(211); stem(t(1:40),real(sr tilde(1:40,1))

1L2G subplot (212); stem(t(1:40),imag (sr:tilde (1:40,1))

130. sr_tilde 1d=[];

131. for i=l:length(sr_tilde(1,:))

132. sr_tilde_1ld=[sr_tilde_ld;sr_tilde(:,1)];

iSSP Enl

134. figure(12); % @&opo AneOéviev ouppoéAev (T-grid)

135. pwelch(sr tilde 14, I[1,I[1,[1,1/T):

136. % YmoAoylopdc oupPorev QAM pe FFT Tov oupPOAe@v OFDM

137. yr=[1;

138. for i=l:length(sr_tilde(1,:));

139. dummy=1/Ks*fft(sr tilde(:,1i), Ks):

140. yr=[yr;dummy ( (KS*TK+1)/2+2) :Ks) ;dummy (1: ( (K+1) /2))1;

141. end

142. scatterplot (yr);

18, =======c===c=======s=======sco=s==========

144. %% MARyn GopuPddoug ORpATOC

145. % EmovoAaupévovial Ta mponyoUpevo PHUaTo @Opaong otov SEKTI),

146. % ool mpooteBel oto {wvomepatd ONuot AEUKOC YKOOUCLOVOG
06pupog

147. SNR=10; % in db

148. sn=awgn(s,SNR, 'measured’);

149. clear sld sr tilde up sr tilde 1d sr tilde;

150. sr_ld=[]; N B N B

151. for i=1:Ns

152. se(:,1) = sn(:,i).*exp(-1j*2*pi*fc*tn);

153. sr_1d = [sr_1d; sr(:,i)]:

154. end -

)i
0

(ouvexiteta)

Kw8wag 8.1 (3/4): Mourog kat Aéktng OFDM (ouveyiletar)
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Function errors=gam errors (k,Nsymb,nsamp, EbNo)

H ouvdpTnon ouTh €£OHOLOVEL TNV IUPAY®YE KXl QIOK®S LKOIO L non
QopuPddoug akoloubiag M-QAM mARPoUG opOoywvikKoU mAéyuatog LxL,
petpdel de KoL €MLOTPEPEL TOV APlOUd TV MAPATNPOUHEVOV AXOOV .

k gival o apLBudc twv bits avd oltuporo (&ptiog), étor L=2"(k/2).
Nsymb €ilval TO UAKOG ING OopayOpevng okKoAoubiog ocupRorwv,

nsamp €ivol 0 OUVIEAeOTAC unmepdeLypdtiong (aptB. deirypdtov/T),
EbNo sivatr o ovnypévog onuatofopuf itkdéc Adyog Eb/No, os db.

ol d© ol ol o o ol©

o

. M=2"k; L=sqrt(M);

. SNR=EbNo-10*10g10 (nsamp/k); % SNR avé delyua onpatog
. x=2*floor (L*rand(1,Nsymb) )-L+1; % in-phase

. y=2*floor (L*rand(1,Nsymb) )-L+1; % quadrature

o

. u=x+i*y; % AVOAUT LKO onuo QAM (BoolkAg (OVNG)
. h=ones (1, nsamp) ;% kpouoT. omokp. @LATpou moumo¥ (opboy. HaAPOS)

o

. ztx=upsample (u,nsamp) ; $ HPETATPEONN OTO IUKVO MAEYHX

o

. ztx=conv(ztx,h); % To HmPOG €KIOWUMNI ONUX

. ztx=ztx (1:Nsymb*nsamp) ;$ HePLKOOTETAL I| OUPA IIOU Q@NVeL I) OUVEALEN
. Pztx=10*10gl0 (ztx*ztx'/length (ztx)) ;% L1oxU¢ pLyad L koU ofupatog,ce db
. Pn=Pztx-SNR; % ovtioTtoLxn LoxUg pLyadikoU GopUPfou, oe db

. Pnx=10"(Pn/10) /2; Pny=Pnx; % LoXUg kK&Oe pLaG OUVLOTOONG OopURou

. nx=sqrt (Pnx) *randn (1, length (ztx)) ;

. ny=sqgrt (Pny) *randn (1, length (ztx)) ;

. n=nx+i*ny; % PLyodLkd onpo BopUfou

. znoisy=ztx+n; % BopuPddec pLyodLkd QAM onua

oo

. z=reshape (znoisy, nsamp, length (znoisy) /nsamp) ;

. matched=h;

. zrx-matched*z/nsamp;

. zi=real (zrx); zg=imag(zrx); % in phase & quadrature components
L1=[-L+1:2:L-1];

. for p=1l:length(zrx)

o

[m, j]=min (abs (1-zi(p)));
zi(p)=1(J);
[m, j]1=min (abs (1-zq(p))) ;
zq(p)=1(3);

. end

. err=not (u==(zi+i*zq)) ;

. errors=sum(err) ;

. % Oewpnt KOG uUmoAoylopdg Pe & Pb

. % Pe=2*(L-1)/L*erfc(sqrt(3*k/2/(L"2-1)*10" (EbNo/10)));
. % Pb=Pe/log2 (M) ;

. end

Kwdwag 5.1: Tuvdptnon mapaywyng kat pwpaong Bopupwdoug avaAutikol oripato¢ QAM

TAfpou¢ 0pBoywVIKOU TIAEYUATOG, KABWE Kot KATaHETPNOoNng Twv Aabwv
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Mua pila a evog Tpatapykod molvwvopov Babuod m wavoroei t oyéon (I1.1), pe
222

TOV OOUOTOG Vo €ivol GE OUOLLOVOCT|HAVTN
avtiotoyio pe Ta 2™ Srakpitd ToAv®VLNE, opiopéva Onwg ot (I1.2).

10 otoygia 0,1, a, d,...,a

Ambédeitn: Ta povovopa X, i=0,1,2,...2™-2, ypéoovtar, pe Béon m diaipeon Toug pe 10 pm(X),
om popefy X' =5p,(X)p, (X)+a,(X), divovtag og vedrowa ta 2™ -1 Swkpird moAvGVLRL
a4(X), Babpov 1o mord m-1. To 611 T TOAVAOVVHA ai(X) eivon Srakprrd peta&d Tovg amoderkvieTan
og &&fg: Ag vmoBécovpe 6Tl g (X) = a,(X), i<j<2"-1, mepintoon katd v omoia Ha
sipope X' (1+X7) = (b,(X) +b;(X))p,,(X) » ©pdypa Gromo, apod ta p, (X) Kot X givan
TpdTo. PETOED TOVG KA 10 p (X) Sev Suoupei 10 14X, g mpotapxko6 (j-i<2™ -1). Emmfov,
enewdn 10 a eivon pia tov p (X)), moipvovpe:

a' =b(a)p,(@)+a(a)=a,(a), i=0]1,..2" -2, mpdypa mov  Bepehdver VY
QpEYOVOSTILavVTY aviiotorgio petaéd Tmv Suvapemv Tov a Kol TV S1KPITOV TOAVOVON®V-
VIOAOI®V g, (X) - Téhog, enewdi] 10 p (X) Swmpei o Sibvopo X" +1, Ba givan @ +1=0

M a®" ' =1, ondte £Yovpe TNV KUKAIKT AVOTAPAY®YT] TOV GTOLEI®V TOL GOUOTOG.
0.6.8.
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%% ALapdppnon SSB KAT® MAEUPLKAC {Ovne (tUmou Hartley)
ssb=sqrt (2) * (sl.*cos (2*pi*Fc*t) +s2.*sin(2*pi*Fc*t)) ;

% Gvw TAgUpLKH SSB

% ssbl=sqrt (2) *sl.*cos (2*pi*Fc*t)-s2.*sin (2*pi*Fc*t);
figure; pwelch(ssb, [],[]1,[]1,Fs); % e&opa ofjpatog SSB
%% EVOAAAKT LKL HOopaywyl ofpato¢ ssb: dsb -->1p--> ssb
dsb=sqrt (2) *s.*cos (2*pi*Fc*t); % ofjux AM (DSB-SC)
figure; pwelch(dsb, [1,[],[]1,Fs); % ¢&opoa ofjpatog DSB-SC
fpts=[0 Fc-0.98*fl1 Fc+0.98*fl1 Fs/2]*2/Fs;

b = firpm(order, fpts, [1 1 0 0], [1 1]);

ssbl=conv (dsb,b); ssbl=ssbl(order/2+(1l:length(s)));
ssbl=2*ssbl; % d16pbwon KAipakag yLo 10 sSsb

figure; pwelch(ssbl,[]1,[1,[]1,Fs); % ¢&opa ofuatog ssbl

%

clear z zl z2;

$% omod LapdpPwon —-—

z=sqrt (2) *ssb.*cos (2*pi*Fc*t) ;
figure; pwelch(z,[1,[]1,[]1,Fs);

[

% Bobunepatd @iAtpo Parks-McClellan
F1=1.1*f3/Fs; F2=1.5*F1;

fpts=[0 F1 F2 0.5]*2;

mag=[1 1 0 0];

wt=[1 1];

= firpm(order, fpts, mag,wt) ;

15

andékpLon Poabunepatol @LATpou

[H,F] = freqz(b,a, 512, 'whole’',Fs);
figure; freqz(b,a,512,Fs);

b
a:
%
%

$ Boabunepatd @LATPEPLOPX

z lp=conv(z,b); z_lp=z_lp(order/2+(1:length(s)));
figure; pwelch(z 1p, [1,[1,[]1,Fs);

figure;

n=[100:300]; tl=t(n)*1000;

subplot(2,1,1); plot(tl,s(n));
maxs=max (s) ; mins=min (s);

axis([min(tl) max(tl) mins*1.1 maxs*1.1]);
title('apxitkd ofjpa ');

grid;

subplot(2,1,2); plot(tl, z 1p(n));
axis([min(tl) max(tl) mins*1.1 maxs*1.1]);
xlabel ('xpoévog (msec)');

title('ofpa pet& TV amodLoapdpewon') ;
grid;

Kwdikag 2.2: (cuvéxela) Alapopdwaon SSB — ZAUa SLOKPLTWY TOVWV
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5. MoMamactdfovrag to g(x) e x* maipvoupe to moAuwvupo x*g(x), to onoio,
Slapolpevo He x"+1, Siveu xg(x)=x"+1+g®(x) [
g(x)+g® @) =x"+1. A& o g¥(x), we kwdwd moAudvupo, eival
noMamdolo tou g(x). Autd onupaiver 6t kat to x"+1 elvar teAkd
noMardoto tou g(x) .

6. Avtiotpoda: Eotw to moAuwvupo g(x) , Babuou n-k, mapdyovtagtou x” +1. Ta
noAudvupa g(x), xg(x), x’g(x), ... x*'g(x) eivar bAa Babpoy ikpdTEPOU F
ioou pe n-1, emopévwg to 810 LOoXUEL KaL YL KABE YPOUUIKO TOUG OUVEUAOUO
u(x) = (@, +ax +...+a,_x*)g(x). Yndpxouv axkpiBig 2* tétola moAuwvupa,
6Aa toAarmAdota tou g(x) , Ta omoia Kat 6UVLETOUV évav YPappiKo KSiKa (1,k).

O KWSKaG autdg eivat KUKALKOG. Mpdypartt, av éva and ta mapandvw KwdKa
moAuwvupa TIOAQAQOLOOTEL ME X SiveL:

2
xu(x) =ux+ux” +..+u,_x"

=u, (" + 1)+, +upx+.tu, x")=u, (" +1)+u®(x),

émou to u® (x) eivar n kukhwr oAioBnon tou u(x) katd éva. Enedn ta xu(x) Kat
x" +1 eivat ket ta 6o toMarmdota tou g(x) , to isto toxvet kat pe o u® (x).
6.£.5.

MAaioto 9.12: Mevetrpla MOAUVWVURA KUKAKWY KWwSIKwV — Oewpnua
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MAaiolo 6.12: Nukvdtnta paopatog LoxVog onudtwv FSK
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akohouBia meplypadrg Twv Kupatopopdwy Tou (a)
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MAaiowo 5.5: Inuatikol acteplopoi kot uoxwpot anddaong yia tnv M-PSK, M=2,4,8
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Ifpara-ene§epyaocia

Napadeypa Kwdwka
vlonoinong/ontikonoinong

OnTIKOMOLNUEVO ANOTEAECHA

%% Sfia BaoixAg bvng - 0o Tévev

1. ZApa MAnpodoplag, x clear all; close all;
(1xN) £1=1; £2=12;
Fs=80; % ouxvétnta SelypatoAnylag
t=[0:1/Fs:40]; % mAéypa delypatoAnylag
x=10*C0s (2*pi*£1*t) +5*COS (2*pi*£2*t) ;
| % Ontixomo(non ofiuatog & 60 mEOTGV SELYRAT@V
»  Yroloyiopdg Loxvog figure; plot(t(1:60),x(1:60),'r');
ofpatog, Px hold on; stem(t(1:60),x(1:60)); hold off;
»  Ynoloylopdg
"”","émm‘: $doparog %% Ynooylopég LOXUOG & MUKV. @aop. LoX00g (psd) 1
oxvog ofjparog (psd) Px=x*x'/length(x) % Px~62.55 [Bewp.=(10°2+5%2)/2] I
Px=sum(x.”2)/length(x) % evallaxtikbG unoloyLopbdg i
Pxdb=10*1ogl0(Px); % n ioxig oe dbW 1o
% Ynoloyiopég & omtixomolnon psd §’°
tigure; pwelch(x, (1,1, [1,Fs); -
Irjpa Aeukoo,
2. ykaoualavol %% Sfipa AEUKoU, yxaouoiavoy 8optPou, LOXUoG Pn,
BopUBou, n, toxlogPn | EtoL Gote Px/Pa->SNR db T S ey e
. SNR=15; Pndb=Pxdb-SNR; Pn=10"(Pndb/10);
(dbW): Pxdb- n=wgn (1, length (x) , Pndb) ;
Pndb=SNR(db) % Méon mukvéTnTa QAORATOG LOXGOG BoplBoy
n_psd=Pndb-10*10g10 (Fs/2); % =-13.058 dbW
% EvB6puBo ofiua xat ontixomoinon psd
EvO6puBo orfjua, xn, xn=x+n; figure; pwelch(xn, [], (], [],Fs);hold on;
SNR (db) % xn=awgn (x, SNR, 'measured'); % EVGAAGKT K&
£=(1:Fs/200:Fs/2); p=n_psd*ones(l,length(f));
plot(f,p, 'r');axis ([0 Fs/2 -50 30]); hold off;
R R TR = % ® w
Fraaary 040 n_psd=
B
u)ln,;mm
3 »  Suvéhién - %% SUVvEALEN - @LATPAPLONA ONUATOV T s e e
: tl}\tgdgw a % YmoloyLondg xpouotikfi¢ andkp. Badum. e o
@i{Atpou o T
£=[0 2 3 Fs/2]/(Fs/2); mag=[1 1 0 0]; i 5
BaBunepatd dpiktpo h_lp=firpm(128,£f,mag); %FIR Parks-MacClellan N
wvtool (h_lp) % améxpion xpévou & ouxvéintag | el .
% freqz (h_lp);% améxplLon ouxvéintag @iAtpou - e —
xn_lp=conv (xn,h_lp, 'same') ; $Epappoyf| @iAtpou .
figure; pwelch(xn_lp,[],[],[],Fs); ]
{
4. >  ZuvéNdn-
= =
dikrpdpiopa %% SuvéALEn - @LATP&PLOPA ONETOV (OUVEXELa) |
% YmoAoy'op6G XPOUOT LKAC améKp. (evom. @IATPOU €.
Zwvonepaté diktpo £=[0 10 11 14 Fs/2]/(Fs/2); mag=(0 0 1 1 0 0]; i
h_bp=firpm(128, f,mag); % FIR Parks-MacClellan
wvtool (h_bp) % améxpion xpdvou & ouxvéTnTag
xn_bp=conv (xn,h_bp, 'same'); % Epapuoyf @i{Atpou e -

figure; pwelch(xn_bp, [1,(],[],Fs);
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MAaiolo 1.24: Baoikd Bewprjpata & 8iotnteg DTFT
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MAaiolo 8.7: IApata kot paopatd toug oto éktn OFDM, Ajbn pe B86puPo SNR=10:
(a) petd T dwpaon kot pv 10 GIATPAPLOPA TwV UPNAWY CUXVOTATWY,
(B) avahoyikd Baotkng {wvng, (v) Stakpttd Baotkrg {wvng (pwv tov FFT)

2B
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EfopoldveTtal TOo NANPEG oUCTINUO NMOUNoU—-d€KTIn QAM, pe aeIinplia
duad LK) akoAoubia mpog exmounrn. I'ivetal kwdlkomoinon
Gray, &v® T'kaouocLavog 66pufog npootibetal orto {wvonepatd
QAM ofua yia doocuévo onuatobopuPLkd Adyo Eb/No.

Alvetal duvatdINTa €NLAOYNG @iATPOU poppomnoinong PacLxkig {dGvng
(opboywvikd 11 Nyquist), evd petp&talr 1o BER petd 1n BEATLOTIN
artod LaApOPPWON HME TO AVII{CTOLXO IPOCHPHOCHEVO QLATPO.

M (=2"k, k Gptlo)eival 1O péyebog TOU ONuUATLKOU OaOTIEPLOMOU,

mapping €ival 10 pLyadLkd diLdvuocpa Tov M QAM cupufoAwv,
oe d1dtafn kwdlLkomoinong Gray

Nsymb givalL 1o PAKOG ING akoAouBioag QAM,

nsamp £€ival O CUVIEAEOTHG unepdelypdtiong, (# deirypdtwv/T)

EbNo givat o Adyoc Eb/No, in db

o R P P IO O IO P P P R H R

close all; clear all;
L=8; % LxL onupat lk6g¢ acteplopdg, L=271, 1>0
1=1og2(L); k=2*1; M=L"2;
Nsymb=30000;
pulse_type=1; % emiLAoyn rtrapezium w¢ @I{ATpou pop@omoinong
% pulse_type=0; % emiLAoyrn pop@omoinonGc opboywviKoU MaApoU
nsamp=16; % oOUvieAeoTHG unepdeLlyp&tiong, # delyp&twv/T
fc=4; % ouxvoTnta QEpPoviog, MoAAamAd&olo Tou Baud Rate (1/T)
EbNo=15; % Eb/No, oe db
SNR=EbNo-10*10gl10 (nsamp/k/2); % SNR ov& d&lypo oAuaToc
AR R AR AR R R R R AL AR EEE R AR AEEEE]
core=[1+i;1-i;-1+i;-1-1i];
mapping=core;
if(1>1)
for j=1:1-1
mapping=mapping+j*2*core (1) ;
mapping=[mapping;conj (mapping) ];
mapping=[mapping;-conj (mapping)];
end
end;
EEEEEELEELLELEEELT T LELEBEEBEEHD%S
555555 %  [IOMIIOE $%%3%%3%%%%%%
x=floor(2*rand (k*Nsymb, 1)); % tuxaio duadLKlf akoAoubio
xsym=bi2de (reshape (x, k, length (x) /k) ."', "left-msb") ';
y=I[17
for n=1l:length (xsym)
y=[y mapping (xsym(n)+1)];
end

(ouveyiletat)

Kwdwkag 5.2: E€opoiwon Moumol kat Aéktn QAM, oe meplBdAlov Aeukol aBpoloTikou

BopUPou
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5. o P S5mcr Danaty Essmare
» Nikvwon-apaiwon %% MUxveon-opaleon nAéypatog SelypatoAnylag 2o}
x_4=interp(x,4); % mUxvwon xaté& 4 ")
Théypatog figure; pwelch(x_4, (1,1, (],4*Fs); HIN
SetypatoAniog x_back=decimate (x_4,4) ; 5apaiwon xaté 4 (emavagopd) ;,,
figure; pwelch(x_back, [1,[],[],Fs); !,
ey o]
6 ten Pows Spuc Deraty e
N %% Alopbpgwon DSB
> Awauépdwon DSB Fc=4*£2; % ouxvétnTa EPOVTOG 2o
% Ilvetol xpfion tou mUkvold mAEypatog gm
Fs_4=4*Fs; t_4=[1:length(x_4)]/Fs_4;
x_plus=x_4+2*max (abs (x_4)); %ofipax Betikdv Tipdy 1ol
s_dsb=sqrt (2) *x_plus.*cos (2*pi*Fc*t_4); % DSB of
s_dsb_n=awgn (s_dsb, SNR, 'measured');
figure; pwelch(s_dsb_n, (1, (], [], Fs_4); 10}
Pty 041
7. > Anobwpdpdwon %% GwpatAg mepLP&ANovoag Mok P Scin Ooray st
DSB % To avaAUTLKS (GvomEpatéd offpa N
s_dsb_n_h=hilbert (s_dsb_n) /sqrt (2); _
% H meppéArovoa g
Ddwpartrig dsb_n_dm=abs (s_dsb_n_h) ; f o
dsb_n_dm=(dsb_n_dm-mean (dsb_n_dm) ) ; "
nspLBdMouaag % Bodunepatd @LATPEPLORA Kol apalwon ]
dsb_n_lp=decimate (dsb_n_dm, 4) ; “
figure; pwelch(dsb_n_lp, [], [], [], Fs); 0} t
e e e s
8 »  Awuédpdwon SSB %% Alan6pwon SSB ol
. o " % log tpomog: x --> DSB-SC -->(bp) SSB o
1% tponog: Fc=4*£2; % ouxvétnTa 9EPOVIOG R
x = DSB-SC >(bp) dsb_sc=sqrt (2) *x_4.*cos (2*pi*Fc*t_4); % DSB-SC .
5558 figure; pwelch(dsb_sc, [1,[],[],Fs_4); § -
fpts=(0 Fc-0.98*f1 Fc+0.98*f1 Fs_4/2]*2/Fs_4; oo —»{ LPF
b = firpm(512,fpts, (1 1 0 0], [171]); o]
ssbl=2*conv (dsb_sc,b, 'same') ; L
ssbl_n=awgn (ssbl, SNR, 'measured') ; T T Py 0™
figure; pwelch(ssbl_n, (], [],[],Fs_4); % ssb psd noise
o . % 20¢ TP6MOG: pECH TOU GVAAUTLKOU OfPATOC 20 stat Perer Seesaes ooty 8
2 pémoc: uéa,wtou % (n Guo nAeupixf AapBévetal pe Oetikd exOETn) ool
avaAutikoy ssb2=sqrt (2) *real (hilbert (x_4) .*exp (- -
ofjuartog 1i*2*pi*Fc*t_4)); [
ssb2_n=awgn (ssb2, SNR, 'measured'); % 80puBbdec £
figure; pwelch(ssb2_n, [1,[],[],Fs_4); % ssb2 psd =
9 »  Anobu wan SSB e
. %% Anodapépewon SSB o
% ssbl_n: 80pupbdec ofiua SSB X&TG MAEUPLKAG ZGVNG
ssb_n_dm=sqrt (2) *ssbl_n.*exp (-1i*2*pi*Fc*t_4); "
ssb_n_lp=decimate (ssb_n_dm,4); % LPF & opaion 3
ssb_n_lp=real (ssb_n_1p); §
figure; pwelch(ssb_n_lp, (1, (1, [], Fs); N
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% function rtrapezium -- square root trapezium (Nyquist filter)

oo

function [rtrfilter Hol=rtrapezium(nsamp,rolloff,delay)

FO = 1/2/nsamp; %

$ Yrmepdelypdt Lion, ylia Adyoug akplifeiac

dense=32;

nsampl=nsamp*dense;

a = rolloff;

F1=FO0* (1-a); F2=FO0* (1+a); % axkpolec ouyvorntec

N = 2*delay*nsampl; $ TGEN oilAtpou, €3O UNKOC KPOUOT LKAG ommdKPLOoNng

for k=1:N/2

f=(k-1)/N;

if (f<F1) Ho(k)=1;
elseif (£>F2) Ho(
else Ho(k)=max (0
end

Ho (N/2+1)=0;

o (N+2-k) =Ho (k) ;

k):
,1-(£-F1) / (F2-F1));

end
H=sqgrt (Ho) . *exp (j*pi* (N+2) / (N+1) *[0:N]) ;
h=ifft (H, 'symmetric') ;

$ meplkomr oupdc (opb. mupdduUpo)
M=N/dense;
for k=-M/2:M/2

rtrfilter (k+M/2+1)=h(N/2+1+k) ;
end

% KOVOV LKOTIO L norn

rtrfilter=rtrfilter/sqrt (sum(rtrfilter.”2));
end

Kwdwag 4.1: YAoroinon FIR iAtpou «pillag ypouULKAG TTWonG»
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MAaioto 8.3: Uotnpa OFDM: (a) mounag, (B) orjpata, (y) dektng
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MAaiowo 6.14:

AkoAouBieg kat ofjpata ntourtol MSK: (a),(8) akohouBia eLo68ou oe Aoyikr| Kat oAWK popdr

() petd tnv npokwsikomoinon, (8) ywviakn andkAan (7), (€) eykapoLeG CUVIOTWOEG BaoLKrG
{wvng onpatog MSK, (ot) orjpua MSK (f.=4/T)
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MAaiolo 9.8: Amnokwdikonoinon tou kwdka (6,3) tou MAatoiou 9.3: (a) kKUKAwWUA
napaywyng ouvépopwy, (B) kUKAwua anokwdikonoinong
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MAaioto 6.7: MapdAAnAn Sourj opro MSK
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38 %Syndrome calculation

39 s=gf([]l,m,d);

40 for i=1:2*t

41 s(i)=r(n);

42 for j=1l:n-1

43 s(i)=s(i)+(a”*i)*j*r(n-3j);
44 end

45 end

46 s=gf([]l,m,d); cons_s=gf([],m,d);
47 for i=1:t

48 for j=0:t-1

49 S=[S s(i+j)1:
50 end

51 cons_s (i)=-s(t+i);
52 end

53 S=reshape (S, t,length(S)/t)"';
54 if det(S)~=0

50) sigma=S~-l*cons_s';

56 % Find roots of sigma

57 s_roots_exp=[]; % vector of sigma roots exponents (of a)
58 for i=1:n-1

59 ai=a*i; sr=gf(l,m,d);

60 for j=1:t

61 sr=sr+sigma(j) *ai” (t-j+1);
62 end

63 if (sr==0)

64 s_roots_exp=[s_roots_exp i];
65 end

66 end

67 b=(a.”s_roots_exp).”-1; % iverses of sigma roots
68 er_pos=n-log(b); % error positions from ms digit
69 B=gf ([],m,d); cons_b=gf([],m,d);

70 for i=1:t

71 for j=1:t

72 B=[B b(j)"il;

73 end

74 cons_b(i)=s(i);

e end

76 B=reshape (B, t,length(B) /t) ';

77 er=(B*-1*cons b')"';

78 u=r;

79 for i=1l:length(er)

80 u(er_pos(i))=r(er_pos(i))+er(i);
81 end

82 r

83 u

84 else

85 disp ('Determinant equal zero'):;

86 end

87 555555533000 55555%%%0%%000505%%%%%%%0555555%%%%99595%%%%%

88 % Use high-level MATLAB functions for RS encoding & decoding

B I

90 msg = gf(zeros(l,k),m,d); % a message with k zero-value elements
91 r=rsenc(msg,n,k); % the rs-encoded message (n zeros)

92 r(3)=3; r(9)=8; r(l12)=11; % the specified errors

93 [u,cnumerr] = rsdec(r,n,k);% u: the decoded data message

94 % cnumerr: the number of errors found

MAaiolo 9.24: Anokwdikomnoinon R-S kwdika (15,9), Napddelyua 9.4.3
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MAaioo 9.18: Itolxeia Tou cWpatog GF(23) pe mpwtapxikd MoAVWVUNO 1+x+x®
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MAaiolo 9.1: AmAn kwdikornoinon StavAou pe mpooBrikn bits wootpiag: (a) amAf dpta
LooTiuia ava tpia bits Sedopévwy, (B) opydvwon Sedopévwy oe mivaka 8x8 kat
dptia wotipia avd ypauur kat otiAn — AldopBwaon evog amdou AdBoug
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MAaioto 1.10: Aoprj dpeong ulomoinong diktpou pe cuvaptnon
petadopdg 6nwg otnv e§iowaon (1.9)
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MAaiolo 6.11: OswpnTIKEG KAUMUAEG Kal onpeia e§opoiwong oupdwvng Kat
aoUudpwvng FSK
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MAaiolo 1.23: Napadeiypata euywy peTacxnpatopou Fourier
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MAaioto 1.3: AvoKATOOKEUH GFLOTOG CUVEXOUG XPOVOU 0o TV MApAoTach SLakpLtol
Xpovou
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TPAYUATIKO ofipa OFDM Bactkig Lwvng
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MAaioto 9.10: Mpdtumnn pritpa tou kwdika (6,3) Tou Mivaka oto MAaiolo 9.3
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% function vsb_lb filter - VSB-LSB filter

%

function vsb_lb fltr=vsb_lb filter (Fc,Fs,rolloff,delay)
FO = Fc/Fs;

% unepdelypdtion tng amdkpLong ouxvoéiniag, via axpifeia
dense=32;

a = rolloff; F1=F0*(l-a); F2=F0*(l+a); % oaxpaieg ouxvéinteqg
M = 2*delay*dense; % apLOpdg deilypdtev ouxvétntag

for k=1:M/2

10. f=(k-1) /M;

11.if (f<F1l) Ho(k)=1;

12. elseif (£>F2) Ho(k)=0;

13. else Ho(k)=max(0,1-(f-F1)/(F2-F1));

14. end

15. Ho (M/2+1)=0; Ho (M+2-k)=Ho (k) ;

16. end

17. H=Ho.*exp (j*pi* (M+2) / (M+1) *[0:M]) ;

18. % stem([0:M], abs(Ho)):;

19. h=ifft (H, 'symmetric');

20. % mepLxomnfy oupdv

21.N=M/dense;

22. for k=-N/2:N/2

23.vsb_lb (k+N/2+1)=h(M/2+1+k) ;

24. end

25. % mop&Oupo Kaiser kol kavovLkomo {non

26. wk=kaiser (length (vsb_1b)) ;

27.vsb_lb =vsb_lb.*wk';

28.vsb_lb_fltr=vsb_lb/sqrt (sum(vsb_lb."2));

29. end

OO U s WN

Kadwkag 2.3: Oiktpo VSB-LSB
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% Hoapayeyn kol enidelfn BopuPOd0OUG NULTOVLKOU CHPATOQ
% xabopLopévou SNR

%

close all; clear all;

£0=100; % ouxvoétnta oApATOqg

Fs=8000; % ouxvétnta delypatoAnyiag

t=0:1/Fs:2; % Xpovikd mAéypa deiypatoAnyiag, dLdpxeLag 2 sec

N=length(t);
x=sqrt (2) *sin (2*pi*f0*t); % diL&vuopa deLypdTOV NULTIOVLKOU CHpATOQ
Px=sum(x."2) /N % LOXU¢ ofpatog: mepimou 1 watt (0 dbw)

. n=wgn(1l,N,-10); % dL&vuopa deLYypPATOV AEUKOU YKAOUCLOVOU BopURou

Pn= sum(n.”2)/length(n) % LOXUGg BopUBou: mepimou 0.1 (-10 dBW)
% YmoloyLopdg xal oxediaon Lotoypdupatog

[m,H]=hist (n,30);

figure; bar(H,m/length(n));

y=x+n; % 1TO BopuPOdEC ofjpa

figure;

plot(t(1:500),y(1:500)); % EZxediaon tpApatog Bopufddoug oCHHATOG
% Qoopat LK) av&Auon 6opuBddoug oApaTOog

figure; pwelch(y,[1,[],[],Fs);

. h=fft (y) /sqrt(N);

figure; plot(20*1logl0 (abs(h)));

Kw8wag 1.1: MNapaywyr kat enidel§n BopuBwdoug nuitovikol orjpatog
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Mhaiowo 1.4: (a) Aetyparohnia Kat avakaTaokeur avahoyikod GRHATOG KE
TapeBoM uVEXOUS XpVoU (B) DAOHa GfHATOS BLakpLTol povou






OEBPS/image/Image4900.JPG
(ouvéxein)

50. % xpovik& dlLaviopata dLApKeLAG €vOG oupfdéiou QFDM
51.t = [0:T:Tu-T]'; % T-grid vector -- length(t)=2*Kx
52. tn=[0:Tn:Tu-Tn]'; % Tn-grid vector -- length (tn)=nsamp*2*Kx
53. figure(1); % delypata cupBdrou OFDM (T-grid)
54. subplot (211);
55. stem(t (1:40),real (sitilde (1:40,1)));
56. subplot (212);
57. stem(t (1:40),imag(s tilde(1:40,1)));
58. figure (2); % Q&opA TOV oupPOA@V OFDM (T-grid)
59. pwelch(s_tilde 1d, [1,[1,[]1,1/T);
60. clear sifildeiid;
61. %% D/A efopoiwon --
62. % oamAf HopPepPPOAf) pe xpron tng ouvéptnong MATLAB 'interp'
63. s tilde 1d=[];
64. for i=1:length(s_tilde(1,:))
65. s _tilde up(:,i)=interp(s_tilde(:,1i),nsamp);
66.s tilde 1d=[s_tilde 1d;s_tilde up(:,i)];
67. end
68. figure (3) ;% avoloylkdé ofux OFDM BactkAG {dvng (TX, Tn-grid)
69. subplot (211); grid;
70. plot (tn(l:40*nsamp),real(s tilde up(l:40*nsamp,1)));
71. figure (3); - -
72. subplot (212);
73. plot (tn(l:40*nsamp),imag(s tilde up(l:40*nsamp,1)));
74. figure (4); % ®&opX oApATOG OFDM BaoLkAG {Gvng (Tn-grid)
75. pwelch(s_tilde 1d, [1, [1, [],nsamp/T);
76. clear sifildeiid;
77. %% Hapayeyh {wvomepatoy ofpato¢ (QAM npe gépovoa fc)
78.s 1d=[1;
79. for i=1:Ns
80.s(:,i) = real(s_tilde up(:,i).*exp(1lj*2*pi*fc*tn));
8l.s 1d = [s_1d, s(:,1)1;
82. end
83. figure (5); % (wvonepatd ofjpa OFDM (Tx, Tn-grid)
84. plot(tn(l:40*nsamp),s(1:40*nsamp, 1)) ;
85. figure (6); % ¢@&ouo (@vomepatoU oApatog OFDM (Tx, Tn-grid)
86. pwelch(s_1d, (1, [1, [],nsamp/T) ;
87. $——————— B et
88. %% % ARyn xwpic 66pupo
89. sr 1d=[];
90. % A0S LopdPPWON (GVOIEPATOU OHuATOG OFDM
91. for i=1:Ns
CRo &12((8,4) = &(8,1) o ¥@Ee (F1g= 2l iaeam) 7
93.sr_1d = [sr_1d; sr(:,i)];
94. end
95. figure (7); % amodLONOPEWHEVO 'ovaAoyLKO' ofjpa OFDM (Tn-grid)
96. subplot (211);
97. plot (tn(1l:40*nsamp),real(sr(l:40*nsamp,1)));
98. figure (7);
99. subplot (212);
100. plot(tn(l:40*nsamp),imag(sr(l:40*nsamp,1)));
101. figure(8); % Q&ONA QIOS LAPOPPWPEVOU CHPATOGC OFDM (Tn-grid)
102. pwelch(sr_1d, [1,[]1,[] ,nsamp/T) ;
(ovveyiCetar)

Kw8wkag 8.1 (2/4): Moundg kat Aéktng OFDM (ouveyiletar)
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MAaioto 9.19: Kwdkomotntrig cuotnpatikol kwdika R-S (n,n-2t). OAeg oL MpAgeLg
(moMamAactacpot, tpooBéaoeLg, oALoBrioeLg) yivovtal ota otolkeia tou GF(2™")

Maxszon 1
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MAaioto 9.15: KhkAwpa uAomoinaong tou (n,k) KUKALKOU KWK PE YEVETHPLO

n—k-1 n—k

TOAUWVUHO TO g(x) =1+gx+g,x° +...+ g, X" +x
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ho = conv(h,h);

hd = downsample (ho,Ns) ;

[Hd, f] = freqz(hd, 1,200, 'whole');

Hd = Hd/max (abs(Hd)); f=£/2/pi;

figure; plot(f,abs(Hd)); axis([0 1 0 1.1]);
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% Noapaywyl) ovaAuTtLkoU ofpatog QAM (Baoclxig {&dvng)

%

clear all; close all;

N=30000; % apLOpdg deLypdtev CHPATOG

SNR=20; % SNR yLa x&Be pia and 1L¢ 00 £yKAPOLEG OUVLOTOOEG
x=2*randint (1,N, 4)-3; TuxaioL axépator and toug {-3,-1,1,3}
y=2*randint (1,N, 4)-3; L

u=x+i*y; avoAuT Lk ofjpa QAM

Px=sum(x.”2) /length (x) LOXUG oupgaoLxXng ouviotdoag (in-phase)
Py=sum(y.”2) /length(y) % LoxU¢ eyk&poLag ouviotdoag (quadrature)

%
%
%
%

. Pu=u*u'/length(u) % LoXUG¢ pLyoadLkOU OHUATOG

nx=wgn (1, length(x),10*10ogl0 (Px) -SNR) ;

. ny=wgn (1, length(x),10*1ogl0 (Py)-SNR) ;

n=nx+i*ny; % ofjpa pLyadLxoU BopUfou

. Pn=n*n'/length(n);

% N npaypot LK) onpatobopuPf Lkl oxféon tou piyad. ofpatog (oe db)
SNRcomplex=10*10gl0 (Pu/Pn)

unoisy=u+n; % 10 pLyadLkd BopuPfddeg ofpa

scatterplot (unoisy(1:1000)); % di&ypoppa 3 LXOKOPILOPOT
title(['AL&ypappa & LackoprniopoU, SNR=',num2str (SNR)]);

Kwdwkag 1.2: Napaywyr) avaAutikol orjpatog QAM (Baotkrig {wvng)
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MAaiow 9.3: Mpaputkdg TUNUaTKOg kKwdkag (6,3)
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MAaioto 9.13: Zuotnuatikdg, KUKAKOG KwLkag (7,4) mapayduevog and to mToAUWwvVULo
glx)=1+x+x°
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MAaioto 6.13: BER cuotruatog MSK
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AAyopitduoc:

1. Zelpd 1M SUMMANPWVETOL ME TLG KWELKOAEEELG TOU KWELKA, |E TPWTO OTOLXELO
™ undevikn n-ada.

2. Zewpdv-ootn (v=2.3...2"%): Qg npwito oToieio TG, ey, EMAEYOUHE pia amd Tig
n-a6egrou Sev €xouv tonoBetnBel akoun otn pritpa. EMeldn to otoeio autd
nipoopiletal yia Slopbwotpo Siavuopa AdBoug, emiAéyoupe tn n-&da e T0
UIKpOTEPO Bdpog (yia évav Siaulo BSC autr) aviutpoowneveL Tov mbavotepo
ouvbuaopd Aabwv). Zekwdpe Guotkd pe Ti§ n-adeg Bdpoug 1 (Sev undpyouv
TéToLeG PETagl TwV KWELIKOAEEEWVY), Otav auTég e§avtAnBolv, ouveyiloupe pe
n-a6eg Bapoug 2, K.0.k. Ta urtOAoLTa OTOLKELD TG OELPAG LTtoAoYilovTal WG To
dBpolopa TOU TPWTOU OTOLKELOU TNG ME TNV avtioTtoln KwSLKOAEEN (Mpwto
OTOLXELO TNG avTioTOLNG OTAANG): Vi = €+ Uy, k=2,3, ... 2%,

Oewpnua:
3TN WUATPQ TIOU KOTOOKEUAOTNKE ME TNV mapandvw Siadikacia kapia n-ada Sev
enavaAapBavetat, SnAadn £xouv tomoBetnBel OAeG oL 2" SLadOpeTIKES n-ASEC.

Anodeién:

‘Eotw, katapxnv, 6t Vo otoleia tng idlag oewpdg rftav idwa, SnA. e U =e; +u,,. Autd
Ba ouvenaydtav 6t U, =U,, , npdypa ou Sev LoxVeL. Eotw, Twpa, OtL:

e +u, =e¢+u,, ya j>i. NpocBétovtag to u;x ota SUo péAn tng wotntag Ba naipvaue
e =e +u,, +u,.AMdA 10 d8polopa U, + U, Sivelkanola AN kwbkoAEEN U, , Adyw Tou
otLTa oTolyeia Tou KWK anaptilouv ypapupiké urtoxwpo. Ankadrn e =€ tu,. To &6polopa

e; +U,;, wotdoo, eival otolxeio TG i-00Trig oelpdg Kot Sev propei va ivat iSlo pe to mpwro
oTOLKELD pLaG EMMOPEVNG OELPAS (TNG j-00THG, EV IPOKELUEVW) EK KATAOKEUNG TNG UATPAC.

MAaioto 9.9: Kataokeur mpoOTtunng uiTpag
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clear all; close all;

$%% ®OpTwon ONUNTOC KOl MUKVOON TOU NAEYHATOC O LYRaToAAYiag
doptHveTAl  TO OAuX PaclkAg {dvng, sima_lp, n ouxvéTnTa
delypatoAnyiag Fs kol 1O dLAVUOUX TWV OUXVOTATWV 1ING

odvng petdpoong fe=[fl £2], ovnypévev g npog Fs

load sima_lp;

Fl = fc(l); % oplaxn ouxvoétnta (dvng dLéAeuong

F2 = fc(2); % oploxny ouxvoétnta (OVNG QIOKOMING

figure; pwelch(sima_lp, [], [1, [1, Fs);

o° o oo

O d oUW N
o°

10. s_dense=4*upsample (sima_lp,4); Fs=Fs*4; $ mUkvwon nAEYNATOG
11. F1=F1/4; F2=F2/4; % oL OUuXvOINTEGC OIOKOMNG OTO VEO IAEYHX
12. figure; pwelch(s_dense, [1, 1, [1, Fs):

13. % Babunepatd @iAtpo PM

14. order=256; hpm=firpm(order, [0 F1 F2 0.5]*2, [1 1 0 0]);
15, [H,F] = FREQZ (hpm,1,512,Fs); $% oméxkplon ouxvoinitag Tou @LATPOU
16. figure; subplot(2,1,1); plot(F,20*log(abs (H))); grid;

17. title ('AndéxkpiLon ouxvétntag PRodunepatod @iATpou');

18. subplot(2,1,2); plot(F,phase (H)); grid;

19. %

20. s=conv (s_dense,hpm); s=s(order/2+ (1:length(s_dense))) ;

21. clear s_dense;

22. figure; pwelch(s, [1, [], [1, Fs);

23. % add a dc component for conventional AM

24, % s=s+2*max(abs(s));

25. %%%% Alopdpewon DSB

26. Fc=4*F2; % ouxvotntot PEPOVTOG

27. s_dsb=sqrt (2) *s. *cos (2*pi*Fc*[1:1length(s)]');

28. figure; pwelch(s_dsb, o, M, [, m=)s

29, %%%% Anodioudppwon DSB

30. s_dsb_dm=sqgrt (2) *s_dsb. *cos(2*pi*Fc* [1:1length(s_dsb)]"');
31. figure; pwelch(s_dsb_dm, [1, 1, [1, Fs);

32. %

33. s_dsb_lp=conv (s_dsb_dm, hpm) ;

34, s_dsb_lp=s_dsb_lp(order/2+ (l:1length(s)));

35. figure; pwelch(s_dsb_1lp, [1, 1, [1, Fs);

36. $%%% Enovopopd oTo opxLKO MAEyUQ

37. s_dsb_lp=downsample(s_dsb_lp,4); Fs=Fs/4;

38. figure; pwelch(s_dsb_1lp, [1, 1, [1, Fs);

39, %%%% ZUYKPLOn JEe TO QpPXLKO onua

40. n=[200:400] ;

41. t=[l:length(sima_lp)]'/Fs;

42. figure; plot(t(n),sima_lp(n),t(n),s_dsb 1lp(n), ':'); grid;
43. axis([min(t(n)) max(t(n)) 1.2*min(sima_lp (n))

44. 1.2*max(sima_1lp (n))1]);

45. legend ('Rpx kO onua',' teAlkd onua');

Kwbéwag 2.1: Moapddeypa Stapdpdwong DSB
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MAaioto 9.7: KOkAwua mapaywyrg cuVEPOUWY YLa TOV YPAUMLKO CUSTNHATIKO KwdKa (7,k)






OEBPS/image/Image1195.PNG
clear all; close all;

f1=1; £2=3; £3=12;

Fc=30; Fs=180; order=256;

t=[0:1/Fs:20];

s=4*cos (2*pi*fl*t) +8*cos (2*pi*f2*t)+10*cos (2*pi*£3*t);
figure; pwelch(s, [1, [1, [1, Fs);
dsb=sqrt (2) *s.*cos (2*pi*Fc*t) ;

figure; pwelch(dsb, [1, [1, [1, Fs);

delay=order/8; rolloff=0.20;

10. vsb_1b fltr=vsb 1lb filter(Fc, Fs, rolloff, delay):;
11. %

12. % andékpLon ouxvotntac & xpovou tou @iAtpou vsb

13. [H, f]=freqz (vsb 1b fltr,1,401);

14. H=H/max (abs (H)); f=f*Fs/2/pi;

15. figure;

16. subplot(2,1,1);

17. stem(vsb _1b fltr(delay-31:delay+32));

18. title('kpovot Lk amdkpLon @iAtpou vsb ');

19. subplot(2,1,2);

20. plot(f, abs(H)):

21.axis([0 Fs/2 0 1.11); grid;

22. xlabel ('ouyxvétnta (Hz)');

23. title('ambékplon ouxvétntag (mA&tog) ¢@iAtpou vsb ');
24. hold off;

25. %% ®LATpdpLopa pE 1O QPiATpo VSB

26. vsb 1b=conv (dsb,vsb 1b fltr);

27. % vsb_1b = awgn(vsb 1b, 15, 'measured'); % mpbcOeon OopUpou
28. vsb 1b=vsb 1b(delay+(1l:length(s)));

29. figure; pwelch(vsb 1b, [], []1, [1, Fs):

30. %

31. %% demodulation
32.s_dm=sqrt(2)*vsb_lb.*cos(2*pi*Fc*t);

33. figure; pwelch(s dm, [], [], [], Fs):

34. %% Babunepatd QLATPAPLOPA KAl YPAPHPATA TEALKOU OHuATOq
35. hpm=firpm(order, [0 f3*1.5/Fs £3*2/Fs 0.5]*2, [1 1 0 0]);
36. s pm=conv (s _dm,hpm); s pm=s pm(order/2+(l:1length(s))):;
37. figure; pwelch(s pm, [], []1, []l, Fs);

38. figure;

39. n=[100:300]; tl=t(n)*1000;

40. subplot(2,1,1); plot(tl,s(n)):;

41 . maxs=max (s); mins=min (s);

42. axis([min(tl) max(tl) mins*1.1 maxs*1.1]);

43. title('apxLkd ofua'); grid;

44. subplot(2,1,2); plot(tl, s pm(n));

45. axis([min(tl) max(tl) mins*1.1 maxs*1.1]);

46. xlabel ('xpoévog (msec)');

47. title(teA1xkb6 ofjpa’); grid;

WO JoyU b WK

Kwdwkag 2.4: YAoroinon VSB — orjpa TpLwv tovwy
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MAaioto 2.12: Ztayuohdynon kwdika MATLAB ene§epyaciag/ontikonoinong TNAEMIKOWVWVLOKWY ONUATWY
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MAaiolo 2.9: FM otevng kat eupeiag wvng oApatog 500 ToVwY
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x=input (‘ddote apLbud: V);
disp(x) ;

format long;

disp(x) ;

format long e

disp(x) ;
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MAaioto 2.10: (CUVEXELX) FM OTEVAC KO EVPELAG {WVNG OLATOG GUVEXOUG GATHATOC
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clear all; close all;

% To apxeio "sima.mat" mepLéxelL 1O OApa S KalL T oUXvoTnIx

% OSelypatoAnyiag Fs. To e&opax TOoUu ONpatog ekTeivetal oxeddv oe OAn TNV
% nmepLoxf) ouxvorftwv péxpt 4 KHz. MN&ve and 1 KHz, Spwg, £ivalr 66puPfog
% KoL mpémel va @LATpapLotel.

load sima;

figure; pwelch(s, [1,[],[],Fs);

% OpiletaL n 1davikh Pabunepati cuv&ptnon H, pe ouxvét. amoxkomn. Fs/8
H=[ones (1,Fs/8) zeros(l,Fs-Fs/4) ones(l1,Fs/8)];

% Ymoloyi{{etaxl I KPOUOT LKA amdékplLon pe aviiocTpopo pertacy. Fourier

% EvodAakTik&, pnopel va xprnoipomoln@ei n ovodut Lk oxéon Sa(x)

. h=ifft(H, 'symmetric'):;
. middle=length (h) /2;

h=[h(middle+l:end) h(l:middle)];

. h32=h (middle+1-16:middle+17) ;

h64=h (middle+1-32:middle+33) ;

. h128=h(middle+1-64:middle+65) ;

% figure; stem([0:length(h64)-1],h64); grid;

% figure; freqz(hé4,1); % oxedi&loupe tnVv amdéxkplion ocuxvoértnrag tng hé4
wvtool (h32,h64,h128) ; % amokpioeLg ouxvéTnIag Twv OepLKoppéveov h

% OL mAeuptkoi Aofoi eivalr uvynroi!

% MNoAlanmAoc L&{oUpe TNV HEPLKOPPEVI) KPOUOT LK) omdKpLOon HE KAXTGAANAO

% nap&Oupo. XpnoiLpomnotoUpe 1nv h64 kat noap&bupa hamming kot kaiser
wh=hamming (length (h64)) ;

. wk=kaiser (length (h64),5);

figure; plot(0:64,wk,'r',0:64,wh,'b'); grid;

. h_hamming=hé4.*wh"';

% figure; stem([0O:length(h64)-1],h hamming); grid;
% figure; freqgz(h_hamming,1);
h_kaiser=hé4.*wk';

. wvtool (h64,h_hamming,h kaiser);

% dLATp&poups TO Ofpa pag pe Kabéva and ta tpia piAtpa

. y_rect=conv(s,hé64);

figure; pwelch(y_rect,[],[],[]1,Fs);

. y_hamm=conv (s,h_hamming) ;

figure; pwelch(y_hamm, [], []1,[]1,Fs);

. y_kais=conv(s,h_kaiser);

figure; pwelch(y_kais, [1,[],[]1,Fs);
%

% BaBunepatd Parks-MacClellan

. hpm=firpm(64, [0 0.10 0.15 0.5]*2, [1 1 0 0]):

% figure; freqz(hpm,1);
s_pm=conv (s, hpm) ;

. figure; pwelch(s_pm, [],[1,[],Fs);
. sound (20*s) ; % aKoUpEe TO apxlkKO ONux, s
. sound (20*s_1lp); % akoUpe 10 @QLATPaplopévo onux, s_lp

Kwbdiwkag 1.3: Wnodiakd diktpa FIR — Napadetypa 1.2
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MAaiolo 5.6: Moundg (a) kat Séktng (B) QPSK (1 4-QAM)
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MAaiowo 1.22: BaolkEG OXEOELG HETAOXNHATIONOU Fourier
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MAaiolo 5.11: OswpnTIKEG KAUTIUAEG Kat onpeia eopoiwong Yndlakic QAM
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MAaioto 1.19: Qaopatiki ukvotnta otn Baotkn {wvn, HETA and UTIOSELYUATLON TOU
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% function rtrapezium -- square root trapezium (Nyquist filter)

%

function rdufilter=rduobinary (nsamp, delay)
%10 nsamp mpémnel vo elval moAdonAdoLo tou 4
FO = 1/2/nsamp;
$ vnepdeLypdtion, yvia Adyoug akpifeLoag
dense=32;
nsampl=nsamp*dense;
N = (2*delay+l) *nsampl; % filter order
$ OpLopdg amdkplong ouxvéintag ¢ l{Atpou
for k=1:N/2
f=(k-1)/N;
if (£<F0) Ho (k)=2*nsamp*cos(pi*f/2/F0);
else Ho(k)=0;
end
Ho (N+1-k)=Ho (k) ;
end
H=sqrt (Ho) .*exp (-3 *pi*[0:N-11);
$ Avilotpopog FFT
h=ifft (H, 'symmetric') ;
$ KOTGAANAN meplkoml) oupdv (opboywvikd mopddupo)

M=N/dense; % n T&&n Tou QLATPOU OTO HMAEYypX nsamp
for k=1:M

rdufilter (k)=h (N/2-M/2+nsamp/4+k) ;
end

o0

un-comment the following lines to plot and check responses
y=conv(rdufilter,rdufilter) ;
stem([0:1length(y)-11,y)

xo=2*delay*nsamp;

line([x0,x0],[0,max(y)], 'color', 'black');
line([0,length(y)], [1,1], 'color', 'black');
figure;

[Hd, f]=freqz (y,1,400, 'whole');

f=f/max (f) ;

semilogy (f,abs (Hd)) ;

axis([f(1l) f(length(f)) 0 max(abs(Hd))*1.1]);
title ([ 'Frequency response of duobinary filter']);
xlabel ('normalised frequency', 'Fontsize',12);

d° 0 d° o° d° d° A o° AP O° o° d° o

$ figure;
% stem([0:1length(yl)-1],y1);
end

Kwdkag 4.4: YAomoinon Suthoduasdikol dpiktpou

yl=downsample (y,nsamp); % ideally, only two non-zero (unity)

samples
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MAaiolo 2.5: YAomoinon VSB-LSB
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1. function errors=msk_errors (Nbits, nsamp, EbNo)
2. % OpLlbpeveg mopApeTPOL

3. n=Nbits; % apLbpdéc data bits

4, R=270833; % bit rate

P EC=S = RY % @épouoa ouxvéTnTa

6. ns=nsamp; % napdyoviog UmEPdE LYRAT LONG
7. %

8. % dlaudog awgn

9. SNR=EbNo-10*1logl0(ns/2); % in db

10. % Hapaydbpeveg IMAPHPETPOL

11. T=1/R; % neplodog 1 bit (= Baoixf mepiodog)
12. Ts=T/ns; % ouxvétnta delypatoAnyiag

13. % axoloubia eLob6dou

14.y=[1;sign(rand(n-1,1)-0.5)]; % random numbers, -1 1§ 1
15. %

16. % mpoxwd Lxomoinon

17.x(1)=1;

18. for i=2:length(y)

19.x(1)=y (1) *y(i-1);

20. end

21. x=x";

22.g=ones (ns,1);

23. xx=conv (upsample (x,ns),qg); % delypata nmaApooelp&g NRZ polar
24.% xpovixkd mAéypo

25.ts=[0:Ts:1length (xx) *Ts] '; % puAKoug ns* (n+l)

26. %

27. %% IOMIIOEZ MSK

28 . XS=XX;

29. theta=cumsum (xs) *pi/2/ns;

30. xs_i=cos (theta); % OUMQAOLKL OUVLOTOOO

3l.xs_i=[xs_i; xs_i(length(xs_i))]; % enéxtaon pe éva axdun
delypa

32. xs_g=sin(theta); % eyk&poLa OuvLOTOOX

33.xs_g=[xs_q; xs_qg(length(xs_q))]; % eméxtaon pe éva axdun
delypa

34. % Alopdpowon

35. s=xs_i.*cos(2*pi*fc*ts)-xs_q.*sin(2*pi*fc*ts);
36. % mpooBnkn Bopupou

37. s=awgn (s, SNR, 'measured');

(ouveyiletat)

Kwbikag 6.2: Zuvdaptnon e§opoiwong mounol kat §éktn MSK
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MAaioto 9.11: KukAkég kSIKag (7,4) mapayOuevog and to moAuwvupo g(x)=1+x+x°
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MAaioto 4.10: Arokpioelg Suthoduadikol diltpou: (a) xpdvou, (B) ouxvotntog
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MAaioto 1.20: AvaAuon Kat oUVBESN APHOVLKWV: (a) A LA pHOVIKAG, (B) orpa TpLwv
QPHOVIKWY
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MAaicto N.4: ZTolxeia KaL avtiotola eAdyLota oAuwvupa Tou GF(2%),

TPWTAPXLKO TOAUWVUHO py(X)=X"+X+1
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MAaiowo 1.9: DTFT ko DFT
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MAaiolo 6.2: INUATIKOG OTEPLOUOG BFSK
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MAaioto 9.14: KOkKAwpa Slaipeang moOAUWVUHWY: (a) yeVikn Soun yia tn Siaipeon
Vo + VX +.., X" 40, x") [ (g, + g X +...8,. " +g,x"), (B)Slaipeon tou
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MAaiolo 6.15: NMukvotnta pdopatog Loxvog onudtwy MSK: (a) EyKApoLWY CUVLOTWOWV
Baotkrig Lwvng, (B) ofuatog (wvonepatol) MSK
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MAaiow 3.6: Juvaptioelg miBavodadvelag (mpoomtikd kol wolYPelg), mnepimtwon
aBpolotikol ykaouolavol BopUBou otov §LodLAcTATO CNUATIKO XWPOo
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Ano tnv (5.7) mpokUmTEL:

Eav,Lz—QAM = 2Eav,L-ASK' ka
Eb,LZ—QAM _ Eav,LZ—QA.M /2log, L _ Eav,L—ASK /log, L _ Eb,L—ASK (5.8)
NO NO NG Nﬂ

‘Ooov adopad tnv mbavotnta ecbarpévou cupBoAou, Adyw TG KwdKomoinong Ko
anokwdkomoinong U0 OTATIOTIKA AVEEAPTNTWY CUVLOTWOWVY TUTIoU ASK, givat:

Pe,LZ_QAM =1- PC,Lz_QAM =1- PjL-ASK =1- (1 - Pe,L—ASK)Z = 2Pe,L—ASK - PZL-ASK'

omou P, kat P, oL tiBavotnteg echaipévng kat opOng avayvwplong cuBolou avtiotoa.
Emopévwg, n mbavotnta eobaApévou bit eivar:
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H teAevtaia oxéon, og cuvUAOUO Kat e TNV (5.1-8), CUVEMAYETAL OTL OL KAUTTUAEG
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MAaiowo MN.3: Ztoxeia Tou cwpartog GF(2°): (a) Ke TO MPWTAPXIKO
TOAUWVUHO X°+X+1, (B) HE TO TPWTaPYIKO TOAUWVUHO X°+X2+]
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%% OpLopdG @iAtTpou popgomoinong
if (pulse type==1) % moApdég Nyquist -- rtrapezium
delay = 8; % Group delay (# mepL6dwv T)
filtorder = delay*nsamp*2;
rolloff = 0.5; % ouvieAeoTAG e&&nAwong @iATpou
% H rtrapezium.m mpénei va Bploketal oto current directory
shaping filter = rtrapezium(nsamp,rolloff,delay);
else % opBoOYwvLKOG MaAPSS
delay=0.5;
shaping_filter=ones (1,nsamp)/sqrt(nsamp);% pe kovov ikomoinon!
end
%% Exneunépevo ofjpa
ytx=upsample (y, nsamp) ;
ytx = conv(ytx,shaping filter);
% YnoAoyLopdg & oxedLoaopdg @AouAToc
figure (1); pwelch(real(ytx), [1,[],[],nsamp); % oe kAipokoa 1/T
% quadrature modulation
m=(1l:length (ytx));
s=real (ytx.*exp(lj*2*pi*fc*m/nsamp)) ;
figure (2); pwelch(s, [1, [], [],nsamp); % o€ KAlpoxko 1/T

oo

% AL&ypappa 0pBoApol, 6Ty 0pB. HAAPOG.
% if (pulse type==1) eyediagram(ytx(1:2000),nsamp*2);
% TIpoCORAKN ASUKOU YKAOUGLOVOU O0pUROU
Ps=10*1ogl0(s*s'/length(s)); % LoxU0¢ ofjpatog, oe db
Pn=Ps-SNR; % avtiotolxn LoxUg BopGpou, ot db
n=sqrt (10~ (Pn/10)) *randn (1, length (ytx));
snoisy=s+n; % GopuPddeq (wvomepatd ohfpa
clear ytx xsym s n; % yia e€§oixovéunon pvipng
$%3%%3%%%% AEKTHZ $3%%3%%%%%5%%%%
% Amnod LopdpPeeoT
yrx=2*snoisy.*exp (-1j*2*pi*fc*m/nsamp); clear s;
% Kavovik& axoloubei Pabumepatd @iATpo.
% Opeg otnv nepimtwon popepomoinong Nyquist dev xpet&letot,
% aQoU TO mpooapupoopévo @iAtpo (Nyquist) elval toutdypova
% xal éva koAb Babunmepatd @iAtpo.
yrx = conv(yrx,shaping_filter);
figure (3); pwelch(real (yrx), [1,[],[],nsamp); % kAipoka 1/T
yrx = downsample (yrx,nsamp); % Ymodelyp&tion oto mAéypa nT.
yrx yrx(2*delay+(1:1length(y))); % mepikomf] GKPOV OUVEALENG.
5 -
yi=real (yrx); yg=imag(yrx); % OUPQQCLKN Kol £YK&POLX OUV LOTOON
xrx=[1; % di&vuopa duadLKAG akoAoubiag £§630U —- apX LKA Kevo
[ L+l:2:T-1];
for n=1:length(yrx) % emiloyn mAnoiLéctepou onpe fou

[m,j]=min (abs(q-yi(n)));

yim)=q(3);
[m, j]=min (abs(g-yq(n)));
ya(n)=q(j);
m=1;
while (mapping (m)~=yi(n)+i*yq(n)) m=m+l; end
Xrx=[xrx; de2bi(m-1,k,'left-msb')'];
end

scatterplot (yrx); % d1&ypoppa &LaOKOPHLONOU

% T mopotnpeite oto dLAYPOPPA S LOOKOPILOPOU, oTnv mepimtwon
% popepornoinong pe op®. moAnd; Moia n enimtwon oto ber

% Kal m@G dLopbdveTal;

%% EKTIMHZH PYGMOY AAGQN

% Me 300 tpdmouc: (o) pe oUykpLon Tewv onueiwv QAM (y-yrx)

% (B) pe oGykplon Twv duad LKOV OKOAOUO LHV (X-XTX)

berl=sum (not (y==(yi+i*yq)))/length (x)

ber2=sum (not (xrx==x)) /length (x)

Kw8wag 5.2: (cuvéela)
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% Y moderypdrion {wvonepatod opatog

% Ebpog {dvng W=7.5 Hz otnv mieproyh yopw and tn cvyvotra 109 Hz

% Zfpa: §00 nurovikég + 86pvPog

clear all; close all;

£1=108; £2=110; % ot cvyvoTNTES TOV DO NUITOVIKOV

Fs=256; Ts=1/Fs; % ocvxvotnta kainepiodog derypatodnyiag - mepimov Nyquist
N=2"14; % oappodgderypbrov oto mhéypa Nyquist

nsamp=8; Dt=Ts/nsamp; t=Dt*[l:1l:N*nsampl; % mvkvd mhéypa, 8*Nyquist
SNR=10; % onpotoBopvfikt oxéon 10 db

x=cos (2*pi*f1*t)+0.25*sin(2*pi*£2*t) ; % mokvn derypatoinyia

xn=awgn (x,SNR, 'measured'); % mpocHkn BopHPov
td=t(l:nsamp:length(t)); % mAéypo Nyquist

xd=xn (l:nsamp:length(xn)); % dwkpud ofpa, pe O6pvPo, mAéypo Nyquist
figure; pwelch(x, [1,[],[],Fs*nsamp); % figl: ywpig 06pvpo, mvkvd wALypo
figure; pwelch(xn, [1,[]1,[],Fs*nsamp); % f£ig2: pe 06pvfo, mvkvd mAéypa
figure; pwelch(xd, [1,[]1,[],Fs); % £ig3: pe 06pvfo, mAéypo Nyquist
%

% Covomepotd GATPaPLoRE 6T0 TUKVO TAEY L

f01=£f1-3; f11=£f1-1; £f12=f2+1; £f02=£f2+3;

order=256*nsamp;

fpts=[0 [f01 f11 £f12 £f02]/Fs/nsamp 0.5]*2;

mag=[0 0 1 1 0 0];

wt=[1 1 1];

b = firpm(order,fpts,mag,wt); a=1; % FIR filter Parks McClellan
yn=filter (b, a, xn) ;

% figd: phopa petd o Lovomepard pihtpapiopa, mkvo mAéypa

figure; pwelch(yn, [1,[], [],Fs*nsamp) ;

%

% Cavomepotd pihtpapiopa oto mhéypa Nyquist

order=256;

fpts=[0 [£f01 £11 £12 £f02]/Fs 0.5]*2;

mag=[0 0 1 1 0 0];

wt=[1 1 1];

b = firpm(order,fpts,mag,wt); a=1;

wvtool (b); % amdkpion Covomeparod @iktpov Parks-McClellan
yd=filter (b, a, xd) ;

% fig5: phopa petd o Lovomepard pitppiopa, mAéypa Nyquist

figure; pwelch(yd, [1,[]1,[],Fs);

%

% vmodetypdrion opatog TP Kot petd o {wvomepatd pTphpiopua

sub=17; Fs2=Fs/sub; Ts2=1/Fs2; %

td2=t (1:sub*nsamp:length (t)); % mAéypo vrodetypdriong

xd2=xn (1:sub*nsamp:length(xn));

% fig6: phopa ofjparog yopis {ovonepatd g tphpiopa,

% mAéypo vIod erypdTiong

figure; pwelch(xd2,[],[],[]1,Fs2);

yd2=yn (1:sub*nsamp:length(yn));

% fig7: phopa ofjparog petd {ovonepatd Qdtphpiopa (oto mokvo TAEYpa),

% mAéypo vIod erypdTiong

figure; pwelch(yd2,[],[]1,[]1,Fs2);

yd3=yd (l:sub:length(yd)) ;

% fig8: phopa ofjparog petd {ovonepard idtphpiopa (oto mAéypa Nyquist),

% mAéypo vIod erypdTiong

figure; pwelch(yd3,[]1,[],[],Fs2);

figure; pwelch(yd2,([]1,[],[],Fs2);

yd3=yd (l:sub:length(yd)) ;

Kddwkag 1.4: Aertypotolnvia {ovomepatdv onpudtov
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MAaioco 4.1: JUotnua popdomnoinong kat BEATLOTNG avayvwpLong MaALwy
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MAaioto 9.21: Anokwdikonoinon R-S [mapddelyua kwdika (7,3)], xprion aAyopiBuouv MKA tou

EUKAeidn
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Oewpnua 9.1: Na KAOe KUKAKO KWK (1,k) uTtdpxel (un undevikd) ehdaxiotou Babuol
KWE KO MOAUWVUHO g(x) He TIG €§NG LBLOTNTEG:

1. Eivat povasiko.

2. O otaBepdg 6pog Tou gival 1.

3. KdBe moAamAdoto tou, Babuou z-1 i LIKPOTEPOU, Elval KWELKO TIOAUWVUHO.
loxUeL kau to avtiotpodo, SnA. kABe AGAAO KwdKO TOAUWVUHO Eilvatl
moMarmAdolo tou g(x). H otnta auty kablotd 1o g(x)TO pevetiplo
TTOAUWVULO TOU KWSLKAL.

4. Eivai BaBuou n-k.

Eivat mapayovrag tou Stwviopou x"+1.

6. loxuel kat To avtiotpodo tng L8LdTNTag 5: KaBe napdyovrag tou Stwviupou

x" +1, BaBuou n-k, mapdyet évav KUKAKO KwKa (7,k).

Ll

Anobeién:

1. Eotw 6T 0 g(x)=g, +gx+...+ g, x  +x  elval éva eAdxiotou Babuol
Kw8LKO TTOAUWVUHO TOU KUKALKOU KwSLKa (72,k). AG urtoBégoupe OTL auto Sev elvatl
povadiko, oM@ umdapxel kot €éva OSeutepo, Pabupol emiong 7, TO
g(x)=g)+gx+..+g_x"" +x". Téte 10 dBpolopd Toug Ba eivar emiong
KWwSIKO MoAUWVULO (AOyw TNG YPOUKUIKOTNTAG TOU KUKAKOU Kwdika), To omoio
Ouwg Ba eivat BaBpol to moAL #-1. Auto dev pmopel va LoxVveL Adyw Tng undBeong
otLto g(x) elvat ehdylotou Babpou.

2. Av o otaBepog 0pog ritav 0, Tote n KUKALKH 0AloBnon tng avtiotolxng KwLKOAEENG
kata éva aplotepa (), wodlvapa, katd n-1 6e§ld) Ba €6ve KwOIKOAEEN pe
moAuwvupo Babuol -1, mpdyua mou avtikeltal otnv undBeon OtL To g(x) eivat
eAaxiotou Babuou.

3. ‘Eotw moAuwvupo W(x), Babuol n-1 A pikpdtepou, moAarAdolo tou g(x):

W(x) =wy +wx+... 4w, X" =(a, +ax+..+a, _x"")g(x)

=a,g(x)+axg(x)+...+a, , . x"""g(x)

Ta povwvupa tng teAeutaiag popdrng Tou w(x) avtloTolXoUV o€ KUKALKEG
0ALoBr oeLg KwSIKOAEENG, Apa TO ABPOLOUA TOUG elval emiong KwSLKOAEEN, SnAadn
0 W(x) eival kwdkd moAuwvupo. Avtiotpoda, ag urmoBécoupe OtL to W(x),
BaBpol n-1 ny pkpdtepou, eivat kwdo moAuwvupo. Atapolpevo pe g(x), Sivel
unéAouro éotw b(x) BabBuov -1 fj pikpotepou, Snhadnh w(x) =a(x).g(x) + b(x)
i b(x) = w(x)+a(x)g(x) . Autd dpwg onpaivet ot kat o b(x) givar KwSKO
TIOAUWVUHO (WG YPAUHUIKOG CUVEUATUOG KWSLKWY TTOAUWVULWY), Ttpdyua ATormo,
adol 0 eAdyLoTog BaBPAG TWV KWSIKWY TTOAUWVUHWYV ival £§ uOBECEWG 7.

4. O apBudg Twv KWSIKWY TOAVWVUHWY, Babuol n-1 1 pikpdtepou, eival 2%,
E€aM\ou, undapyouv 2" moMamAdota Tou g(x) mou, clpdwva e To onueio 3
TOPATAVW, QUTA KO LOVO aUTA gival KwSLKd mMoAvwWvUpa. AUTO ONUALVEL OTL r=n-
k, 5nAadn to g(x) eivat Babpou n-k.

n-r-1
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MAaiolo 4.12: Gaopatikr TUKVOTNTA KUpatopopbwv Baotkrg {wvng
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MAaiolo 9.2: Zuvehtiki Kwdikoroinon dtavAou
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MAaiowo 4.3: Anokpioelg pidtpwv Nyquist avupwpévou cuvnuitovou: (a)
anokplon ocuxvotntag, (B) kpouoTtikh andkplon
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! 1. [ f
1/t
6= [ g reisgy = A SMT)
" T, - T 7nf,
B)

Av&avovrac v mepiodo:

u(t)

v(it) T,ox n

1t

(v)

MAaioto 1.21: (a),(B) EKBeTIKN Kat TPLYWVOLETPLK OELPA Fourier MepLOSIKWY
ouvaptioewy, (y) Au§dvovtag tnv nepiodo






