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			Πρόλογος

			Ήταν Οκτώβριος του 1987 όταν πρωτομπήκα σε αίθουσα του (τότε) ΤΕΙ Σερρών, για να διδάξω το μάθημα Μαθηματικά Ι. Αφού συστήθηκα, ζήτησα από τους πρωτοετείς φοιτητές μου να γράψουν ένα τεστ γνώσεων! Τότε συνειδητοποίησα τη μεγάλη διαφορά του επιπέδου των μαθηματικών γνώσεων των πρωτοετών φοιτητών, ανάλογα με το είδος Λυκείου προέλευσής τους. Κάποιοι ήξεραν να λύσουν αόριστα ολοκληρώματα, ενώ κάποιοι άλλοι είχαν προβλήματα, ακόμη και στις πράξεις με κλάσματα και στη διαδικασία της απλοποίησης.

			Αυτόματα, στον καθηγητή των Μαθηματικών προέκυψε ένα τεράστιο πρόβλημα που ενέπλεκε θέματα διδακτικής, ζητήματα ιδεολογικά αλλά και ηθικής φύσης. Με ποιους θα πάει και ποιους θα αφήσει. Θυμάμαι την πρώτη μου συνειδητοποιημένη απόφαση, να διδάξω την προβλεπόμενη ύλη, χρησιμοποιώντας την μαθηματική διάλεκτο, προσπαθώντας όμως να απαντάω με απλό, σχετικά, τρόπο στις απορίες των πιο αδύνατων φοιτητών μου, καθοδηγώντας τους σε ένα είδος μελέτης που να επιτρέπει τη σταδιακή συμπλήρωση των μεγάλων κενών που είχαν στα Μαθηματικά. Όλα αυτά μου φαίνονταν σαν το καλύτερο που μπορούσα να κάνω, πιστεύοντας πως τους έδινα μία υπαρκτή διέξοδο. Άλλωστε, έλεγα, δεν οφείλουμε πτυχίο σε κανέναν, αν δεν μας δείξει πως το αξίζει πραγματικά.

			Στα πρώτα δύο χρόνια παρόμοιας λειτουργίας είχα, ουσιαστικά, μία και μοναδική επιτυχία. Τον Άγγελο! Έναν φοιτητή, απόφοιτο Τεχνικού Λυκείου, ο οποίος αποφάσισε να αφιερώσει το πρώτο εξάμηνο των σπουδών του στα Μαθηματικά. Εγκατέλειψε όλα τα υπόλοιπα μαθήματα και έκανε όλα όσα του υπέδειξα. Ήμουν περήφανος για τον Άγγελο, διότι εκτός του ότι διέπρεψε στα μαθήματά μου, κατάφερε να τελειώσει το ΤΕΙ στον προβλεπόμενο χρόνο και με πολύ καλή επίδοση… 

			Συνολικά όμως, επρόκειτο για μία αναμενόμενη αποτυχία. Ήταν πρακτικά αδύνατο να πείσεις έναν δεκαοκτάχρονο, ο οποίος μένει για πρώτη φορά μόνος του, νιώθοντας για πρώτη φορά ελεύθερος, μακριά από την οικογένειά του, να ξαναδιαβάσει τα Μαθηματικά του Λυκείου (αν όχι και του Γυμνασίου), για να περάσει δύο από τα τριανταπέντε μαθήματα της Σχολής του. Το μόνο που κατάφερνα ήταν να τους δημιουργήσω άγχος και να επιτείνω την απέχθεια που είχαν στα Μαθηματικά!

			Παρ’ όλα αυτά η συνεργασία μας κυλούσε ομαλά. Η λύση για τους φοιτητές μου ήταν απλή: Ένας ικανός φροντιστής που ήξερε να «διαβάζει» τα θέματά μου, αποστήθιση, αντιγραφή και κανένα σκονάκι… 

			Βέβαια όσο αφελής κι αν ήμουν, κάποια στιγμή κατάλαβα το σύστημα και άρχισα να μεταβάλλω διαρκώς τα θέματά μου. Χρησιμοποιώντας όμως το ύφος και την ορολογία του  κλασσικού Μαθηματικού, κατέληγα να δουλεύω, κατά κύριο λόγο, με μία μικρή μειοψηφία φοιτητών, ενώ οι άλλοι να σέρνουν τα μαθήματά μου, μέχρι το Πτυχίο…

			Το 1994 αποφάσισα να κάνω μια στατιστική έρευνα στους φοιτητές των τμημάτων της Σχολής Τεχνολογικών Εφαρμογών, με ένα μεγάλο ερωτηματολόγιο, από το οποίο προέκυψαν μερικά ιδιαίτερα ενδιαφέροντα συμπεράσματα.  Σύμφωνα με το ένα από αυτά, το 70% των παιδιών, που προέρχονταν από τα Τεχνικά Λύκεια, είχε γονείς όπου, το πολύ ο ένας να έχει Απολυτήριο Δημοτικού! Η αποκάλυψη αυτή άλλαξε τις περισσότερες από τις αντιλήψεις μου για τον τρόπο διδακτικής προσέγγισης του μαθήματος των Μαθηματικών.

			Αρχικά, αποφάσισα πως για τα παιδιά αυτά, που προέρχονται από οικογένειες εντελώς αποκλεισμένες από την Τριτοβάθμια Παιδεία, οφείλω να ξοδέψω πολύ περισσότερη ενέργεια και κόπο, προσπαθώντας να τους προσφέρω κάποια ψήγματα ακαδημαϊκής νοοτροπίας και κριτικής σκέψης, με τρόπο όμως που να είναι συμβατός με τις δυνατότητές τους.  Στη συνέχεια προσπάθησα να βρω τρόπους ώστε να υλοποιήσω στην πράξη όλα αυτά, επικεντρώνοντας τις νέες γνώσεις των Μαθηματικών στα προβλήματα που αντιμετωπίζουν στην Επιστήμη που επέλεξαν.

			Κατά τη διαδικασία της μετατροπής του συνόλου της διδακτικής λογικής διαπίστωσα πως, ακόμη και οι φοιτητές που είχαν ικανοποιητικές βάσεις στα Μαθηματικά και επετύγχαναν καλές επιδόσεις στα Μαθηματικά, είχαν μία έντονη αδυναμία συσχετισμού των μαθηματικών εννοιών, με τα φυσικά φαινόμενα που αυτές περιγράφουν. Ακόμη χειρότερα, οι περισσότεροι από αυτούς αδυνατούσαν να επεξεργαστούν, με τα μαθηματικά εργαλεία, τα προβλήματα Φυσικής ή Μηχανικής, καταστρώνοντας ένα ολοκλήρωμα ή μία διαφορική εξίσωση που να περιγράφει το εν λόγω πρόβλημα…

			Σιγά-σιγά έφυγαν από το λεξιλόγιο του μαθήματος λέξεις όπως «απόδειξη του Θεωρήματος». Στη θέση τους μπήκε η έκφραση: «Απαντήστε στον μπάρμπα-Γιάννη τον μανάβη», όπου θα έπρεπε με απλά λόγια να εξηγήσουμε στον πανέξυπνο μπάρμπα-Γιάννη, ο οποίος αγνοεί παντελώς τα Ανώτερα Μαθηματικά, το θεώρημα που μόλις αναλύσαμε (και όχι αποδείξαμε), με τρόπο που να καταλάβει τις βασικές πτυχές του και να το βρει … προφανές.

			Το επόμενο βήμα ήρθε φυσιολογικά. Αντί να λύνουμε κάποιες ασκήσεις σχετικές με το αντικείμενο σπουδών των φοιτητών, εξετάζαμε ένα ολοκληρωμένο πρόβλημα Μηχανικής ή Δυναμικής, χρησιμοποιώντας το σύνολο σχεδόν του μαθηματικού οπλοστασίου μας.

			Η πορεία αυτή θα θεωρήσουμε πως θα ολοκληρωθεί όταν θα προσπαθήσουμε να υλοποιήσουμε ένα όνειρο της σύγχρονης διδακτικής των Φυσικών Επιστημών: Την ενοποιημένη διδασκαλία των μαθημάτων των Μαθηματικών, της Φυσικής και της Τεχνικής Μηχανικής…

			Πριν τελειώσει αυτή η εισαγωγή, θα πρέπει να απαντήσουμε σε μια ερώτηση που έρχεται στα χείλη των περισσοτέρων αναγνωστών: Πώς αποτιμούμε τα αποτελέσματα αυτής της «εναλλακτικής» διδακτικής διαδικασίας; Μπορούμε να την θεωρήσουμε πετυχημένη;

			Αρχικά πρέπει να δηλώσουμε πως η απάντησή μας εμπεριέχει μεγάλη δόση υποκειμενισμού, με αποτέλεσμα η αξιοπιστία της να είναι ελεγχόμενη. Άλλωστε, αδυνατούμε να δώσουμε μία συνολική απάντηση, διότι η ελληνική (αλλά και η ευρωπαϊκή) κοινωνία έχει υποστεί βαθύτατες αλλαγές, αυτές τις τρεις δεκαετίες, οι οποίες επέδρασαν καταλυτικά στο προφίλ των φοιτητών μας. Οπότε, μία μέθοδος ή ένα διδακτικό αντικείμενο που μπορούσε να καθηλώσει τους νέους του 1990, να τους αφήνει αδιάφορους το 2015.

			Όμως, το μεγαλύτερο πρόβλημα στην εκτίμηση της αποτελεσματικότητας μιας τέτοιας μεθοδολογικής προσέγγισης, αφορά στις τεράστιες μεταβολές της ελληνικής κοινωνίας την τελευταία επταετία. Η οικονομική και κοινωνική κρίση έχει μεταβάλει ριζικά τη διάθεση για μόρφωση των φοιτητών μας, έχει φθείρει τα ψυχικά τους αποθέματα, έχει γιγαντώσει την αδιαφορία τους, ενώ η πίεση από τη μεριά της οικογένειάς τους οδηγεί στη λογική της αποστήθισης, της αντιγραφής ή της εγκατάλειψης των σπουδών. Επομένως, κάθε σύγκριση με αποτελέσματα προηγούμενων ετών, θα οδηγήσει, με βεβαιότητα, σε λανθασμένα συμπεράσματα.

			 Προσπαθώντας να αντιδράσουν στην πλημμυρίδα προβλημάτων που απειλούν την εκπαιδευτική διαδικασία, οι συγγραφείς του συγγράμματος αυτού αποφάσισαν να προβούν σε κάθε δυνατή ενέργεια, που θα βοηθούσε στη περεταίρω βελτίωση των συνθηκών διδασκαλίας, προς όφελος των φοιτητών, στοχεύοντας παράλληλα στην βελτίωση της κριτικής σκέψης τους. Για τον λόγο αυτό πήραν ενεργό μέρος στο πρόγραμμα «Ανοικτά Μαθήματα», βιντεοσκοπώντας όλα τα μαθήματά τους, συνοδεύοντας παράλληλα την κάθε μαγνητοσκόπηση  με σημειώσεις γραμμένες στο ίδιο πνεύμα.

			Άρα, ο αναγνώστης θα μπορούσε να έχει την αυστηρά προσωπική του άποψη και να δώσει την προσωπική του απάντηση στο ερώτημα που αφορά στο πόσο επιτυχημένη είναι η εφαρμογή της διδακτικής στρατηγικής των συγγραφέων, παρακολουθώντας τις μαγνητοσκοπήσεις των μαθημάτων του κύριου συγγραφέα, οι οποίες είναι ενσωματωμένες στο σύγγραμμα αυτό. 

			Μάλιστα, εάν τις θεωρήσει επιτυχημένες, μπορεί να παρακολουθήσει και τις αντίστοιχες του μαθήματος Μαθηματικά ΙΙ, οι οποίες βρίσκονται στο αποθετήριο των Ανοικτών Μαθημάτων του ΤΕΙ Κεντρικής Μακεδονίας.

			Δυστυχώς, το σύγγραμμα αυτό γράφηκε κάτω από την ασφυκτική πίεση των χρονικών περιορισμών, σε μία περίοδο γεμάτη από εξίσου ασφυκτικές υποχρεώσεις των συγγραφέων. Για τον λόγο αυτό δεν έχει την μορφή, την ποιότητα, αλλά και την ωριμότητα γραφής που θα θέλαμε. Πιστεύουμε όμως πως ο Κάλλιππος, αυτός ο σημαντικός θεσμός, θα μας επιτρέψει να βελτιώσουμε το έργο αυτό με νέες εκδόσεις, έτσι ώστε η τελική μορφή να μην αδικεί, ούτε τους συγγραφείς αλλά ούτε και την θεωρητική άποψη που προσπαθούν να υπερασπισθούν.

				Οι συγγραφείς	Σταύρος Παπαϊωάννου

						Δέσποινα Βογιατζή

		

	
		
			Κεφάλαιο 1. Στοιχεία Γραμμικής Άλγεβρας. Πίνακες, Ορίζουσες και  Γραμμικά Συστήματα

			Σύνοψη: 

			Στο μάθημα των Μαθηματικών Ι είναι συχνό το φαινόμενο που περιγράφεται με τον τίτλο «σχήμα πρωθύστερο». Αναγκαζόμαστε, δηλαδή, να αναφερθούμε σε έννοιες τις οποίες θα εξετάσουμε διεξοδικότερα σε επόμενα κεφάλαια, στηριζόμενοι στις ήδη κατακτημένες γνώσεις των φοιτητών μας από το Λύκειο.  Αυτό συμβαίνει ιδιαίτερα στο Κεφάλαιο της Γραμμικής Άλγεβρας που, κανονικά, αποτελεί ένα διαφορετικό βιβλίο. Διδακτικοί λόγοι μας ανάγκασαν να μεταφέρουμε το Κεφάλαιο αυτό στην αρχή του μαθήματος, δημιουργώντας ένα μικρό, δημιουργικό (ελπίζουμε) σοκ στους νεοεισερχόμενους φοιτητές, οι περισσότεροι από τους οποίους δεν το έχουν αντιμετωπίσει στον πρότερο μαθησιακό τους βίο. Άλλωστε η Γραμμική Άλγεβρα αποτελεί το βασικότερο, ίσως, μαθηματικό εργαλείο στην Επιστήμη του Μηχανικού.

			Προαπαιτούμενες γνώσεις: 

			Η έννοια της συνάρτησης, βασικές γνώσεις για το Καρτεσιανό σύστημα συντεταγμένων, η εξίσωση της ευθείας, η έννοια του διανύσματος και η διανυσματική γραφή με τη βοήθεια των διανυσματικών μονάδων στο Καρτεσιανό σύστημα.

			Εισαγωγή

			Η Γραμμική Άλγεβρα αποτελεί, ενδεχομένως, ένα από τα σημαντικότερα κεφάλαια των Μαθηματικών για τους φοιτητές ενός τμήματος Πολιτικών Μηχανικών. Περιλαμβάνει την συστηματική μελέτη των Πινάκων, των Οριζουσών, των Γραμμικών Συστημάτων και των Γραμμικών Μετασχηματισμών, έτσι ώστε να γίνουν κατανοητές οι έννοιες των Ιδιοτιμών και των Ιδιοδιανυσμάτων ενός τετραγωνικού πίνακα.

			Η εμπειρία πολλών χρόνων διδασκαλίας των Μαθηματικών σε αντίστοιχα τμήματα των ΤΕΙ έδειξε στους συγγραφείς πως οι φοιτητές τους, με το χαμηλό θεωρητικό υπόβαθρο στα Μαθηματικά, απαιτούν από τον καθηγητή τους το να απενδυθεί τον μανδύα του Μαθηματικού και να προσεγγίσει αυτόν του Μηχανικού. Έτσι, η διδασκαλία των Μαθηματικών πρέπει, πιστεύουμε, να τους διδάσκει το πώς και το γιατί των εννοιών αυτών, μακριά από αξιωματικές θεμελιώσεις, χωρίς πολλά θεωρήματα και αποδείξεις, αλλά πολλές Γεωμετρικές και Φυσικές ερμηνείες, ούτως ώστε να αντιληφθούν σε όσο μεγαλύτερο βάθος τα αντικείμενα αυτά.

			Για τον λόγο αυτό, τέλος, επιτρέπουμε στον εαυτό μας την χρήση κάποιων εννοιών με τρόπο πρωθύστερο. Για παράδειγμα, στο κεφάλαιο των πινάκων αναφερόμαστε και στα γραμμικά συστήματα, τα οποία ορίζονται, ολοκληρωμένα, στην επόμενη παράγραφο, χρησιμοποιώντας την γνώση των φοιτητών μας στο θέμα των γραμμικών συστημάτων, τα οποία έχουν ήδη αντιμετωπίσει.

			Γνωρίζουμε πως επιχειρούμε μια προσπάθεια που ακροβατεί σε τεντωμένο σχοινί, μεταξύ του πρακτικισμού και της προσέγγισης των εννοιών αυτών με την αποστήθιση και την  «μεθοδολογία» που είναι αμφότερες ιδιαίτερα προσφιλείς στους φοιτητές μας.  Θέλουμε να πιστεύουμε πως καταφέραμε να προσεγγίσουμε τη χρυσή τομή, η οποία να οδηγεί τον αναγνώστη σε μια ουσιαστική κατανόηση ενός τεράστιου επιστημονικού πεδίου, έτσι ώστε τα εργαλεία με τα οποία θα τον εξοπλίσουμε να τα χρησιμοποιήσει όσο πιο συνειδητά γίνεται.

			1.1 Ορίζουσες   

			1.1.1 Δυο λόγια για τους Πίνακες

			Στον πυρήνα της έννοιας του πίνακα βρίσκεται η δημιουργία μιας δομής, η οποία να τοποθετεί με τρόπο συστηματικό ένα σύνολο στοιχείων.  Η εμπειρία έδειξε πως ο ιδανικός τρόπος συστηματοποίησης είναι η τοποθέτηση σε μία ορθογώνια δομή, με m γραμμές και n στήλες, η οποία μπορεί να δεχθεί mxn στοιχεία.  Ένα κλασσικό παράδειγμα αντίστοιχης λογικής είναι η αρίθμησης των δωματίων ενός ξενοδοχείου, όπου η ένδειξη 3-14 αναφέρεται στο δωμάτιο 14 του τρίτου ορόφου.   

			Τα Μαθηματικά χρησιμοποιούν τον όρο «πίνακας» για να περιγράψουν ορθογώνιες διευθετήσεις στοιχείων. Μία δομή mxn στοιχείων, τα οποία είναι διατεταγμένα σε m σειρές και n στήλες, ονομάζεται πίνακας mxn.  Έστω λοιπόν ο πίνακας Α.  Ο  πίνακας συμβολίζεται πολλές φορές και με το συμβολισμό (αij), όπου αij παριστάνει το γενικό στοιχείο του πίνακα που βρίσκεται στην i-γραμμή και j-στήλη. Οι πίνακες θα συμβολίζονται με κεφαλαία γράμματα Α, Β κλπ, ενώ τα στοιχεία τους με μικρά α, b κλπ.

			[image: ]  όπου   i = 1,2,…,m  και   j = 1,2,…,n

			Πιο αυστηρά, ένας m×n πίνακας είναι μια συνάρτηση με πεδίο ορισμού το Καρτεσιανό γινόμενο 

			 {1, 2, ..., m} × {1, 2, ..., n} 

			και πεδίο τιμών το σύνολο στο οποίο ανήκουν τα στοιχεία του πίνακα.

			Ο πίνακας Α λέγεται και πίνακας mxn (m επί n), ενώ αυτή η έκφραση ορίζει τη διάσταση του πίνακα. Για παράδειγμα ένας πίνακας με διάσταση 3 επί 4 έχει τρεις γραμμές και τέσσερις στήλες.   

			Επομένως, το στοιχείο α35 βρίσκεται στην 3η γραμμή και στην  5η στήλη. Για τη συνέχεια, θεωρούμε ότι τα στοιχεία ενός πίνακα είναι πραγματικοί αριθμοί (σε αντίθεση με την περίπτωση όπου τα στοιχεία ενός πίνακα ανήκουν στο σύνολο των μιγαδικών αριθμών, στο σύνολο των πολυωνυμικών ή των παραγωγίσιμων συναρτήσεων κ.λ.π.).

			◊

			Είδη Πινάκων 

			1.	Πίνακας-στήλη και πίνακας-γραμμή

			Ένας πίνακας  mx1 λέγεται «πίνακας στήλη» με m γραμμές και μία στήλη.  Όμοια ένας πίνακας 1xn λέγεται «πίνακας γραμμή» με μία γραμμή και n στήλες:

			[image: ]

			◊

			2.	Τετραγωνικός πίνακας και οι διαγώνιοί του

			Ένας πίνακας nxn (όπου δηλαδή το πλήθος των γραμμών –n- ισούται με το πλήθος των στηλών), λέγεται τετραγωνικός.  

			Η διαγώνιος ενός τετραγωνικού πίνακα που ξεκινά από το στοιχείο  α11   και τελειώνει στο στοιχείο αnn, λέγεται κύρια διαγώνιος (τα στοιχεία της: αii ,  i=1,2,.., n).  

			Όμοια, η διαγώνιος ενός τετραγωνικού πίνακα που ξεκινά από το στοιχείο  αn1   και τελειώνει στο στοιχείο α1n, λέγεται δευτερεύουσα διαγώνιος.

			Κύρια διαγώνιος	Δευτερεύουσα διαγώνιος

			[image: ]

			◊

			3.	Διαγώνιος Πίνακας

			Διαγώνιος λέγεται κάθε τετραγωνικός πίνακας του οποίου όλα τα στοιχεία, εκτός από τα στοιχεία της κύριας διαγωνίου,  είναι ίσα με το μηδέν. Επομένως, για τα στοιχεία ενός διαγώνιου πίνακα ισχύει: αij=0 για κάθε i≠j, όπως ο επόμενος πίνακας:

			[image: ]

			◊

			4.	Τριγωνικός πίνακας 

			Άνω (ή κάτω) τριγωνικός πίνακας λέγεται κάθε τετραγωνικός πίνακας Α, του οποίου τα στοιχεία που βρίσκονται πάνω ή κάτω από την κύρια διαγώνιό του είναι όλα μηδενικά.  Δηλαδή, για όλα τα στοιχεία του τριγωνικού πίνακα ισχύει πως αij=0 για κάθε i>j (ή για κάθε για κάθε i<j):

			[image: ]             [image: ]

			     Άνω τριγωνικός πίνακας                 Κάτω τριγωνικός πίνακας

			◊

			5.	Μηδενικός πίνακας

			Από τον ορισμό της πρόσθεσης και της αφαίρεσης (που θα δοθεί στο επόμενο κεφάλαιο 1.2) προκύπτει ο μηδενικός πίνακας. Πρόκειται για τον πίνακα διάστασης μxν, που αφήνει αναλλοίωτο κάθε πίνακα ίδιας διάστασης στον οποίο προστίθεται ή από τον οποίο αφαιρείται (εφόσον ορίζεται η πράξη).  Μηδενικός λοιπόν είναι ο πίνακας στον οποίο όλα τα στοιχεία του είναι ίσα με το μηδέν.

			[image: ]

			◊

			6.	Μοναδιαίος Πίνακας 

			Ιδιαίτερο ενδιαφέρον παρουσιάζει ο τετραγωνικός πίνακας Ιn, όπου ο δείκτης n δηλώνει τη διάστασή του (nxn), του οποίου τα στοιχεία της κύριας διαγωνίου είναι ίσα με τη μονάδα και όλα τα υπόλοιπα είναι μηδενικά.

			[image: ]

			Στο κεφάλαιο των πινάκων (1.2) θα δείξουμε πως ο μοναδιαίος πίνακας είναι ο ουδέτερος πίνακας στην πράξη του πολλαπλασιασμού πινάκων.

			◊

			7.	Συμμετρικός πίνακας 

			Είναι κάθε τετραγωνικός πίνακας διάστασης n×n για τον οποίο ισχύει αij= αji για κάθε i,j=1,2,…,n.  Δηλαδή, σε έναν συμμετρικό πίνακα Β το στοιχείο β25 θα είναι ίσο με το στοιχείο β52.   

			Παράδειγμα:

			[image: ]

			◊

			8.	Ανάστροφος Πίνακας

			Έστω, τέλος, ο πίνακας Α (mxn).  Ο ανάστροφος ενός πίνακα Α έχει σαν 1η στήλη την 1η γραμμή του Α, σαν 2η στήλη την 2η γραμμή του Α κ.λ.π.. Προκύπτει λοιπόν με τη διάταξη των γραμμών του Α ως στήλες, με την ίδια σειρά, οπότε αυτόματα οι στήλες γίνονται γραμμές. Ο ανάστροφος του Α και συμβολίζεται με το  ΑΤ.

			[image: ]

			Σαν παράδειγμα έχουμε τον Α και τον ΑΤ :

			[image: ]         

			Πολύ συχνά κάποιος που πρωτοασχολείται  με τις έννοιες αυτές μπερδεύει τον Ανάστροφο πίνακα με τον Αντίστροφο (τον οποίο θα δούμε σε επόμενο κεφάλαιο). Πρόκειται για δύο, απόλυτα διαφορετικές έννοιες. Άλλωστε ο υπολογισμός του αντιστρόφου πίνακα είναι πολύ πιο πολύπλοκος από τον άμεσο υπολογισμό του ανάστροφου.

			1.1.2. Ορίζουσα ενός τετραγωνικού Πίνακα

			1.1.2.1. Η έννοια των μεταθέσεων

			Η τρέχουσα παράγραφος όπως και η επόμενη, όπου ορίζεται η ορίζουσα ενός τετραγωνικού πίνακα με τη βοήθεια των μεταθέσεων των ν στοιχείων, δεν είναι απαραίτητες για την κατανόηση και τον υπολογισμό των οριζουσών.  Για τον λόγο αυτό, εάν ένας αναγνώστης βρίσκει δυσνόητες αυτές τις δύο παραγράφους, μπορεί να τις παραλείψει, πηγαίνοντας κατ’ ευθείαν στην παράγραφο 1.1.3.  

			Έστω τα ν στοιχεία αα, α2, …, αν (ή όπως συχνά γράφουμε αj, j=1,2,..,ν).   Η τοποθέτησή τους σε μια σειρά λέγεται μετάθεση των ν αυτών στοιχείων. Το πλήθος όλων των διαφορετικών τρόπων με τους οποίους μπορούν αυτά τα ν στοιχεία να μπουν σε σειρά, λέγεται «Μεταθέσεις των ν στοιχείων».  

			Αποδεικνύεται (εύκολα) πως το πλήθος των μεταθέσεων των ν στοιχείων είναι ίσο με το ν! (όπου ν!=1.2.3…ν, ενώ δεχόμαστε εξ ορισμού πως 0!=1).  Δηλαδή:

			Μεταθέσεις των ν στοιχείων = Μν = ν!

			Εάν θεωρήσουμε την μετάθεση αα, α2, …, αν  σαν 1η μετάθεση, κάθε μετάθεση που προκύπτει με άρτιο πλήθος αμοιβαίων αντιμεταθέσεων στοιχείων λέγεται άρτια μετάθεση.  Σε αντίθετη περίπτωση, κάθε μετάθεση που προκύπτει από την αρχική με περιττό πλήθος αμοιβαίων αντιμεταθέσεων στοιχείων λέγεται περιττή μετάθεση.

			Παράδειγμα: Να υπολογισθεί το πλήθος των μεταθέσεων των στοιχείων 1, 2, 3 και 4, και να γραφούν όλες τους, διαχωρισμένες σε περιττές και άρτιες.

			Λύση: Το ζητούμενο πλήθος των μεταθέσεων των τεσσάρων αυτών αριθμών δίνεται από τον τύπο:    

			Μ4 = 4! = 1.2.3.4 = 24

			
				
					
					
					
					
				
				
					
							
							Άρτιες μεταθέσεις

						
							
							Περιττές μεταθέσεις

						
					

					
							
							1η:  1, 2, 3, 4

						
							
							7η:   3, 1, 2, 4

						
							
							13η:  1, 2, 4, 3

						
							
							19η:  3, 2, 1, 4

						
					

					
							
							2η:  1, 3, 4, 2

						
							
							8η:   3, 2, 4, 1

						
							
							14η:  1, 4, 3, 2

						
							
							20η:  3, 1, 4, 2

						
					

					
							
							3η:  1, 4, 2, 3

						
							
							9η:   3, 4, 1, 2

						
							
							15η:  1, 3, 2, 4

						
							
							21η:  3, 4, 2, 1

						
					

					
							
							4η:  2, 1, 4, 3

						
							
							12η: 4, 3, 2, 1

						
							
							16η:  2, 1, 3, 4

						
							
							22η:  4, 2, 3, 1

						
					

					
							
							5η:  2, 4, 3, 1

						
							
							11η: 4, 2, 1, 3

						
							
							17η:  2, 3, 4, 1

						
							
							23η:  4, 3, 1, 2

						
					

					
							
							6η:  2, 3, 1, 4

						
							
							12η: 4, 1, 3, 2

						
							
							18η:  2, 4, 1, 3 

						
							
							24η:  4, 1, 2, 3

						
					

				
			

			όπου, για παράδειγμα η 12η μετάθεση (4,3,2,1) είναι άρτια, διότι προκύπτει από την αμοιβαία αντιμετάθεση του 1 με το 4 και του 2 με το 3 (2 αντιμεταθέσεις).  Όμοια, η 22η μετάθεση (4,2,3,1) είναι περιττή, διότι προκύπτει από την αμοιβαία αντιμετάθεση του 1 με το 4 (1 αντιμετάθεση).  

			◊

			1.1.2.2. Ορισμός της ορίζουσας ενός τετραγωνικού πίνακα

			Μια απλή περιγραφή της ορίζουσας είναι η εξής: η ορίζουσα ενός nxn πίνακα είναι ένα άθροισμα n! γινομένων, όπου κάθε γινόμενο περιέχει ακριβώς n όρους,  Το κάθε γινόμενο περιέχει μόνο ένα στοιχείο από κάθε γραμμή και από κάθε στήλη.  Αν, για παράδειγμα, από την πρώτη γραμμή πάρουμε το στοιχείο α13, τότε το γινόμενο αυτό δεν μπορεί να περιέχει άλλο στοιχείο της 1ης γραμμής και της 3ης στήλης.   Αν και αυτή η περιγραφή είναι χρήσιμη, δεν μας λέει τίποτα για το πρόσημο του κάθε όρου.

			Έστω ο πίνακας Α={αij}, διάστασης (νxν).  Η ορίζουσά του είναι το άθροισμα όλων των γινομένων της μορφής:

			[image: ]

			όπου μ1, μ2, …, μν  είναι μία μετάθεση των δεικτών στήλης του πίνακα (1, 2, 3, …, ν), ενώ ο εκθέτης ε είναι ίσος με το 1 εάν η μετάθεση είναι περιττής τάξης και με το 2 εάν πρόκειται για άρτια μετάθεση.

			Επειδή αυτός ο τρόπος υπολογισμού παρουσιάζει ιδιαίτερες δυσκολίες, ειδικά εάν το ν είναι μεγαλύτερο του 5, υπάρχουν και άλλες μέθοδοι για τον υπολογισμό αυτό, οι οποίοι περιγράφονται στη συνέχεια.

			1.1.3. Ορίζουσα 2x2

			Η ορίζουσα [image: ] ενός τετραγωνικού πίνακα Α (2x2) ορίζεται από την πράξη:

			[image: ]

			◊

			Παράδειγμα:  

			[image: ]

			◊

			Ιδιότητες: Οι παρακάτω ιδιότητες αξίζει να προσεχθούν γιατί ισχύουν γενικά (και για την ορίζουσα νxν). Η απόδειξή τους για την ορίζουσα 2x2 είναι απλούστατη. Η πλήρης απόδειξη παραλείπεται μια και θεωρούμε πως ξεφεύγει από τα πλαίσια αυτού του συγγράμματος.

			1.	Η αντιμετάθεση δύο γραμμών (ή δύο στηλών) αλλάζει το πρόσημο της ορίζουσας.

			2.	Εάν πολλαπλασιάσουμε τα στοιχεία μιας γραμμής (ή μιας στήλης) επί τη σταθερή τ, τότε και η τιμή της ορίζουσας πολλαπλασιάζεται επί τ.

			3.	Εάν πολλαπλασιάσουμε όλα τα στοιχεία της ορίζουσας με τη σταθερή τ, τότε η τιμή της ορίζουσας πολλαπλασιάζεται επί τ2 (η ορίζουσα νxν πολλαπλασιάζεται επί το τν).

			4.	Εάν από τα στοιχεία μιας γραμμής αφαιρέσουμε (ή προσθέσουμε) τα αντίστοιχα στοιχεία μιας άλλης γραμμής, πολλαπλασιασμένα επί μία σταθερή τ, τότε η τιμή της ορίζουσας δεν μεταβάλλεται.

			◊

			Ας δείξουμε την 4η ιδιότητα:

			[image: ]

			Παρατήρηση: Η ιδιότητα αυτή (η iv) είναι σημαντικότατη.  Ορίζει μια «επιτρεπτή γραμμοπράξη» η οποία μεταβάλλει τη μορφή μιας ορίζουσας, χωρίς να μεταβάλλει την τιμή της.  Με τη γραμμοπράξη αυτή μετασχηματίζουμε μιαν ορίζουσα, οδηγώντας την σε πιο ευκολοδούλευτες μορφές, διατηρώντας την τιμή της. 

			 Ταυτόχρονα επιτρέπει την απόδειξη αρκετών άλλων ιδιοτήτων. Υπάρχουν σημαντικότατες ιδιότητες των οριζουσών οι οποίες συνδέονται με αντίστοιχες ιδιότητες ή πράξεις πινάκων και αυτές θα αναφερθούν στο επόμενο κεφάλαιο των πινάκων. 

			◊

			Άσκηση: Να υπολογιστούν οι ορίζουσες:

			α) [image: ]        β) [image: ]       γ) [image: ]      δ) [image: ]

			(Απ:α)7  β) xy(y-x)   γ)5  δ)2)

			◊

			1.1.4. Ορίζουσα νxν

			Ορισμός 1. Η ορίζουσα που απομένει από τη διαγραφή της  i-γραμμής και της j-στήλης την ονομάζεται ελάσσονα ορίζουσα που αντιστοιχεί στο στοιχείο αij και συμβολίζεται με το Μij. 

			◊

			Έστω ο πίνακας

			 Α = [image: ]

			Τότε η ελάσσων ορίζουσα του Α που αντιστοιχεί στο στοιχείο  αij  είναι η:

			[image: ]

			◊

			Ορισμός 2. Αλγεβρικό συμπλήρωμα του στοιχείου αij ονομάζεται το γινόμενο της ελάσσονος ορίζουσας Μij, του στοιχείου αij, επί την τιμή (-1)i+j, το οποίο ουσιαστικά προσδίδει ένα πρόσημο στην ελάσσονα ορίζουσα, το οποίο εξαρτάται από τους δείκτες i και j.  Το αλγεβρικό συμπλήρωμα του στοιχείου αij συμβολίζεται με το Αij και δίνεται από τη σχέση:

			[image: ]

			◊

			Ορισμός 3. Η τιμή μιας τετραγωνικής ορίζουσας νxν δίνεται από το άθροισμα των γινομένων όλων των στοιχείων μιας γραμμής της (ή μιας στήλης) με το αντίστοιχο αλγεβρικό συμπλήρωμά τους.  Τότε λέμε πως αναπτύσσουμε την ορίζουσα ως προς τα στοιχεία της εν λόγω γραμμής (ή στήλης).  

			Δηλαδή

			  [image: ]        

			 [image: ]     (ανάπτυγμα ως προς τα στοιχεία της 1ης γραμμής)

			  [image: ]

			[image: ]       (ανάπτυγμα ως προς τα στοιχεία της 1ης στήλης)

			         [image: ]

			         [image: ]     (ανάπτυγμα ως προς τα στοιχεία της i-γραμμής)

			όπου την 1η φορά αναπτύξαμε την ορίζουσα ως προς τα στοιχεία της 1ης γραμμής (α11, α12, …, α1j, …, α1ν), τη 2η φορά αναπτύξαμε την ορίζουσα ως προς τα στοιχεία της 1ης στήλης (α11, α21, …, αj1, …, αν1)  και την 3η φορά αναπτύξαμε την ορίζουσα ως προς τα στοιχεία της  i-γραμμής (αi1, αi2, …, αij, …, αiν), ενώ ο εκθέτης του (-1) είναι το άθροισμα των δεικτών της εκάστοτε ελάσσονος ορίζουσας και χρησιμοποιήσαμε τον συμβολισμό του αθροίσματος των ποσοτήτων Αj:    Α1+ Α2+ …+Αν-1+ Αν = [image: ].

			Γίνεται φανερό πως βολεύει να αναπτύσσουμε την ορίζουσα ως προς τη γραμμή ή τη στήλη που περιέχει τα περισσότερα μηδενικά, έτσι ώστε να κάνουμε λιγότερες πράξεις.

			◊

			Παράδειγμα 1ο: Να υπολογισθεί το ανάπτυγμα της ορίζουσας ενός πίνακα Α, διάστασης (3x3), στην γενική του μορφή, αναλύοντάς την ως προς τα στοιχεία της 2ης γραμμής του.

			[image: ]

			◊

			Παράδειγμα 2ο:  Να υπολογισθεί η ορίζουσα του πίνακα  [image: ]:

			Λύση: Θα αναπτύξουμε την αρχική ορίζουσα ως προς τα στοιχεία της 3ης γραμμής, η οποία έχει τα περισσότερα μηδενικά στοιχεία, γεγονός που μειώνει το πλήθος των πράξεων που απαιτούνται.

			[image: ]

			               [image: ]

			◊

			Παράδειγμα 3o: Να δειχθεί ότι [image: ]     

			Λύση: Από την δεύτερη στήλη αφαιρούμε την τρίτη και στην νέα ορίζουσα προσθέτουμε την δεύτερη στήλη στην πρώτη : 

			[image: ]

			◊

			Παράδειγμα 4o: ∆είξτε ότι  [image: ]

			Λύση: Στην πρώτη γραμμή προσθέτουμε την δεύτερη και την τρίτη:

			[image: ]

			Τώρα από την δεύτερη και την τρίτη στήλη αφαιρούμε την πρώτη:

			[image: ]

			◊

			Άσκηση: Να δειχθεί ότι η ορίζουσα [image: ] ισούται με το μηδέν. 

			◊

			Άσκηση: Να βρεθεί η ορίζουσα [image: ]

			(Απ:α(α+1)(α+2))

			◊

			Άσκηση: Να βρεθούν οι ορίζουσες 

			α) [image: ]        β) [image: ]     γ) [image: ]      δ) [image: ]    ε) [image: ]

			(Απ:α) 5  β) -32 γ)  -8   δ) -18 ε) 0)

			◊

			Άσκηση: Να βρεθούν οι ορίζουσες σε παραγοντοποιημένη μορφή

			α) [image: ]    β) [image: ]     γ) [image: ]     δ) [image: ]

			(Απ:α)(y-x)(z-x)(z-y)                β)(x+y+z)2(y-x)(z-x)(z-y) 

			       γ)(a-b)(a-c)(b-c)(a+b+c)    δ)(a-b)(a-c)(b-c)(a+b+c) (a2+b2+c2) )

			◊

			Άσκηση: Να λυθεί η εξίσωση

			α) [image: ]    

			(Απ: x=0 ή x=b-c ή x=(a+b+c)/2)

			◊

			Άσκηση: Να βρεθούν οι ορίζουσες 

			α) [image: ]    β) [image: ]     γ) [image: ]    δ)  [image: ]

			(Απ:α) 45   β) 21   γ) -12  δ) 0  )

			◊

			Άσκηση: Να βρεθούν οι ορίζουσες 

			α) [image: ]    β) [image: ]     

			(Απ:α) (x-1)(x-y)(1-xy)  β) -4(ab+bc+ca)

			◊

			Άσκηση: Να βρεθεί  η ορίζουσα 

			α) [image: ]    

			(Απ:α) (α+2β)2(α-β)2)

			◊

			Άσκηση: Να λυθεί η εξίσωση [image: ]    

			(Απ: x=α ή x=b ή x=c ή x= -a-b-c)

			1.1.5. Η μέθοδος του Sarrus

			Η μέθοδος αυτή εφαρμόζεται μόνο στην περίπτωση της ορίζουσας (3x3).  Επαναλαμβάνουμε δεξιότερα της ορίζουσας τις πρώτες δύο στήλες, οπότε ορίζονται 3 κύριες διαγώνιες (από επάνω αριστερά έως κάτω δεξιά) και τρεις δευτερεύουσες (από κάτω αριστερά προς επάνω δεξιά), όλες των τριών στοιχείων.  Αθροίζουμε τα γινόμενα των κυρίων διαγωνίων και αφαιρούμε από αυτά το γινόμενο των δευτερευουσών διαγωνίων.  Ας δούμε το παράδειγμα:

			Παράδειγμα:  

			[image: ]

			◊

			Άσκηση: Να αποδείξετε πως ισχύουν οι παρακάτω ισότητες: 

			i) [image: ]  

			ii) [image: ]

			iii) [image: ]

			◊

			1.1.6. Ιδιότητες των Οριζουσών

			Οι ιδιότητες που αναφέρθηκαν στην παράγραφο της ορίζουσας 2x2, ισχύουν και για τις ορίζουσες νxν.  Αξίζει να αναφέρουμε τέσσερις ακόμη ιδιότητες: 

			1.	Αν ο nxn πίνακας A είναι (άνω η κάτω) τριγωνικός, η ορίζουσα ισούται με το γινόμενο των διαγωνίων στοιχείων.

			[image: ]

			   (Η απόδειξη γίνεται εύκολα εάν αναπτύξουμε την κάθε ορίζουσα που θα προκύψει κατά την ανάπτυξη, ως προς τη στήλη (ή τη γραμμή) με τα περισσότερα μηδενικά). 

			Παράδειγμα:  

			[image: ]

			Ας ξαναπούμε πως κύρια ονομάζεται η διαγώνιος που αποτελείται από τα στοιχεία α11, α22, …, ανν (η οποία ξεκινά από άνω αριστερά και τελειώνει κάτω δεξιά), σε αντίθεση με τη δευτερεύουσα διαγώνιο που αποτελείται από τα στοιχεία αν1, α(ν-1)2, …, α1ν (η οποία ξεκινά από κάτω αριστερά και τελειώνει άνω δεξιά).

			Όμοια, εάν μία ορίζουσα Α={αij} έχει όλα τα στοιχεία που βρίσκονται πάνω ή κάτω από τη δευτερεύουσα διαγώνιό της, ίσα με το μηδέν, τότε η τιμή της ισούται με το γινόμενο των στοιχείων της δευτερεύουσας διαγωνίου της.

			◊

			2.	Μία ορίζουσα, της οποίας όλα τα στοιχεία μιας γραμμής (ή μιας στήλης) είναι ίσα με το μηδέν, ισούται με το μηδέν (για να το αποδείξουμε, αναπτύσσουμε την ορίζουσα ως προς την εν λόγω γραμμή (ή στήλη)).  

			3.	Αν δυο στήλες (ή γραμμές) του πίνακα είναι ίσες, τότε η ορίζουσα είναι μηδέν.

			4.	Μια ορίζουσα, της οποίας τα στοιχεία μιας γραμμής (ή μιας στήλης) είναι ανάλογα με τα στοιχεία μιας άλλης γραμμής (ή στήλης) είναι ίση με το μηδέν.

			5.	Μια ορίζουσα της οποίας τα στοιχεία μιας γραμμής (ή μιας στήλης) είναι γραμμικός συνδυασμός των στοιχείων άλλων γραμμών (ή στηλών), είναι ίση με το μηδέν.

			6.	Η ορίζουσα του μοναδιαίου πίνακα ισούται με 1:  [image: ]

			Παρατηρήσεις:  

			1η) Η 4η ιδιότητα λέει πως η ορίζουσα 

			[image: ] 

			είναι ίση με το μηδέν.  Πράγματι, εάν από τη 2η γραμμή αφαιρέσουμε τα στοιχεία της 1ης, πολλαπλασιασμένα με το 3 (γραμμοπράξη (iv), παραγρ.1.3), τότε έχουμε την 

			[image: ], 

			που σύμφωνα με την ιδιότητα 2 είναι ίση με το μηδέν.  

			Είναι προφανές πως εάν δύο γραμμές (ή στήλες) είναι ίσες (έχουν δηλαδή τα στοιχεία τους ανάλογα, με συντελεστή αναλογίας το 1), τότε η ορίζουσα είναι ίση με το μηδέν (3η ιδιότητα).  

			◊

			2η) Η 5η ιδιότητα είναι μια πολύ ενδιαφέρουσα γενίκευση της 4ης. Ο ορισμός της γραμμικής εξάρτησης (για μία ορίζουσα 4x4) λέει:  

			Σε μία ορίζουσα (4x4) οι γραμμές (ή οι στήλες) είναι γραμμικά εξαρτημένες, όταν υπάρχουν πραγματικοί αριθμοί κ, λ και μ για τους οποίους ισχύει η σχέση:

			[image: ]

			όπου ο όρος 1η αφορά στην 1η γραμμή (ή στήλη).  

			Η ορισμός αυτός  μπορεί να εκφραστεί και υπό τη μορφή: 

			Σε μία ορίζουσα (4x4) οι γραμμές (ή οι στήλες) είναι γραμμικά εξαρτημένες, όταν η σχέση: 

			κ*1η + λ*2η + μ*3η + ν*4η = 0η 

			ισχύει μόνον όταν  οι πραγματικοί  κ = λ = μ = ν = 0, ενώ ο συμβολισμός 0η του 2ου μέλους της ισότητας συμβολίζει την μηδενική γραμμή (μία γραμμή με τέσσερα μηδενικά).

			Στον πιο πάνω ορισμό χρησιμοποιήσαμε, για ευκολία στην κατανόηση, το παράδειγμα μίας ορίζουσας (4x4).  Στην γενική περίπτωση ο ορισμός λέει:

			Ορισμός: Οι ν γραμμές (στήλες) μίας ορίζουσας λέγονται γραμμικά ανεξάρτητες όταν η σχέση που συνδέει τις γραμμές (στήλες):

			λ1*1η + λ2*2η + λ3*3η +…+ λν*νη = 0

			ισχύει μόνον όταν οι πραγματικές σταθερές λj=0 για κάθε j=1, 2, 3, …, ν. 

			◊

			Παράδειγμα 1o: Ελέγξτε αν η ορίζουσα ενός πίνακα με δυο ίσες στήλες ισούται με μηδέν.

			[image: ]

			◊

			Παράδειγμα 2o: Ελέγξτε με ένα παράδειγμα ότι αν πολλαπλασιάσουμε μια στήλη ενός πίνακα με έναν πραγματικό αριθμό λ, η ορίζουσα πολλαπλασιάζεται επί λ.

			Έστω η ορίζουσα:

			[image: ]

			και

			[image: ]

			◊

			Παράδειγμα 3o: Ελέγξτε, δίνοντας ένα παράδειγμα, ότι αν σε μια στήλη μιας ορίζουσας προσθέσουμε μια άλλη στήλη πολλαπλασιασμένη επί λ φορές, τότε η τιμή της ορίζουσας παραμένει η ίδια.

			Έστω η ορίζουσα:

			[image: ]

			και

			[image: ]

			◊

			Παράδειγμα 4o: Οι ορίζουσες [image: ] και [image: ] είναι ίσες με το μηδέν.

			Πράγματι, η μεν πρώτη έχει την 2η γραμμή ανάλογη της 1ης (είναι πολλαπλασιασμένη επί 3), ενώ στη δεύτερη η τρίτη γραμμή είναι το άθροισμα της δεύτερης με το τριπλάσιο της πρώτης (γραμμική εξάρτηση).

			◊

			Άσκηση: Γράψτε έναν πίνακα (5x5) του οποίου τα στοιχεία να μην είναι ίσα μεταξύ τους (άρα, και να μην είναι μηδενικά), αλλά η ορίζουσά του να είναι ίση με το μηδέν.

			1.1.7. Υπολογισμός της ορίζουσας με τη μέθοδο του τριγωνισμού

			Στη συνέχεια θα περιγράψουμε μιαν άλλη μέθοδο υπολογισμού της ορίζουσας ενός τετραγωνικού πίνακα Α, η οποία είναι ταχύτερη από αυτήν της ανάπτυξης μιας ορίζουσας nxn σε n ορίζουσες (n-1)x(n-1) κ.λ.π., ειδικά όταν η διάσταση n είναι μεγαλύτερη του 4.

			Η βασική ιδέα στηρίζεται στην ιδιότητα των τριγωνικών οριζουσών, η τιμή των οποίων δίνεται από το γινόμενο των στοιχείων της διαγωνίου. Άρα, χρησιμοποιώντας την κατάλληλη γραμμοπράξη, μετατρέπουμε μια ορίζουσα σε τριγωνική, χωρίς να μεταβάλλεται η τιμή της.

			Μηδενίζουμε λοιπόν ένα στοιχείο κάποιας γραμμής με τη βοήθεια του αντίστοιχου στοιχείου κάποιας άλλης γραμμής. Έτσι, εάν για παράδειγμα θέλουμε να μηδενίσουμε το στοιχείο α21 με τη βοήθεια του α11, πολλαπλασιάζουμε την 1η γραμμή επί το κλάσμα (α21/α11) και την αφαιρούμε από την 2η γραμμή. 

			[image: ]

			Όμοια, μηδενίζουμε και το α31 με τη βοήθεια του στοιχείου α11 (πολλαπλασιάζοντας την 1η γραμμή με το (α31/α11)) και αφαιρώντας από την 3η γραμμή.

			Προσοχή!  Βολεύει να μηδενίζουμε μόνο με τα στοιχεία της κύριας διαγωνίου (τα  α11, α22, …, ανν), τα οποία δεν θέλουμε να μηδενισθούν.  Έτσι, εάν για παράδειγμα θέλουμε να μηδενίσουμε το στοιχείο α32 με τη βοήθεια του α22, πολλαπλασιάζουμε την 2η γραμμή επί το κλάσμα (α32/α22) και την αφαιρούμε από την 3η γραμμή.

			[image: ]

			Είναι φανερό πως χρησιμοποιώντας τα στοιχεία της διαγωνίου, δεν καταστρέφουμε τους μηδενισμούς που έχουμε ήδη επιτύχει.

			Ένας συστηματικός τρόπος μετατροπής μιας ορίζουσας σε διαγώνια, είναι να μηδενίσω με το 1ο στοιχείο της διαγωνίου (το α11), όλα τα υπόλοιπα στοιχεία της 1ης στήλης.  Στη συνέχεια κάνω το ίδιο για τη 2η στήλη, με  το στοιχείο α22,  κ.ο.κ..

			Παράδειγμα 1o: Χρησιμοποιώντας την διαδικασία των μηδενισμών, θα μετατρέψουμε την παρακάτω ορίζουσα σε διαγώνια και θα υπολογίσουμε την τιμή της. 

			[image: ]

			Στο 1ο στάδιο μηδενίζουμε με τη βοήθεια του α11, όλα τα υπόλοιπα στοιχεία της 1ης στήλης. Αρχικά πολλαπλασιάζουμε την 1η γραμμή με το 0,5 (2/4) και την αφαιρούμε από τη 2η.  Πολλαπλασιάζοντας και πάλι την 1η γραμμή επί 1,5 (6/4) και αφαιρώντας την από την 3η, μηδενίζουμε το α31.  Όμοια μηδενίζουμε και το α41 (επί –0,5).

			[image: ]

			Στο 2ο στάδιο μηδενίζουμε τα στοιχεία της 2ης στήλης, με τη βοήθεια του επόμενου στοιχείου της διαγωνίου (α22).  Πολλαπλασιάζω το α22 με το 7 (με το –6) και αφαιρώ τη 2η γραμμή από την τρίτη (την τέταρτη).

			[image: ]

			Τέλος μηδενίζουμε το 17,  με  τη  βοήθεια  του –10 (πολ/ζω επί –1,7).  

			 [image: ]

			Το τελικό αποτέλεσμα προκύπτει σαν το γινόμενο των στοιχείων της διαγωνίου (μια και ο πίνακας έγινε διαγώνιος).

			◊

			Παρατήρηση:

			Εάν κατά τους μηδενισμούς, κάποιο από τα στοιχεία της διαγωνίου μηδενισθεί, τότε θα πρέπει να αντιμεταθέσουμε τη γραμμή του, με κάποια από τις επόμενες, η οποία να έχει το αντίστοιχο στοιχείο διάφορο του μηδενός, αλλάζοντας (προφανώς) το πρόσημο της ορίζουσας (ιδιότητα (i), παρ.1.2.3.).  

			Εάν όλα τα αντίστοιχα στοιχεία των επόμενων γραμμών είναι ίσα με το μηδέν, τότε το στοιχείο αυτό της διαγωνίου θα παραμείνει ίσο με το μηδέν, πράγμα που σημαίνει πως και η ορίζουσα θα μηδενίζεται.   

			Συχνά, για να αποφύγουμε την αλλαγή προσήμου, αντί να αντιμεταθέσουμε την γραμμή της οποίας το στοιχείο της διαγωνίου έχει μηδενισθεί (έστω ότι είναι η 3η), με μία από τις επόμενες γραμμές της οποίας το αντίστοιχο στοιχείο είναι διάφορο του μηδενός (έστω την 4η), αντικαθιστούμε την γραμμή που μας προβληματίζει (την 3η) με το άθροισμα των δύο αυτών γραμμών, χρησιμοποιώντας την γνωστή γραμμοπράξη. Με τον τρόπο αυτό το στοιχείο της διαγωνίου παύει να είναι ίσο με το μηδέν, ενώ (επειδή πήραμε κάποια από τις επόμενες γραμμές) δεν καταστρέφεται κανένας από τους μηδενισμούς που έχουμε ήδη επιτύχει!

			Παράδειγμα 2ο: Να υπολογισθεί η ορίζουσα του πίνακα:

			[image: ]

			Λύση:

			1ος τόπος:

			[image: ]

			2ος τρόπος:

			[image: ]

			όπου, περάσαμε από το 2ο στο 3ο στάδιο, προσθέτοντας την 3η γραμμή στην 2η.

			◊

			Παράδειγμα 3ο:

			[image: ]

			◊

			Άσκηση: Να επαληθεύσετε τη τιμή των παρακάτω οριζουσών:

			[image: ]   [image: ]

			◊

			Άσκηση: Γιατί οι παρακάτω ορίζουσες είναι ίσες με το μηδέν;

			[image: ]	[image: ] 

			[image: ]	[image: ]

			◊

			Άσκηση: Να υπολογισθεί η ορίζουσα του πίνακα Α:

			[image: ]

			◊

			Άσκηση: Όμοια να υπολογισθεί η ορίζουσα του πίνακα Β:

			[image: ]

			◊

			Άσκηση: Συμπληρώστε τα στοιχεία α43 και α44 έτσι ώστε η ορίζουσα του πίνακα Α να είναι ίση με το μηδέν.

			[image: ]

			◊

			1.2. Πίνακες

			Ήδη, στην παράγραφο 1.1 μιλήσαμε για την έννοια του πίνακα διάστασης μxν, ο οποίος δηλαδή έχει mxn στοιχεία διατεταγμένα σε m γραμμές και n στήλες.

			[image: ]  όπου   i = 1,2,…,m  και   j = 1,2,…,n

			Μιλήσαμε επίσης για τετραγωνικούς πίνακες (και τις ορίζουσές τους), για πίνακες στήλες (mx1) και πίνακες γραμμές (1xn) και τέλος για τον ανάστροφο πίνακα (ΑΤ) ενός πίνακα Α.

			1.2.1. Πράξεις πινάκων

			α) Ισότητα

			Δύο πίνακες Α={αij} και Β ={bij} λέμε ότι είναι ίσοι, και γράφουμε Α=Β εάν:

			•	οι δύο πίνακες έχουν τις ίδιες διαστάσεις και 

			•	τα αντίστοιχα στοιχεία τους είναι ίσα, με άλλα λόγια αν αij = bij, για όλα τα i,j.

			◊

			β) Πολλαπλασιασμός πίνακα επί αριθμό

			Για να πολλαπλασιάσουμε έναν αριθμό λ με έναν πίνακα Α, πολλαπλασιάζουμε τον αριθμό λ με κάθε στοιχείο του πίνακα. Το αποτέλεσμα είναι προφανώς ένας πίνακας ίδιων διαστάσεων με τον Α και συμβολίζεται λΑ. Με άλλα λόγια αν [image: ] και Α είναι ένας m x n πίνακας Α={ aij}, τότε ορίζουμε 

			λΑ ={λaij}     ή, αναλυτικότερα

			λΑ = λ{αij} = Γ = {γij} = {λαij}

			Προσοχή:  Συχνά, η σχέση λΑ οδηγεί στη σκέψη πως πολλαπλασιάζεται η τιμή του πίνακα με την τιμή λν. Δεν πρέπει να συγχέουμε τους πίνακες με τις ορίζουσες!  Ταυτόχρονα, θα πρέπει να μην ξεχνάμε πως οι πράξεις αυτές ισχύουν για πίνακες κάθε διάστασης, ενώ ορίζουσα έχουν μόνον οι τετραγωνικοί.

			◊

			γ) Πρόσθεση – Αφαίρεση

			Για να προστεθούν (ή να αφαιρεθούν) δύο πίνακες πρέπει αρχικά να έχουν την ίδια διάσταση. Το άθροισμα (ή η διαφορά), λοιπόν, δύο πινάκων Α και Β, με διάσταση nxm, είναι ένας νέος πίνακας Γ, ίδιας διάστασης με τους αρχικούς, του οποίου τα στοιχεία είναι το άθροισμα (ή η διαφορά) των αντίστοιχων στοιχείων των Α και Β. Δηλαδή, για τους nxm πίνακες Α={αij} και Β={βij}, ορίζουμε  Α+Β = {γij } όπου γij = αij+βij , για όλα τα i,j.

			Χρησιμοποιώντας μάλιστα και την προηγούμενη πράξη, έχουμε τη γενική σχέση (για κ και λ πραγματικούς):

			κΑ + λΒ = κ{αij} + λ{βij} = Γ = {γij} = {καij + λβij}

			Παράδειγμα: Υπολογίστε τον πίνακα 2Α – 3Β, για τους παρακάτω πίνακες:

			[image: ]   και    [image: ]

			Λύση:

			Γ = 2Α – 3Β = [image: ]

			◊

			δ) Μηδενικός πίνακας.  

			Η ύπαρξη της πράξης της πρόσθεσης μεταξύ δύο πινάκων ίδιας διάστασης εισάγει την ύπαρξη του ουδέτερου στοιχείου-πίνακα ως προς την πράξη της πρόσθεσης. Ο πίνακας αυτός λέγεται μηδενικός συμβολίζεται με το 0, και για τον οποίο ισχύει η ισότητα:

			Α+0 = Α–0 = 0+Α = 0–Α = Α

			Από τον ορισμό της πρόσθεσης (αφαίρεσης) των πινάκων αντιλαμβανόμαστε πως ο μηδενικός πίνακας έχει την ίδια διάσταση με τον Α, ενώ όλα του τα στοιχεία είναι ίσα με το μηδέν (το ουδέτερο στοιχείο των πραγματικών αριθμών).

			Έχουμε, για παράδειγμα:  [image: ]

			◊

			Εύκολα αποδεικνύονται οι επόμενες ιδιότητες για οποιουσδήποτε m x n πίνακες A, B, C και αριθμούς λ,μ∈|R.

			1.	(A+B)+C = A+(B+C)    		[προσεταιριστική ιδιότητα] 

			2.	A+O = A                        	[ύπαρξη ουδέτερου στοιχείου] 

			3.	A+(–A) = Α–Α = O           	[ύπαρξη αντίθετου στοιχείου] 

			4.	A+B = B+A                   		[αντιμεταθετική ιδιότητα] 

			5.	λ(Α+Β) = λΑ+λΒ           	[επιμεριστική ιδιότητα] 

			6.	(λ+μ)Α = λΑ+μA           		[επιμεριστική ιδιότητα] 

			7.	(λμ)Α = λ(μΑ) 

			◊

			ε) Πολλαπλασιασμός πινάκων

			Ο τρόπος με τον οποίο ορίζεται ο πολλαπλασιασμός των πινάκων είναι προσανατολισμένος στα γραμμικά συστήματα. Μάλιστα επιβάλλει και συγκεκριμένες διαστάσεις για τους πίνακες που παίρνουν μέρος στο γινόμενο.

			Για να ορισθεί το γινόμενο  ΑxΒ  θα πρέπει το πλήθος των γραμμών του πίνακα Β να είναι ίσο με το πλήθος των στηλών του Α.  Τότε το γινόμενο Α x Β είναι ένας πίνακας Γ που θα έχει γραμμές όσες και ο Α, και στήλες όσες και ο Β. 

			[image: ] 

			όπου το στοιχείο γij προκύπτει από τον πολλαπλασιασμό της  i–οστής γραμμής του Α επί την j-οστή στήλη του Β:

			[image: ]

			γij = αi1β1j + αi2β2j + ..... + αiκβκj =[image: ]

			◊

			Παρατηρήσεις: 

			1η) Ο ορισμός του τυχαίου στοιχείου γij του αποτελέσματος του γινομένου Γ, κάνει προφανή τον καθορισμό της διάστασης των πινάκων Α και Β, καθώς και τη διάσταση του αποτελέσματος Γ.   Πράγματι, ο αριθμός των στηλών του Α καθορίζει το πλήθος των στοιχείων των γραμμών του Α.   Όμοια, ο αριθμός των γραμμών του Β καθορίζει το πλήθος των στοιχείων των στηλών του Β.   Επομένως, για να μπορούν να πολλαπλασιαστούν τα στοιχεία μιας γραμμής του Α, με τα αντίστοιχα στοιχεία μιας στήλης του Β, πρέπει το πλήθος τους να είναι ακριβώς ίσο.

			2η) Είναι φανερό πως ενώ ορίζεται το γινόμενο ΑxΒ, είναι δυνατό να μην ορίζεται το γινόμενο ΒxΑ.  Όμως, ακόμη και στην περίπτωση που ορίζεται και το γινόμενο BxA, τα δύο γινόμενα δεν είναι ίσα, παρά μόνο σε εξαιρετικές περιπτώσεις.

			3η) Εάν οι πίνακες Α και Β είναι τετραγωνικοί (nxn), τότε η ορίζουσα του γινομένου ΑxΒ είναι ίση με το γινόμενο των οριζουσών Α επί Β:

			det{A*B} = det{A}det{B}

			πράγμα που οδηγεί στο να ορισθεί ο πολλαπλασιασμός των οριζουσών με τον ίδιο τρόπο που ορίζεται και ο πολλαπλασιασμός πινάκων.

			◊

			Παράδειγμα 1ο: Να υπολογισθούν τα γινόμενα Α*B και B*A, εφόσον ορίζονται, όταν δίνονται οι πίνακες, καθώς και οι ορίζουσες όλων αυτών των πινάκων. 

			[image: ]   και    [image: ]

			Λύση: Επειδή οι πίνακες Α και Β είναι τετραγωνικοί της ίδιας διάστασης (2x2), θα ορίζονται και τα δύο γινόμενα:

			[image: ]

			[image: ]

			det{A} = 11,   det{B} = -1,   det{A*B}= -11,   det{B*A} = -11

			Παρατηρούμε πως επιβεβαιώνεται η ισχύς της 3ης ιδιότητας: det{A*B}=det{A}det{B}.

			◊

			Παράδειγμα 2ο:  Έστω οι πίνακες Α και Β καθώς και το γινόμενό τους:

			[image: ]	[image: ]	[image: ]

			Στη συνέχεια υπολογίζουμε την ορίζουσα του γινομένου ΑΒ και με απλές πράξεις καταλήγουμε εύκολα:

			[image: ]	

			◊

			Παράδειγμα 3ο: Να δείξετε ότι |AB| = |A| · |B| για τους πίνακες 

			[image: ].

			Λύση: [image: ]

			[image: ]

			Άρα |AB| = |A| |B|.

			◊

			Παρατήρηση:  Εάν ορίζονται τα γινόμενα ΑxB και ΒxΑ ορίζονται, τότε είναι (εν γένει) διαφορετικά, όμως έχουν την ίδια ορίζουσα (τετραγωνικοί πίνακες).

			◊

			Παράδειγμα 4ο: Το επόμενο σύστημα εξισώσεων λέγεται γραμμικό σύστημα ν εξισώσεων με ν αγνώστους:

			α11x1 + α12x2 + α13x3 + ....  + α1νxν   =  β1 

			α21x1 + α22x2 + α23x3 + ....  + α2νxν   =  β2		(1)

			.................................................................

			αν1x1 + αν2x2 + αν3x3 + ....  + αννxν   =  βν 

			Εάν ο πίνακας Α είναι ο πίνακας συντελεστών {αij}, Χ ο πίνακας-στήλη των αγνώστων {xi} και  Β ο πίνακας στήλη των σταθερών όρων {βi}, τότε να δειχθεί πως το προηγούμενο γραμμικό σύστημα (1)  μπορεί να γραφεί με τη σχέση:

			ΑxX = B

			Λύση: Το γινόμενο του αριστερού μέλους ορίζεται, διότι πολλαπλασιάζονται ένας πίνακας (νxν) με έναν (νx1).  Το αποτέλεσμα θα είναι ένας πίνακας-στήλη (νx1) και μπορεί επομένως να εξισωθεί με τον πίνακα-στήλη Β. Υπολογίζουμε: 

			[image: ]

			Εξισώνοντας τους δύο τελευταίους πίνακες προκύπτουν οι ν εξισώσεις του γραμμικού συστήματος (1).

			◊

			ε) Μοναδιαίος πίνακας 

			Μοναδιαίος είναι ένας πίνακας που αφήνει αναλλοίωτο κάθε πίνακα με τον οποίο πολλαπλασιάζεται (εφ’ όσον ορίζεται ο πολλαπλασιασμός). Εύκολα συμπεραίνεται πως ο μοναδιαίος πίνακας δεν μπορεί παρά να είναι τετραγωνικός (νxν).  Έχει όλα τα στοιχεία του ίσα με το μηδέν, εκτός από τα στοιχεία της κύριας διαγωνίου του, τα οποία είναι ίσα με τη μονάδα.

			[image: ]

			Ο μοναδιαίος πίνακας συμβολίζεται με το Ιn ή απλά Ι (όταν δεν υπάρχει πρόβλημα σύγχυσης στις διαστάσεις του πίνακα).  Συχνά συμβολίζεται με τη βοήθεια του Δέλτα του Kronecker, που είναι μια αγαπημένη «συνάρτηση» των μαθηματικών με μεταβλητές τους δύο δείκτες της και δύο μόνο τιμές το μηδέν και το ένα. 

			Δέλτα του Kronecker:  [image: ]

			Με τη βοήθειά του ο μοναδιαίος πίνακας γράφεται:  Ι = (δij),  δηλώνοντας πως ο πίνακας Ι έχει σαν στοιχεία τις τιμές του Δέλτα του Kronecker  δij.   Για ένα τυχαίο πίνακα A ισχύει:

			Α(nxm)*I(mxm) = A*Im = A

			και

			Ι(nxn)*A(nxm) =  In*A(nxm) =  A

			◊

			Παρατήρηση: Όταν ο τετραγωνικός πίνακας Ι πολλαπλασιάζει έναν πίνακα Α(nxm)  από αριστερά, τότε η διάστασή του είναι ίση με τον αριθμό των γραμμών του Α, ενώ όταν τον πολλαπλασιάζει από δεξιά, τότε η διάστασή του είναι ίση με τον αριθμό των στηλών του Α.

			◊

			Παράδειγμα:

			[image: ]

			και

			[image: ]

			◊

			Άσκηση: Να υπολογισθούν τα γινόμενα των πινάκων Α*B και B*A, αν 

			[image: ]   και    [image: ]

			(Απ: [image: ])

			◊

			Άσκηση: Να υπολογισθούν τα αθροίσματα των πινάκων Α+B, αν 

			[image: ]   και    [image: ]

			(Απ: [image: ])

			◊

			Άσκηση: Να υπολογισθούν τα γινόμενα των πινάκων Α*B, Β*Α αν 

			[image: ]   και    [image: ]

			(Απ: [image: ],[image: ])

			◊

			Άσκηση: Να προσδιοριστούν τα b και c αν οι πίνακες [image: ]και [image: ]αντιμετατίθενται.

			(Απ:b=c=0)

			◊

			Άσκηση: Δίνεται ο πίνακας [image: ].

			α) Να δειχθεί ότι Α(α)*Α(β)=Α(α+β)

			β) Να δειχθεί ότι Α(3α)-3Α(2α)+3Α(α)=Ι

			◊

			1.2.2. Ιδιότητες των Πινάκων

			α) Επιτρεπτές γραμμοπράξεις σε πίνακα

			Έστω και πάλι το γραμμικό σύστημα (1), του 4ου παραδείγματος του πολλαπλασιασμού πινάκων.

			α11x1 + α12x2 + α13x3 + ....  + α1νxν   =  β1 

				α21x1 + α22x2 + α23x3 + ....  + α2νxν   =  β2		(1)

			.................................................................

			αν1x1 + αν2x2 + αν3x3 + ....  + αννxν   =  βν 

			Συχνά, το σύστημα αυτό γράφεται (εκτός από ΑxX=B) με τη βοήθεια ενός πίνακα, ο οποίος καλείται «επαυξημένος πίνακας», και αποτελείται από τους συντελεστές των αγνώστων και τους σταθερούς όρους στην τελευταία στήλη.   Αναφερόμαστε δηλαδή στον πίνακα [(ν,ν+1) διάστασης] :

			[image: ]		

			Αναζητούμε λοιπόν τις επιτρεπτές πράξεις ανάμεσα στα στοιχεία ενός πίνακα, έχοντας στο μυαλό μας πως ένας πίνακας είναι και ο επαυξημένος, κι επομένως οι επιτρεπτές πράξεις δεν πρέπει να επηρεάζουν τη λύση του συστήματος. Μπορούμε λοιπόν:

			1.	Να αντιμεταθέσουμε δύο γραμμές του πίνακα (είναι σαν να γράφουμε με άλλη σειρά τις εξισώσεις του συστήματος).

			2.	Αποφεύγουμε την αντιμετάθεση στηλών μεταξύ τους (μια τέτοια αντιμετάθεση –ειδικά με την τελευταία στήλη– θα έδινε ένα τελείως διαφορετικό σύστημα).

			3.	Να πολλαπλασιάσουμε τα στοιχεία μιας γραμμής επί μία σταθερή. (είναι σαν να  πολλαπλασιάζουμε και τα δύο μέλη μιας εξίσωσης τη σταθερή αυτή).

			4.	Να αφαιρέσουμε (ή να προσθέσουμε) από τα στοιχεία μιας γραμμής τα αντίστοιχα στοιχεία μιας άλλης γραμμής, πολλαπλασιασμένα (όλα) με την ίδια σταθερή (είναι σαν να αντικαθιστούμε μια εξίσωση του συστήματος με έναν γραμμικό συνδυασμό μιας άλλης, με την εν λόγω εξίσωση).

			Οι δύο τελευταίες ενέργειες βέβαια μπορούν να γίνουν σε ένα βήμα. Να πολλαπλασιάσουμε δηλαδή δύο εξισώσεις με κατάλληλους συντελεστές και μετά να τις προσθέσουμε έτσι ώστε να απαλειφθεί ένας άγνωστος.

			Οι επιτρεπτές αυτές πράξεις, με τα στοιχεία των γραμμών ενός πίνακα, λέγονται επιτρεπτές γραμμοπράξεις, ή στοιχειώδεις μετασχηματισμοί. Να τονισθεί πως εάν εφαρμόσουμε τη λογική των σχέσεων 3 και 4 σε μία στήλη τότε έχουμε απόλυτη αλλοίωση του επαυξημένου πίνακα G και προφανή μεταβολή της λύσης του συστήματος. Για τον λόγο αυτό δηλώνουμε πως οι στηλοπράξεις δεν είναι επιτρεπτές! 

			Μετά την εκτέλεση μιας επιτρεπτής γραμμοπράξης σε ένα πίνακα Α, προκύπτει ένας πίνακας Α’, ο οποίος λέγεται γραμμοϊσοδύναμος πίνακας του πίνακα Α. Όμοια δύο πίνακες Α και Β λέγονται γραμμοϊσοδύναμοι όταν μπορούμε από τον ένα να φθάσουμε στον άλλο με επιτρεπτές γραμμοπράξεις.  Άρα, οι στοιχειώδεις μετασχηματισμοί οδηγούν σε γραμμοϊσοδύναμους πίνακες.

			◊

			β) Βασικές ιδιότητες  

			Στη συνέχεια θα αναφερθούν κάποιες σημαντικές ιδιότητες, χωρίς απόδειξη, μια και η απόδειξη των περισσοτέρων είναι απλή.  

			1.	Α+Β = Β+Α

			2.	ΑΒ[image: ]ΒΑ  (έστω κι αν ορίζονται και τα δύο γινόμενα, εκτός από ειδικές εξαιρέσεις)

			3.	Α(Β+Γ) = ΑΒ + ΑΓ

			4.	(B+Γ)A = BA + ΓA          

			5.	A(BΓ) = (ΑΒ)Γ =ΑΒΓ = Δ   όπου οι διαστάσεις των πινάκων επαληθεύουν την σχέση: Α(κxλ), Β(λxμ) και Γ(μxν), ενώ το γινόμενο έχει διαστάσεις: Δ(κxν).

			6.	λ(AB) = (λΑ)Β = Α(λΒ)=λΑΒ

			7.	ΟΑ = Α Ο = Ο εφόσον οι διαστάσεις των πινάκων επιτρέπει τον πολλαπλασιασμό.

			8.	Είδαμε ήδη πως για τετραγωνικούς πίνακες (νxν) ισχύει η σχέση: 

			9.	det{AxB} = det{BxA} = det{A}det{B}.

			10.	Έστω οι πίνακες  Α και Β, ενώ Γ είναι το γινόμενό τους (ΑΒ=Γ).  Στη συνέχεια εφαρμόζουμε μία επιτρεπτή γραμμοπράξη στις γραμμές του Α, παίρνοντας τον Α’, γραμμοϊσοδύναμο πίνακα του Α.  Τότε το γινόμενο Α’Β δίνει έναν πίνακα Γ’, ο οποίος προκύπτει από τον Γ με την εφαρμογή της ίδιας γραμμοπράξης.  Δηλαδή: 

			ΑΒ = Γ οπότε Α’Β = Γ’.

			◊

			Παρατήρηση: Στο γινόμενο ΑΒ = Γ, ισχύει μια παρόμοια ιδιότητα που να συνδέει τους πίνακες Β και Γ, όμως για μετασχηματισμούς που αφορούν σε στήλες.  Κι επειδή πρακτικά αποφεύγουμε πράξεις με στήλες (στηλοπράξεις), θα μπορούσαμε να θεωρήσουμε άκυρη μια σχέση της μορφής ΑΒ’σ = Γ’σ.   

			Παράδειγμα: Θα δειχθεί με ένα παράδειγμα η ισχύς της 10ης ιδιότητας.  

			Έστω λοιπόν δύο πίνακες Α και Β ενώ Γ είναι το γινόμενό τους:

			[image: ]

			Μετασχηματίζουμε τον Α και ξαναπαίρνουμε το γινόμενο Α’Β:

			[image: ]

			όπου σαν γραμμοπράξη χρησιμοποιήθηκε ο πολλαπλασιασμός της 1ης γραμμής επί τ  και η αφαίρεσή της από την 2η. Παρατηρούμε πως ο ίδιος μετασχηματισμός γραμμών συνέβη και στο αποτέλεσμα του γινομένου.

			◊

			Άσκηση: Δίνονται οι πίνακες

			[image: ]

			και ζητείται να γίνουν τα 9 γινόμενα (ΑΑ, ΑΒ, ΑΓ κλπ).  Εάν ένα γινόμενο δεν ορίζεται, αυτό πρέπει να δηλώνεται.

			(Απ: [image: ], [image: ], [image: ], [image: ], [image: ] ενώ τα υπόλοιπα δεν ορίζονται)

			◊

			Άσκηση: Δίνεται οι παρακάτω επαυξημένοι πίνακες.  Να γραφούν τα συστήματα που προκύπτουν από αυτούς:

			[image: ]

			◊

			Άσκηση: Δείξετε ότι ο πίνακας [image: ] είναι γραμμοϊσοδύναμος με τον [image: ].

			◊

			Άσκηση: Να εξετασθεί αν οι πίνακες 

			α) [image: ], [image: ]και 

			β) [image: ], [image: ]

			είναι μεταξύ τους γραμμοισοδύναμοι.

			◊

			1.2.3. Αντίστροφος πίνακας ενός τετραγωνικού πίνακα

			Ένας τετραγωνικός πίνακας Α θα λέγεται αντιστρέψιμος αν υπάρχει πίνακας Β τέτοιος ώστε 

			AB = ΒΑ = I 

			Εάν υπάρχει τέτοιος πίνακας, τότε είναι μοναδικός. Πράγματι, ας υποθέσουμε ότι υπάρχει και άλλος πίνακας B′ που έχει την ίδια ιδιότητα, δηλαδή 

			AB′ = I = B′A

			Τότε ο B′ συμπίπτει με τον Β καθώς

			[image: ]

			Επειδή είναι μοναδικός τον ονομάζουμε αντίστροφο του Α και τον συμβολίζουμε Α-1:

			[image: ]

			όπου I ο μοναδιαίος πίνακας του οποίου η διάσταση είναι ίδια με του Α.  

			Ο αντίστροφος πίνακας ενός τετραγωνικού πίνακα Α είναι ιδιαίτερα σημαντικός και χρησιμότατος σε πολλά προβλήματα της Γραμμικής Άλγεβρας.  Ο υπολογισμός του όμως είναι σχετικά περίπλοκος, ενώ δεν θα πρέπει να συγχέεται με τον ανάστροφο πίνακα (ΑΤ).

			◊

			α) Υπολογισμός του αντιστρόφου πίνακα με τη βοήθεια του ορισμού του

			Θέλουμε να υπολογίσουμε τον αντίστροφο πίνακα του  

			[image: ]

			οπότε αν θεωρήσουμε πως ο αντίστροφος του Α είναι ο 

			[image: ]

			τότε ισχύουν οι επόμενες σχέσεις:

			[image: ]

			Για να ισχύει η τελευταία ισότητα θα πρέπει να είναι ίσα τα αντίστοιχα στοιχεία των δύο πινάκων:

			[image: ]

			Επομένως, λύνοντας το σύστημα τεσσάρων εξισώσεων με τέσσερις αγνώστους, υπολογίζουμε την τιμή των τεσσάρων στοιχείων του αντίστροφου πίνακα Α-1.   Πρόκειται για ένα πρόβλημα με το οποίο θα ασχοληθούμε στο επόμενο κεφάλαιο, όμως επειδή παρατηρούμε πως η πρώτη και η τρίτη εξίσωση περιέχουν τους αγνώστους x και z (δύο εξισώσεις με δύο αγνώστους), ενώ η δεύτερη και η τέταρτη εξίσωση τους άλλους δύο, βρίσκουμε εύκολα:

			[image: ]

			οπότε ο αντίστροφος πίνακας είναι ο:  [image: ].   Πράγματι ισχύει πως

			[image: ]

			Προφανώς, ο τρόπος υπολογισμού που παρουσιάστηκε εδώ είναι πρακτικά ασύμφορος.  Αρκεί να σκεφτούμε πως για να αντιστρέψουμε έναν πίνακα (10x10) θα πρέπει να λύσουμε ένα σύστημα 100 εξισώσεων με 100 αγνώστους.  Επομένως είμαστε υποχρεωμένοι να αναζητήσουμε άλλες μεθόδους υπολογισμού.

			β) Υπολογισμός του αντιστρόφου πίνακα μέσω των αλγεβρικών συμπληρωμάτων

			Ορίσαμε το ανάπτυγμα μίας ορίζουσας με την βοήθεια των αλγεβρικών συμπληρωμάτων της μορφής:

			[image: ]

			Θυμίζουμε πως πρόκειται για το αλγεβρικό συμπλήρωμα του στοιχείου αij, που ισούται με την ορίζουσα του τετραγωνικού πίνακα διάστασης (ν-1 x ν-1) που προκύπτει από τον Α εάν διαγράψουμε την i-γραμμή του και την   j-στήλη του.   Το πρόσημο του αλγεβρικού συμπληρώματος δίνεται από τον παράγοντα (-1)i+j.

			Ο αντίστροφος πίνακας (Α-1) του Α δίνεται με την βοήθεια των αλγεβρικών συμπληρωμάτων (Αij) των στοιχείων αij, και ορίζεται από τη σχέση:

			[image: ]

			όπου τα αλγεβρικά συμπληρώματα τοποθετούνται κατά την ανάστροφη λογική (δηλαδή ο πρώτος δείκτης ορίζει την στήλη στην οποία τοποθετείται, ενώ ο δεύτερος ορίζει την γραμμή).

			Γίνεται επομένως φανερό πως ένας τετραγωνικός πίνακας Α αντιστρέφεται μόνον όταν η ορίζουσά του είναι διάφορη του μηδενός. Αντίστοιχα ισχύει, όπως θα δούμε στο επόμενο κεφάλαιο, πως ένα γραμμικό σύστημα έχει μία και μοναδική λύση όταν ο πίνακας των συντελεστών των αγνώστων του (ο Α) αντιστρέφεται, ή ισοδύναμα, όταν η ορίζουσα του Α είναι διάφορη του μηδενός.

			Παράδειγμα: Να βρεθεί ο αντίστροφος του πίνακα:  [image: ]

			Λύση: Αρχικά υπολογίζουμε την ορίζουσα του Α:

			[image: ]

				Στη συνέχεια υπολογίζουμε τα αλγεβρικά συμπληρώματα:

			[image: ]

				Τέλος τοποθετούμε όλα τα αποτελέσματα στον τύπο του Α-1:

			[image: ]

			◊

			Παρατήρηση: Και για τη μέθοδο αυτή ισχύει η ίδια παρατήρηση με αυτή της προηγούμενης παραγράφου: Πρόκειται για μέθοδο πρακτικά ασύμφορη.  Αρκεί να σκεφτούμε πως για να αντιστρέψουμε έναν πίνακα (10x10) θα πρέπει να λύσουμε 100 ορίζουσες διάστασης (9x9).  Επομένως, συνεχίζουμε να  είμαστε υποχρεωμένοι να αναζητήσουμε άλλη μέθοδο υπολογισμού.

			◊

			Άσκηση: Ποιοι είναι αντιστρέψιμοι πίνακες;

			α) [image: ]          β) [image: ]         γ) [image: ] 

			(Απ:α) ναι β) όχι  γ) όχι)

			◊

			Άσκηση: Για ποιές τιμές του κ δεν είναι αντιστρέψιμος ο επόμενος πίνακας; Ποιος είναι ο αντίστροφος για τις υπόλοιπες τιμές του κ;

			α) [image: ]         

			(Απ:α) κ=[image: ]1, [image: ])

			◊

			Άσκηση: Χρησιμοποιώντας τον θεωρητικό τύπο (για 3 × 3 πίνακα) 

			[image: ] 

			να υπολογίσετε τον αντίστροφο πίνακα των πινάκων:

			 [image: ] 

			(Απ: [image: ])

			◊

			Άσκηση: Βρείτε τον αντίστροφο των παρακάτω πινάκων

			[image: ] 

			(Απ: [image: ])

			◊

			Άσκηση: Βρείτε τον αντίστροφο του πίνακα: [image: ] .

			(Απ: [image: ])

			◊

			Άσκηση: Βρείτε τους αντίστροφους των πινάκων: 

			α) [image: ]     β) [image: ]      γ) [image: ]

			(Απ: [image: ], [image: ], [image: ])

			◊

			γ) Υπολογισμός του αντιστρόφου πίνακα με γραμμοπράξεις

			Είδαμε πως ο υπολογισμός του Α-1 δεν είναι μια εύκολη διαδικασία, απαιτώντας αρκετές πράξεις. Ιδιαίτερα στην περίπτωση που η διάσταση ενός πίνακα είναι αρκετά μεγαλύτερη της (3x3), τότε το πλήθος των πράξεων αυξάνεται εκρηκτικά! Η μέθοδος υπολογισμού του Α-1 που θα εξετάσουμε στην παράγραφο αυτή βασίζεται στην (iv) ιδιότητα της προηγούμενης παραγράφου.  Ξεκινούμε από την σχέση που ορίζει τον αντίστροφο πίνακα, ενός τετραγωνικού πίνακα  Α:

			ΑΑ-1 = I 

			Η εφαρμογή μιας σειράς μετασχηματισμών στις γραμμές του Α, συνεπάγεται την εφαρμογή των ίδιων μετασχηματισμών στις γραμμές του Ι.

			Α’Α-1 = I’

			Εάν επομένως οι μετασχηματισμοί που θα εφαρμοσθούν στον Α, τον μετατρέψουν στον μοναδιαίο, τότε οι ίδιοι μετασχηματισμοί θα μεταφερθούν στον μοναδιαίο πίνακα του β μέλους, μετατρέποντάς τον στον Ι*.   Τότε θα ισχύει η σχέση:

			IΑ-1 = I*     ή     Α-1 = I* 

			Συμπέρασμα:  Εάν εφαρμοστούν στον μοναδιαίο πίνακα Ι, οι μετασχηματισμοί γραμμών οι οποίοι μετατρέπουν τον πίνακα Α σε μοναδιαίο, ο πίνακας Ι θα μετατραπεί στον αντίστροφο πίνακα του Α (τον Α-1).

			Τρόπος εργασίας: Ένας εύκολος τρόπος για να εφαρμοσθούν στον I οι μετασχηματισμοί που μετατρέπουν τον Α σε μοναδιαίο, είναι να τοποθετήσουμε τον I στα δεξιά του Α  και κάθε μετασχηματισμό του Α να τον επεκτείνουμε και στον I

			ΑxΙ [image: ]

			Έτσι, λοιπόν, όταν μας δίνεται ένας τετραγωνικός πίνακας Α τάξης n, του οποίου η ορίζουσα είναι διάφορη του μηδενός, ο επόμενος αλγόριθμος υπολογίζει τον αντίστροφο A−1 . 

			Βήμα 1: Σχηματίζουμε τον vx(2v) πίνακα M=(A | In) 

			Bήμα 2: Προσπαθούμε να αναγάγουμε τον Μ σε κανονική μορφή (τον μετατρέπουμε σε μοναδιαίο). 

			Βήμα 3: Βρίσκουμε την κανονική μορφή (Ιn | Β). 

			Βήμα 4: Είναι A-1 = B

			Δηλαδή, εάν με επιτρεπτές γραμμοπράξεις καταφέρουμε να μετατρέψουμε τις πρώτες ν στήλες (που αντιστοιχούν στον Α) σε μοναδιαίο πίνακα, τότε στις επόμενες στήλες (όπου υπήρχε ο μοναδιαίος) θα εμφανισθεί ο αντίστροφος του Α (ο Α-1).

			Παρατηρήσεις: 

			1η) Για να κάνουμε κάποιο στοιχείο ίσο με τη μονάδα, είμαστε υποχρεωμένοι να διαιρέσουμε ολόκληρη τη γραμμή στην οποία ανήκει με το στοιχείο αυτό (3η επιτρεπτή γραμμοπράξη).  Μηδενίζουμε ένα στοιχείο κάποιας γραμμής με το αντίστοιχο στοιχείο της διαγωνίου κάποιας άλλης γραμμής.  

			Έτσι, εάν για παράδειγμα θέλουμε να μηδενίσουμε το στοιχείο α32 με τη βοήθεια του α22, πολλαπλασιάζουμε την 2η γραμμή επί το κλάσμα (α32/α22) και την αφαιρούμε από την 3η γραμμή.   Προσοχή!  Βολεύει να μηδενίζουμε μόνο με τα στοιχεία της κύριας διαγωνίου (τα  α11, α22, …, ανν), τα οποία δεν θέλουμε να μηδενισθούν.  

			2η) Εάν κατά τους μηδενισμούς, κάποιο από τα στοιχεία της διαγωνίου μηδενισθεί, τότε θα πρέπει να αντιμεταθέσουμε τη γραμμή του, με κάποια από τις επόμενες. Εάν σε όλες τις επόμενες γραμμές το αντίστοιχο στοιχείο είναι μηδενικό, τότε ο πίνακας Α δεν αντιστρέφεται. ‘Όπως είδαμε, η ορίζουσά του, στην περίπτωση αυτή, είναι ίση με το μηδέν.  Άρα, φθάνουμε πάλι στο συμπέρασμα πως ένας τετραγωνικός πίνακας Α αντιστρέφεται, μόνον εάν η ορίζουσά του είναι διάφορη του μηδενός.

			δ) Βασικές ιδιότητες των πινάκων (συνέχεια)

			1.	Ικανή και αναγκαία συνθήκη για να αντιστρέφεται ο τετραγωνικός πίνακας Α είναι η ορίζουσά του να είναι διάφορη του μηδενός.

			2.	Όταν ορίζεται ο αντίστροφος (Α-1) ενός πίνακα Α, τότε είναι μοναδικός.

			3.	(Α-1)-1 = Α  (Απόρροια της προηγούμενης ιδιότητας για τη μοναδικότητα του αντίστροφου πίνακα)

			4.	det{A-B} = -det{B-A}

			5.	det(A)det(A-1) = 1 

			(Εύκολα αποδεικνύεται εάν συνδυάσουμε τις ιδιότητες: det{AB} = det{A}det{B}, την Α-1Α = Ι   

			και την det{I}=1)

			6.	(ΑΒ)-1 = Β-1Α-1 (Aποδεικνύεται εύκολα αν πολλαπλασιάσουμε τη σχέση (ΑΒ)-1=Β-1Α-1, από δεξιά με το γινόμενο ΑΒ)        

			7.	 (A-1)T = (AT)-1  

			8.	det(A) = det(AT) 

			Οι τρεις τελευταίες ιδιότητες αποτελούν τρεις πολύ βασικές ιδιότητες των Ανάστροφων πινάκων.   

			Τρόπος Υπολογισμού

			Ένας συστηματικός τρόπος μετατροπής του πίνακα Α σε μοναδιαίο (δηλαδή υπολογισμού του αντίστροφου πίνακα) είναι να μηδενιστεί με τη βοήθεια του 1ου στοιχείου της διαγωνίου (το α11), όλα τα υπόλοιπα στοιχεία της 1ης στήλης, ενώ μετατρέπεται σε μονάδα το στοιχείο α11 (με διαίρεση της 1ης γραμμής με το α11).  Στη συνέχεια επαναλαμβάνεται η ίδια διαδικασία για τη 2η στήλη, με  το στοιχείο α22,  κ.ο.κ..

			Παράδειγμα 1ο:  Να υπολογισθεί ο αντίστροφος πίνακας του Α αν[image: ]

			Λύση:

			Παραθέτουμε τον μοναδιαίο πίνακα δεξιά από τον Α. 

			[image: ]

			Πολλαπλασιάζουμε την 1η γραμμή επί  6/2 (=3) και την αφαιρούμε από τη 2η, ενώ ξαναπολλαπλασιάζουμε την 1η γραμμή επί 4/2 (=2) και την αφαιρούμε από την 3η. Τέλος διαιρούμε την 1η γραμμή με το 2.

			[image: ]

			 Πολλαπλασιάζουμε τη 2η γραμμή  με το 2/(-1) (=-2) και την αφαιρούμε από την 3η. Όμοια, πολλαπλασιάζουμε την 2η με το 0,5/(-1) (=-0,5) και την αφαιρούμε από την 1η. Τέλος διαιρούμε τη 2η με το στοιχείο α22 (= –1).

			[image: ]

			Πολλαπλασιάζουμε την 3η επί 3/(-4) (=-0,75) και την αφαιρούμε από τη 2η. Διαιρούμε την 3η γραμμή με το –4.  Έτσι το αριστερό τμήμα του  πίνακα μετατρέπεται σε μοναδιαίο 3x3, οπότε το δεξί τμήμα ισούται με τον αντίστροφο του Α: 

			[image: ]

			Σαν δοκιμή, πολλαπλασιάστε τον Α με τον Α-1.  Πρέπει να βρείτε τον μοναδιαίο.

			◊

			Παράδειγμα 2ο:  Να υπολογισθεί ο αντίστροφος πίνακας του Α αν[image: ]

			Λύση:

			Παραθέτουμε τον μοναδιαίο πίνακα δεξιά από τον Α

			[image: ]

			οπότε το δεξί τμήμα ισούται με τον Α-1.

			◊

			Άσκηση: Να υπολογίσετε τον αντίστροφο πίνακα του Α αν [image: ]

			(Απ: [image: ]) 

			◊

			Άσκηση: Να αντιστραφεί ο πίνακας: [image: ]

			(Απ: [image: ]) 

			◊

			Άσκηση: Να αντιστραφεί ο πίνακας: [image: ]

			(Απ: [image: ]) 

			◊

			Άσκηση: Οι πίνακες [image: ] και [image: ] είναι αντιστρέψιμοι; 

			(Απ: όχι, ναι) 

			◊

			Άσκηση: Να βρεθούν οι αντίστροφοι πίνακες των ακόλουθων πινάκων 

			α) [image: ]                β) [image: ]                γ) [image: ]

			(Απ: [image: ], [image: ], [image: ])

			◊

			Άσκηση: Να βρεθούν οι αντίστροφοι πίνακες των ακόλουθων πινάκων (όπου υπάρχουν) 

			α) [image: ]      β)  [image: ]     γ)  [image: ]   

			 (Απ: [image: ], [image: ],   -  ) 

			◊

			δ) Αντιστροφή μιγαδικών πινάκων

			Αρχικά να ενημερώσουμε τον αναγνώστη που δυσκολεύεται να παρακολουθήσει την παρούσα παράγραφο, πως μπορεί να βοηθηθεί από την ανάγνωση της παραγράφου 2.1.2, που αφορά στους μιγαδικούς αριθμούς. 

			Στα προηγούμενα κεφάλαια έχουμε υποθέσει ότι τα στοιχεία ενός πίνακα A ανήκουν στο σύνολο των πραγματικών αριθμών.  Στην παράγραφο αυτή δεχόμαστε πως τα στοιχεία ενός πίνακα Α ανήκουν στο σύνολο των μιγαδικών αριθμών (για τους οποίους θα μιλήσουμε αναλυτικότερα σε επόμενο κεφάλαιο).

			Θα μιλάμε λοιπόν για πραγματικούς πίνακες (αυτούς που έχουν στοιχεία πραγματικούς αριθμούς) και μιγαδικούς πίνακες (αυτούς που έχουν στοιχεία μιγαδικούς αριθμούς). Ο κυριότερος λόγος για την παραπάνω γενίκευση είναι ότι σε επόμενο κεφάλαιο (σχετικά με τις ιδιοτιμές) θα χρειαστούμε μιγαδικούς πίνακες και διανύσματα. 

			Αρχικά να αναφέρουμε πως όλα όσα ειπώθηκαν στα προηγούμενα κεφάλαια για τους πραγματικούς πίνακες ισχύουν εξ ίσου και για τους μιγαδικούς πίνακες. Συγκεκριμένα, όλες οι αλγεβρικές πλευρές της μελέτης των πινάκων (και των συστημάτων γραμμικών εξισώσεων) που είδαμε στα προηγούμενα κεφάλαια εξακολουθούν να ισχύουν και για τους μιγαδικούς πίνακες. Αυτό συμβαίνει γιατί όλες οι έννοιες που έχουμε χρησιμοποιήσει στηρίζονται στις απλές αριθμητικές πράξεις (πρόσθεση, αφαίρεση, πολλαπλασιασμό, διαίρεση) οι οποίες γενικεύονται άμεσα στο σύνολο των μιγαδικών αριθμών.

			Στη συνέχεια θα δώσουμε μια μέθοδο αντιστροφής ενός τετραγωνικού  (nxn) πίνακα (έστω του Α)  με στοιχεία μιγαδικούς αριθμούς.

			Αρχικά να ορίσουμε τους πίνακες: «Πραγματικό Μέρος του Α και Μιγαδικό Μέρος του Α».  

			i) Το πραγματικό μέρος του Α είναι ένας πίνακας Απ, διάστασης  (nxn), όπου τα στοιχεία του είναι ίσα με το πραγματικό μέρος των αντίστοιχων στοιχείων του Α.

			ii) Το φανταστικό μέρος του Α είναι ένας πίνακας Αφ, διάστασης  (nxn), όπου τα στοιχεία του είναι ίσα με το φανταστικό μέρος των αντίστοιχων στοιχείων του Α.

			Δημιουργούμε λοιπόν τον πίνακα:

			[image: ]

			διάστασης  (2n x 2n),  τον οποίο αντιστρέφουμε και βρίσκουμε έναν πίνακα, του οποίου τα στοιχεία ανήκουν στους υποπίνακες:

			[image: ]

			◊

			Παράδειγμα: Να αντιστραφεί ο πίνακας: [image: ]         

			Λύση: Αρχικά πρέπει να δείξουμε πως ο πίνακας Α είναι αντιστρέψιμος:

			Det[A] = (1+2i)(-1+i) – (2-i)(1+i) = 6 – 2i [image: ]

			Δημιουργούμε τον πίνακα: 

			[image: ] 

			τον οποίο αντιστρέφουμε και βρίσκουμε τον 

			[image: ]

			από τον οποίο προκύπτει ο αντίστροφος του Α: 

			[image: ]

			Ας βεβαιωθούμε πως το αποτέλεσμα είναι σωστό:

			[image: ]

			◊

			Άσκηση: Εάν [image: ]να υπολογίσετε την ορίζουσα του Α και να δείξετε πως ο αντίστροφός του είναι ο: [image: ]

			(Απ: 8i+8)

			◊

			1.3. Γραμμικά συστήματα

			Η Άλγεβρα των πινάκων είναι ιδιαίτερα χρήσιμη για την επίλυση συστημάτων.  Αυτό άλλωστε φάνηκε και από την ιδιαίτερη αναφορά που κάναμε σε γραμμικά συστήματα στην παράγραφο του πολλαπλασιασμού πινάκων. Το επόμενο σύστημα εξισώσεων λέγεται γραμμικό σύστημα ν εξισώσεων, με ν αγνώστους:

			α11x1 + α12x2 + α13x3 + ....  + α1νxν   =  β1 

			α21x1 + α22x2 + α23x3 + ....  + α2νxν   =  β2          (1)

			...............................................................

			αν1x1 + αν2x2 + αν3x3 + ....  + αννxν   =  βν 

			και ονομάζεται γραμμικό διότι όλοι του οι όροι είναι πρωτοβάθμιοι ως προς τις μεταβλητές xi. Π.χ. Οι όροι x12,  x2x3 κ.λ.π. είναι δευτεροβάθμιοι, ενώ οι όροι  x13, x1x2x3, x1x22 κ.λ.π. είναι τριτοβάθμιοι, κ.ο.κ. 

			Το σύστημα (1) έχει πάντα μοναδική λύση, την (x1, x2, ..., xν), όταν τα αριστερά μέλη των εξισώσεών του είναι  γραμμικά ανεξάρτητα, ένα γεγονός που είναι ισοδύναμο με το ότι η ορίζουσα του πίνακα Α, των συντελεστών των αγνώστων, είναι διάφορη του μηδενός, οπότε ο πίνακας Α είναι αντιστρέψιμος..

			◊

			Παράδειγμα 1ο: 

			Οι εξισώσεις, λόγου χάρη, του συστήματος:

			 x + 2y + 3z =  5

			-x + 4y + 2z =  4

			 x + 8y + 8z = 14

			είναι γραμμικά εξαρτημένες, μια και η τρίτη εξίσωση προκύπτει από τις άλλες δύο (διπλασιάζοντας την πρώτη και αθροίζοντάς την στη δεύτερη). Επομένως, η τρίτη εξίσωση είναι μια ψευτοεξίσωση που δεν αντιστοιχεί σε φυσικές ανάγκες.

			◊

			Παράδειγμα 2ο: 

			Στο επόμενο σύστημα δύο εξισώσεων με δύο αγνώστους:

			x – y = -1

			x + y =  5

			ουσιαστικά, έχουμε τις εξισώσεις δύο ευθειών (την  y=x+1 και την  y=-x+5).  Άρα, η έκφραση «λύση του συστήματος» σημαίνει πως πρέπει να βρούμε την τιμή των αγνώστων (x,y), που επαληθεύουν και τις δύο εξισώσεις.  Αυτό, όμως, είναι ισοδύναμο με τον υπολογισμό των συντεταγμένων του σημείου τομής των δύο ευθειών, όπου συναληθεύουν οι δύο εξισώσεις ευθειών.

			[image: ]

			Εικόνα 1.1  Οι γραφικές παραστάσεις των δύο εξισώσεων του συστήματος 

			Διακρίνουμε τρεις περιπτώσεις:

			•	Οι ευθείες τέμνονται σε ένα σημείο, άρα το σύστημα έχει μοναδική λύση.

			•	Οι ευθείες είναι παράλληλες, άρα το σύστημα δεν έχει καμιά λύση (αδύνατο).

			•	Τέλος, εάν οι δύο ευθείες του συστήματος ταυτίζονται, τότε το σύστημα λέγεται αόριστο, και  έχει άπειρες λύσεις διότι, ουσιαστικά, δεν περιέχει 2 εξισώσεις, αλλά μία, η οποία είναι συνάρτηση (και επαληθεύεται από άπειρες δυάδες σημείων).

			Τα γραμμικά συστήματα κατέχουν μια εξέχουσα θέση στην προσπάθεια επίλυσης των περισσοτέρων προβλημάτων που μπορεί να συναντήσει κανείς.  Οι μέθοδοι λύσης ενός συστήματος είναι πολλές και η καθεμιά τους χρησιμοποιείται κατά περίπτωση.  Ας μελετήσουμε κάποιες από αυτές…

			1.3.1. Μέθοδος αντικατάστασης

			Η μέθοδος αυτή χρησιμοποιείται όταν θέλουμε να λύσουμε ένα μικρό σύστημα (π.χ. 2x2), ή όταν πολλοί συντελεστές των αγνώστων είναι ίσοι με το μηδέν.  Η λειτουργία της μεθόδου είναι απλή:  Λύνουμε μία από τις εξισώσεις ως προς τον ένα από τους αγνώστους (έστω ως προς τον x1). Στη συνέχεια,  αντικαθιστούμε τον εν λόγω άγνωστο (έστω τον x1) σε κάποια άλλη από τις εξισώσεις, μέσω της σχέσης που τον εκφράζει.  Με τον τρόπο αυτό η νέα εξίσωση περιέχει ν-1 αγνώστους.  

			Λύνοντας στη συνέχεια την 2η εξίσωση ως προς έναν άλλο άγνωστο και αντικαθιστώντας τη σχέση που προκύπτει, σε μια τρίτη εξίσωση, μειώνουμε τους αγνώστους σε ν-2.  Με τον τρόπο αυτό, όταν φθάνουμε στην τελευταία (ν-οστή) εξίσωση, υπάρχει μόνον ένας άγνωστος, του οποίου την τιμή υπολογίζουμε  και γυρίζουμε ανάποδα.

			Παράδειγμα 1ο: Να λυθεί το σύστημα: [image: ]

			Λύση: 	Με λύση της 1ης εξίσωσης ως προς y και αντικατάστασή του στη 2η παίρνουμε [image: ]

			Από τη 2η εξίσωση, η οποία περιέχει μόνο το x,  προκύπτει η τιμή του x, την οποία αντικαθιστούμε στην 1η εξίσωση, για να υπολογίσουμε το y.

			3x = 12    ή    x=4     οπότε     y=10 – 4 = 6

			◊

			Παράδειγμα 2ο: Να λυθεί το σύστημα: [image: ]

			Λύση:

			 [image: ] όπου πηγαίνουμε από κάτω προς τα πάνω.

			◊

			Άσκηση: Ζητείται η αντιστροφή του πίνακα  [image: ], ως εξής: 

			Λύση: Γράφουμε το γινόμενο των πινάκων:[image: ] και αφού υπολογίσουμε το γινόμενο του αριστερού μέλους και εξισώνουμε τα στοιχεία του πίνακα του αριστερού μέλους με τα αντίστοιχα του μοναδιαίου, στο δεξί μέλος, καταλήγοντας σε ένα εύκολο σύστημα 4 εξισώσεων με αγνώστους τα α, β, γ και δ, το οποίο καλείται να λύσει ο αναγνώστης.

			(Απ: [image: ])

			◊

			1.3.2. Η μέθοδος των οριζουσών (Μέθοδος Cramer)

			Έστω το επόμενο γραμμικό σύστημα ν εξισώσεων με ν αγνώστους:

			α11x1 + α12x2 + … + α1vxv = β1

			α21x1 + α22x2 + … + α2vxv = β2

			………………………………

			αv1x1 + αv2x2 + … + αvvxv = βv

			Ορίζουμε την ορίζουσα των συντελεστών των αγνώστων Δ, καθώς και τις ορίζουσες Δx1, Δx2,…., Δxν, οι οποίες προκύπτουν από την Δ με αντικατάσταση της στήλης των συντελεστών της αντίστοιχης μεταβλητής, με τη στήλη των σταθερών όρων.

			[image: ]

			[image: ] [image: ]

			Η λύση του προηγούμενου γραμμικού συστήματος διαμορφώνεται σύμφωνα με την παρακάτω διερεύνηση:

			1η) Η ορίζουσα  Δ είναι διάφορη του μηδενός.  

			Τότε, σύμφωνα με το θεώρημα Gramer, το σύστημα έχει μοναδική λύση, την: 

			x1 = [image: ] ,  x2 = [image: ] , …..,   xν = [image: ]

			◊

			2η) Η ορίζουσα  Δ είναι ίση με το μηδέν, όπως και όλες οι ορίζουσες  Δj.  

			Δηλαδή ισχύουν οι ισότητες:

			Δ = 0   και    Δj = 0  για κάθε  j = 1,2,…,ν

			Στην περίπτωση αυτή, το σύστημα λέγεται αόριστο, κι έχει άπειρες λύσεις.  Αυτό σημαίνει πως οι εξισώσεις του συστήματος είναι γραμμικά εξαρτημένες.  Επομένως, μία από αυτές προκύπτει από τις άλλες, με αποτέλεσμα να αποτελεί μία εξίσωση που δεν αντιστοιχεί σε έναν νέο φυσικό νόμο, σε μία νέα (ανεξάρτητη από τις άλλες) δέσμευση που να συνδέει τις άγνωστες ποσότητες.  Συχνά την ονομάζουμε «ψευτοεξίσωση», την οποία οφείλουμε να αποσύρουμε, μένοντας με ν-1 εξισώσεις, που περιέχουν ν αγνώστους.   Μπορούμε να υπολογίσουμε μία λύση αν δώσουμε μία αυθαίρετη τιμή σε κάποιο από τους αγνώστους (έστω στο x1), οπότε καταλήγουμε σε ένα σύστημα ν-1 εξισώσεων με ν-1 αγνώστους.   Όμως η λύση αυτή εξαρτάται από την τιμή του x1, είναι δηλαδή μία συνάρτηση του x1. Για τον λόγο αυτό το αρχικό σύστημα έχει άπειρες λύσεις και λέγεται Αόριστο.

			◊

			3η) Η ορίζουσα Δ είναι ίση με το μηδέν, ενώ τουλάχιστον μία από τις ορίζουσες  Δj είναι διάφορη του μηδενός.  

			Στην περίπτωση αυτή το σύστημα δεν έχει καμία λύση και λέγεται αδύνατο.  Ταυτόχρονα, ο πίνακας των συντελεστών των αγνώστων (του οποίου η ορίζουσα είναι η Δ) δεν είναι αντιστρέψιμος.

			◊

			Παράδειγμα 1ο: 

			Aόριστο είναι το σύστημα: 

			[image: ]

			Η 2η εξίσωση προκύπτει από τον τριπλασιασμό της 1ης (Δ=0). Άρα έχουμε μόνο τη σχέση:  

			[image: ]

			η οποία είναι μια συνάρτηση και επαληθεύεται από άπειρες δυάδες, οι οποίες αποτελούν τις λύσεις του συστήματος.  Συνήθως ορίζουμε 2 δυάδες:  Η πρώτη προκύπτει με το να θέσουμε στη θέση του ενός αγνώστου την τιμή 1,  και η δεύτερη (γενική) με το να θέσουμε στη θέση του ενός αγνώστου τη γενική τιμή κ.   Έτσι προκύπτουν οι λύσεις (με τη μορφή ενός πίνακα-στήλη):

			[image: ]

			◊

			Παράδειγμα 2ο: 

			Να δείξετε πως το επόμενο σύστημα είναι αδύνατο.

			[image: ]

			Παρατηρούμε πως ενώ το α’ μέλος της 2ης εξίσωσης είναι το τριπλάσιο του α’ μέλους της 1ης εξίσωσης, δεν ισχύει το ίδιο για το β’ μέλος, κάνοντας το σύστημα αδύνατο (είναι σαν να λέμε Α = 10  και  3Α = 20).

			◊

			Παράδειγμα 3ο: Χρησιμοποιώντας τον κανόνα του Cramer λύστε τα παρακάτω συστήματα εξισώσεων (όπου είναι δυνατό).

			[image: ]

			Λύση: 

			(1)	Για το σύστημα

			x1 + 2x2 = 2  

			2x1 − x2 = −3 

			έχουμε:

			[image: ]

			(2)	Ομοίως για το σύστημα

			x1 + x2 = 5   

			x1 − x2 = −2   

			[image: ]          

			(3)	Ενώ για το σύστημα

			2x1 + x2 = 1

			8x1 + 4x2 = 0 

			παρατηρούμε ότι 

			[image: ] 

			Το σύστημα είναι αδύνατο και εύκολα διαπιστώνουμε πως οι δυο εξισώσεις είναι ασύμβατες. Αυτό το διαπιστώνουμε αν συμβολίσουμε με Α το αριστερό μέλος της πρώτης εξίσωσης, τότε το σύστημα γράφεται:

			Α=1

			           4Α=0

			πράγμα παράλογο.

			◊

			Παράδειγμα 4ο: Έστω το γραμμικό σύστημα 3x3:     [image: ]

			Για το σύστημα αυτό ορίζουμε τις ορίζουσες Δ, Δ1, Δ2 και Δ3.

			[image: ]

			Με τη μέθοδο του Sarrus υπολογίζουμε τις τιμές των οριζουσών:

			Δ =  -6 ,  Δ1 = -18 ,    Δ2 = -30     και  Δ3 = -78

			οπότε οι λύσεις του συστήματος:

			x1 = Δ1/Δ = -18/-6 = 3 ,    x2 = Δ2/Δ = -30/-6 = 5 ,    x3 = Δ3/Δ = -78/-6 = 13

			ή, με τη μορφή πίνακα-στήλης: 

			[image: ]

			◊

			Παράδειγμα 5ο: Λύστε το παρακάτω σύστημα χρησιμοποιώντας τον κανόνα του Cramer.

			x1 + 2x2 + x3 = 2 

			2x1 − x2 + 2x3 = −1 

			x1 + x2 + x3 = 1 

			Λύση: Έχουμε 

			[image: ]

			άρα το δοσμένο σύστημα είναι αόριστο. Παίρνουμε τις δύο πρώτες εξισώσεις και έχουμε το υποσύστημα 

			x1 + 2x2 + x3 = 2 

			2x1 − x2 + 2x3 =−1

			θέτουμε x3=κ  και το ξαναγράφουμε:

			x1 + 2x2 = 2 − κ

			2x1 − x2 =−1− 2κ

			Για το σύστημα αυτό έχουμε

			[image: ]

			Επαληθεύουμε την τρίτη εξίσωση. Πράγματι έχουμε 

			x1 + x2 + x3 = −κ + 1 + κ = 1. 

			Οπότε η λύση του αρχικού συστήματος είναι

			[image: ]

			για τυχόν [image: ] (απειρία λύσεων). 

			◊

			Άσκηση: Λύστε τα παρακάτω συστήματα (όπου αυτό είναι δυνατό) χρησιμοποιώντας τον κανόνα του Cramer

			[image: ]

			 (Απ:  x1= -8/7, x2=5/7,         

			x1= 3/2, x2=5/2,                

			x1= 9/7, x2=17/7 )

			◊

			Άσκηση: Λύστε το παρακάτω σύστημα χρησιμοποιώντας τον κανόνα του Cramer

			x1 + 3x2 + x3 = 2 

			2x1 + x2 + 2x3 = 1 

			2x1 + x2 + x3 = 1 

			(Απ: x1= 1,5 , x2=1,75 , x3=0,25)

			◊

			Άσκηση: Λύστε τα παρακάτω συστήματα (όπου αυτό είναι δυνατό) χρησιμοποιώντας τον κανόνα του Cramer:

			[image: ]

			 (Απ:x1= 1.5 , x2=1.75 , x3=0.25    

			 x1= - 3, x2=30, x3= 22    

			 x1=0.8, x2=4.9, x3=0.7)

			◊

			Άσκηση: Για ποιες τιμές του κ υπάρχει πάντα λύση του συστήματος

			2x1 - x2 −  x3 = 6

			x1 - 2x2 + x3 = λ                                  

			x1 + κ x2 - 2x3= λ2

			(Απ: κ[image: ]1)

			◊

			Άσκηση: Λύστε τα παρακάτω συστήματα χρησιμοποιώντας τον κανόνα του Cramer

			x1   - x2 + 2x3 = 1                 2x1 +3x2 - 2x3 = 4 

			2x1 + x2 +  x3 = 2                   x1 +7 x2 - 2x3 = 1

			              x1 - 3x2 + x3 = 1                  5x1 - 11x2 + 2x3= - 2 

			(Απ: x1= 1, x2= 0 , x3= 0, 

			         x1= - 4/5, x2= - 19/20 , x3= - 169/40)

			◊

			1.3.3. Η μέθοδος του Gauss (του επαυξημένου πίνακα)

			Όπως είπαμε και στο κεφάλαιο των πινάκων, το παρακάτω σύστημα των ν εξισώσεων με ν αγνώστους (νxν εν συντομία…)

			α11x1 + α12x2 + α13x3 + ....  + α1νxν   =  β1 

			α21x1 + α22x2 + α23x3 + ....  + α2νxν   =  β2          (1)

			.................................................................

			αν1x1 + αν2x2 + αν3x3 + ....  + αννxν   =  βν 

			γράφεται με τη βοήθεια ενός πίνακα διάστασης νx(ν+1), ο οποίος καλείται «επαυξημένος πίνακας». 

			[image: ]					 

			Επίσης είδαμε (στην παράγραφο 1.2.2) πως οι επιτρεπτές γραμμοπράξεις (στοιχειώδεις μετασχηματισμοί) δεν επηρεάζουν καθόλου τη λύση του συστήματος, μια και σέβονται τις ιδιότητες των ισοτήτων (π.χ. εάν τα δύο μέλη μιας ισότητας τα πολλαπλασιάσουμε με την ίδια σταθερή, η ισότητα παραμένει). Ο αντικειμενικός στόχος στην περίπτωση αυτή είναι να μετατρέψουμε, με επιτρεπτές γραμμοπράξεις, τις πρώτες ν στήλες του επαυξημένου πίνακα (που περιέχει τον πίνακα των συντελεστών των αγνώστων), σε μοναδιαίο πίνακα. Να φθάσουμε δηλαδή στη μορφή:

			[image: ]

			που ισοδυναμεί με το σύστημα-λύση των εξισώσεων (1):

			x1 = λ1 ,   x2 = λ2 ,   x3 = λ3  ,   ...... ,   xν = λν

			Γίνεται φανερό πως η διαδικασία λύσης του είναι πιστή αντιγραφή του υπολογισμού του αντίστροφου πίνακα, με τους μηδενισμούς των στοιχείων που δεν ανήκουν στην κύρια διαγώνιο του πίνακα των συντελεστών των αγνώστων.  

			Ας παρακολουθήσουμε το παράδειγμα:  

			Παράδειγμα 1ο: Να λυθεί το γραμμικό σύστημα: [image: ]

			[image: ]

			Μηδενίζοντας τα στοιχεία (κάτω από τη διαγώνιο) της 1ης και της 2ης στήλης φθάνουμε σε μια μορφή η οποία μας επιτρέπει να λύσουμε το σύστημα με αντικαταστάσεις (όπως σε προηγούμενο παράδειγμα). Θα μπορούσαμε όμως να συνεχίσουμε και στην ίδια λογική:

			[image: ]

			και η λύση, με τη μορφή πίνακα-στήλης: 

			[image: ]

			◊

			Παράδειγμα 2ο: Να λυθεί το γραμμικό σύστημα γραμμένο σε μορφή πινάκων 

			[image: ] 

			με τη χρήση γραμμοπράξεων.

			Λύση: 

			Ο επαυξημένος πίνακας είναι

			[image: ]

			Με τη βοήθεια του πρώτου στοιχείου της κύριας διαγωνίου, του α11=2 μηδενίζουμε τα επόμενα δύο στοιχεία της 1ης στήλης. Αρχικά πολλαπλασιάζουμε την 1η γραμμή με το 4/2=2 και το γινόμενο το αφαιρούμε από τη 2η γραμμή. Στη συνέχεια πολλαπλασιάζουμε την 1η γραμμή με το -2/2=-1 και το γινόμενο το αφαιρούμε από τη 2η γραμμή.  Με τον τρόπο αυτό ο επαυξημένος πίνακας μετασχηματίζεται στον παρακάτω γραμμοϊσοδύναμό του:

			[image: ]

			Στη συνέχεια, με τη βοήθεια του δεύτερου στοιχείου της κύριας διαγωνίου, του α22=-1 μηδενίζουμε το επόμενο στοιχείο της 2ης στήλης, το α32.   Πολλαπλασιάζουμε την 2η γραμμή με το 2/-1=-2 και το γινόμενο το αφαιρούμε από τη 3η γραμμή.  

			[image: ]

			Από τον επαυξημένο πίνακα στο δεξί μέλος παίρνουμε τους πίνακες

			[image: ]

			και το αρχικό σύστημά μας είναι ισοδύναμο με την εξίσωση πινάκων

			[image: ]

			δηλαδή αν το εκφράσουμε σαν σύστημα γίνεται:

			[image: ]

			το οποίο μπορεί να λυθεί με την προς-τα–πίσω-αντικατάσταση:

			[image: ]

			◊

			Παράδειγμα 3ο: Να λυθεί το γραμμικό σύστημα [image: ].

			Λύση: Ο επαυξημένος πίνακας είναι

			[image: ]

			ο οποίος με μηδενισμό των στοιχείων που βρίσκονται κάτω από την κύρια διαγώνιο γίνεται

			[image: ]

			οπότε οι εξισώσεις του αντίστοιχου συστήματος είναι

			[image: ]

			Άρα

			[image: ]

			◊

			Παράδειγμα 4ο: Να λυθεί το γραμμικό σύστημα [image: ].

			Λύση: Ο επαυξημένος πίνακας είναι

			[image: ]

			Με γραμμοπράξεις γίνεται

			[image: ]

			Στο παράδειγμα αυτό η προσπάθεια μετατροπής του πίνακα Α (του πίνακα των συντελεστών των αγνώστων) σε μοναδιαίο, φανερώνει πως ο πίνακας Α είναι μη αντιστρέψιμος. Επομένως, τα αριστερά μέλη των τριών εξισώσεων είναι γραμμικά εξαρτημένα. Πράγματι, η 3η εξίσωση είναι το τετραπλάσιο της 1ης. Άρα, το σύστημα είναι αόριστο.  Η αοριστία του συστήματος γίνεται φανερή και από το γεγονός της αοριστίας της 3ης εξίσωσης, η οποία δεν δίνει καμία πληροφορία (0 = 0), οπότε μπορούμε να την απαλείψουμε από το σύστημα, χωρίς να επηρεαστεί η λύση.  Οι δύο πρώτες γίνονται 

			x1 + 3x2 + 4x3 = 8 

			     −2x2 − 6x3 = −6

			και από τη 2η εξίσωση παίρνουμε τη σχέση:  

			x2 = 3 − 3x3 

			την οποία αντικαθιστούμε στην 1η και το σύστημα παίρνει τη μορφή:

			x1 = −1 + 5x3

			x2 = 3 − 3x3     

			όπου οι δύο εξισώσεις ορίζουν τους αγνώστους x1 και x2 σαν συναρτήσεις του x3. Η μορφή αυτή μας οδηγεί στο να θέσουμε x3=κ, έχοντας x1 = −1+5κ  και  x2 = 3–3κ.

			[image: ]

			◊

			Παράδειγμα 5ο: Να λυθεί το σύστημα [image: ]

			Λύση: Ο επαυξημένος πίνακας είναι

			[image: ]

			Με γραμμοπράξεις γίνεται

			[image: ]

			Η τρίτη εξίσωση δίνει την πληροφορία (0 = 4) που είναι αδύνατη. Άρα το σύστημα είναι αδύνατο.

			◊

			Παράδειγμα 6ο: Να λυθεί το σύστημα [image: ].

			Λύση: Αρχικά να παρατηρήσουμε πως πρόκειται για ένα σύστημα με δύο εξισώσεις και τέσσερις αγνώστους. Επομένως, το σύστημα αυτό δεν μπορεί να έχει μοναδική λύση. Αυτό που κάνουμε είναι να θέσουμε δύο αυθαίρετες τιμές σε δύο από τις τέσσερις μεταβλητές και να υπολογίσουμε τις άλλες δύο. 

			Για παράδειγμα, θα μπορούσαμε να ορίσουμε τις τιμές των αγνώστων x3=1 και x4=2.  Όμως, προτιμούμε να θέσουμε δύο αυθαίρετες σταθερές, όπως για παράδειγμα x3=α και x4=β, οπότε υπολογίζουμε τις μεταβλητές x1 και x2 σαν συναρτήσεις των α και β.    

			Ο επαυξημένος πίνακας, μετά από τις συνήθεις γραμμοπράξεις (μηδενίζοντας δηλαδή τον συντελεστή του x2), γίνεται:

			[image: ]

			Οπότε οι εξισώσεις του συστήματος είναι

			[image: ]

			Άρα αν θέσουμε  x3=α και x4 =β θα έχουμε:

			[image: ]

			[image: ]

			◊

			Άσκηση: Να λυθεί το σύστημα [image: ].

			(Απ: [image: ])

			◊

			Άσκηση: Να λυθεί το σύστημα [image: ].

			(Απ:  [image: ])

			◊

			Άσκηση: Να λυθεί το σύστημα [image: ].

			(Απ: [image: ] )

			◊

			Άσκηση: Να λυθεί το σύστημα:

			[image: ]

			(Απ: [image: ] )

			◊

			Άσκηση: Για ποια τιμή του κ το σύστημα

			[image: ]

			έχει λύση;

			(Απ: κ=10 )

			◊

			Άσκηση: Να λυθεί το γραμμικό σύστημα αν έχει επαυξημένο πίνακα:

			[image: ]

			(Απ: [image: ] )

			◊

			Άσκηση: Να λυθεί με τη μέθοδο του επαυξημένου πίνακα το σύστημα:

			[image: ]

			(Απ: [image: ] )

			◊

			Άσκηση: Να λυθεί με τη μέθοδο του επαυξημένου πίνακα το σύστημα:

			[image: ]

			(Απ: αδύνατο)

			1.3.4. Επίλυση μέσω του αντίστροφου πίνακα

			Ξαναγυρίζουμε και πάλι στο σύστημα (1).  

			α11x1 + α12x2 + α13x3 + ....  + α1νxν   =  β1 

			α21x1 + α22x2 + α23x3 + ....  + α2νxν   =  β2		(1)

			..............................................................

			αν1x1 + αν2x2 + αν3x3 + ....  + αννxν   =  βν 

			Στο 2ο παράδειγμα της παραγράφου που αφορούσε στον πολλαπλασιασμό πινάκων, είδαμε πως εάν Α είναι ο πίνακας των συντελεστών των αγνώστων, Χ ο πίνακας-στήλη των αγνώστων και Β ο πίνακας-στήλη των σταθερών όρων:

			[image: ]      [image: ]      [image: ]

			τότε το σύστημα γράφεται:

			ΑΧ = Β,

			μορφή αρκετά βολική για τη μελέτη γραμμικών συστημάτων. Έτσι, πολλαπλασιάζοντας από αριστερά την ισότητα με τον αντίστροφο πίνακα του Α:

			Α-1ΑΧ = Α-1Β     ή      IΧ = Α-1Β      ή      Χ = Α-1Β   

			Δηλαδή: Πολλαπλασιάζοντας τον αντίστροφο πίνακα (Α-1), του πίνακα των συντελεστών των αγνώστων, με τον πίνακα-στήλη των σταθερών όρων (Β), υπολογίζουμε τον πίνακα-στήλη των λύσεων του συστήματος.  

			Για ένα σύστημα μπορεί να ισχύει ένα από τα παρακάτω 

			1.	να μην έχει καμία λύση (τότε λέγεται αδύνατο) 

			2.	να έχει μία και μοναδική λύση 

			3.	να έχει άπειρες λύσεις (τότε λέγεται αόριστο)

			Πρόκειται για μία μέθοδο πολύ χρήσιμη, ιδιαίτερα στην περίπτωση που δίνεται ο αντίστροφος πίνακας Α-1, ή στην περίπτωση που προγραμματίζουμε σε έναν υπολογιστή, οπότε χρησιμοποιούμε ένα πρόγραμμα αντιστροφής τετραγωνικών πινάκων (το οποίο γράψαμε εμείς ή –συνήθως– μας δίνεται έτοιμο από τη γλώσσα προγραμματισμού ή από το προγραμματιστικό πακέτο  που χρησιμοποιούμε,  π.χ. το Excel).

			Παράδειγμα 1ο: Λύστε το σύστημα με τη μέθοδο της χρήσης του αντίστροφου πίνακα

			x1 + x2 = 3 

			x1 − x2 = −1 

			Λύση: 

			Θα γράψουμε το σύστημα στην μορφή AΧ = Β και θα βρούμε τη λύση από την σχέση Χ = A−1Β, όπου οι πίνακες  Α και Β είναι οι

			[image: ]

			Αντιστροφή του Α:

			[image: ]

			και η λύση του συστήματος:

			[image: ]

			◊

			Παράδειγμα 2ο: Βρείτε για ποιες τιμές του κ το σύστημα 

			κx1 + x2 + x3 = 2 

			x1 + κx2 + x3 = 3 

			x1 + x2 + κx3 = 4 

			έχει μοναδική λύση.

			Λύση: 

			Υπολογίζουμε την ορίζουσα του πίνακα των συντελεστών των αγνώστων (Α):

			[image: ]

			Για να έχει το σύστημα μοναδική λύση, πρέπει |A| = (κ + 2) (κ − 1)2 [image: ] 0, δηλ κ ∈ R − {−2, 1}.

			◊

			Παράδειγμα 3ο: Βρείτε για ποιες τιμές του k το σύστημα 

			kx1 + 2x2 = 1 

			3x1 + kx2 = 2

			έχει άπειρες λύσεις.

			Λύση: 

			Αν γράψουμε το σύστημα στην μορφή ΑX=B, τότε

			[image: ]

			Επομένως, όταν [image: ]  το σύστημα θα είναι, είτε αόριστο (θα έχει άπειρες λύσεις) ή αδύνατο (δεν θα έχει καμία ρίζα).  

			Γράφουμε ξανά το σύστημα:

			[image: ]x1 +   2x2 = 0 

			      3x1 [image: ]x2 = 2

			Υπολογίζουμε τις ορίζουσες:

			[image: ]

			Επειδή, τουλάχιστον μία από τις ορίζουσες Δ1 και Δ2  είναι διάφορες του μηδενός (εδώ είναι και οι δύο), σημαίνει πως το σύστημα είναι αδύνατο, όταν [image: ]  και έχει μοναδική λύση για κάθε άλλη τιμή του k.  Άρα, δεν υπάρχει τιμή του k για την οποία το σύστημα θα έχει άπειρες λύσεις.

			◊

			Άσκηση: Το σύστημα 

			x1 −  2x2 = 1

			2x1 − 4x2 = 2 

			λύνεται με χρήση του αντίστροφου πίνακα;

			◊

			Άσκηση: Βρείτε για ποιες τιμές του κ το σύστημα 

			x1 + 2x2 = 1

			3x1 + κx2 = 1

			έχει άπειρες λύσεις.

			(Απ: κ=6)

			◊

			Άσκηση: Λύστε με χρήση του αντίστροφου πίνακα το σύστημα 

			x1 − 2x2 = -1

			2x1 − x2 = -3 

			(Απ: x1= - 1/3, x2= - 1/3)

			◊

			Παράδειγμα 4ο: Έστω το σύστημα: 

			[image: ]

			Να δειχθεί πως ο πίνακας Α-1 είναι ο αντίστροφος του πίνακα των συντελεστών των αγνώστων (του Α) και να υπολογιστεί η λύση του.

			[image: ]

			Λύση: Πράγματι, πολλαπλασιάζοντας τους πίνακες Α και Α-1 έχουμε:

			[image: ]

			Επομένως ο πίνακας Α-1 είναι πράγματι ο αντίστροφος του Α (το γινόμενό τους δίνει τον μοναδιαίο).  Τέλος, υπολογίζουμε τη λύση του συστήματος, πολλαπλασιάζοντας τον Α-1 με τον πίνακα-στήλη των σταθερών όρων:

			[image: ]

			καταλήγοντας στη λύση:

			x1 = 1,  x2 = 3,  x3 = 5,  x4 = 7    ή     [image: ]

			◊

			Παρατήρηση: Από τα προηγούμενα γίνεται φανερό πως εάν κατά τη διαγωνοποίηση του πίνακα των συντελεστών των αγνώστων (του Α), κάποιο από τα στοιχεία της διαγωνίου παραμείνει μηδέν (παρ’ όλες τις αντιμεταθέσεις με τις επόμενες γραμμές), τότε:

			Η ορίζουσα του Α είναι ίση με το μηδέν  [image: ]  

			Ο πίνακας Α δεν αντιστρέφεται  [image: ]  

			Το σύστημα δεν έχει μοναδική λύση (θα είναι αδύνατο ή αόριστο).

			◊

			Παράδειγμα 5ο: Να επιλυθεί το σύστημα [image: ]

			Λύση: Αρχικά, ας υπολογίσουμε την ορίζουσα του πίνακα (Α) των συντελεστών των αγνώστων, μετατρέποντάς την σε τριγωνική:

			[image: ]

			πράγμα που συμβαίνει διότι οι γραμμές του Α είναι γραμμικά εξαρτημένες (3η= 2η–1η).  Παρατηρούμε πως η σχέση αυτή ισχύει και για τα δεύτερα μέλη των εξισώσεων του συστήματος (–8=11–19).  Άρα, το σύστημα είναι αόριστο και θα έχει άπειρες λύσεις. Στο ίδιο, προφανώς συμπέρασμα θα φθάναμε αν υπολογίζαμε τις ορίζουσες Δx1, Δx2,  και Δx3, σύμφωνα με το Θεώρημα του Cramer, όπου θα βλέπαμε πως ισχύει: Δx1=Δx2= Δx3=0

			Διαγράφοντας την μία από τις τρεις εξισώσεις (εδώ θα προτιμούσαμε την 1η επειδή έχει τους μεγαλύτερους συντελεστές), θα είχαμε το επόμενο σύστημα δύο εξισώσεων με τρεις αγνώστους:

			6x1 + 4x2  –   x3  =  11

			2x1 – 2x2  –  2x3 = –8

			όπου θα πρέπει να θέσουμε μία αυθαίρετη τιμή για τον ένα άγνωστο, έστω για τον x1 και να υπολογίσουμε τους άλλους δύο:

			1η προσπάθεια:  Θέτουμε την τιμή x1=1.  Τότε έχουμε το σύστημα:

			4x2  –   x3  =  5

			– 2x2  –  2x3 = –10

			του οποίου η (μοναδική) λύση είναι:  x2 = 2   και   x3 = 3. Επομένως, μία από τις άπειρες λύσεις του αρχικού (αόριστου) συστήματος είναι η:  (x1 = 1 , x2 = 2 , x3 = 3)   

			ή με την μορφή του πίνακα στήλη:  [image: ]

			2η προσπάθεια:  Επιχειρούμε τώρα να βρούμε μια σχέση, που θα μας δίνει όλο το σύνολο των λύσεων του αόριστου συστήματος του παραδείγματος αυτού.  Για τον λόγο αυτό θέτουμε στον άγνωστο x1 μια γενική τιμή, έστω την τιμή x1=κ.  Τότε έχουμε το σύστημα:

			4x2  –   x3  =  11 – 6κ

			– 2x2  –  2x3 = –8 – 2κ

			Εύκολα λύνουμε το σύστημα αυτό (Για παράδειγμα, διπλασιάζοντας την δεύτερη εξίσωση και προσθέτοντας στην πρώτη έχουμε: –5x3 = –5–10κ   απ’ όπου προκύπτει   x3 = 1+2κ) και βρίσουμε πως η γενική μορφή των λύσεων (το σύνολο ή η κλάση όλων των λύσεων) δίνεται από τις σχέσεις:   (x1=κ , x2=3–κ , x3=1+2κ)    

			ή με την μορφή του πίνακα στήλη:  [image: ]

			Παρατηρούμε πως η λύση που βρήκαμε κατά την 1η προσπάθεια, προφανώς, περιλαμβάνεται στη γενική μορφή της λύσης, και λαμβάνεται για την τιμή κ=1.

			◊

			Άσκηση: Λύστε με χρήση του αντίστροφου πίνακα το σύστημα 

			x1 − 2x2 + x3 = −2

			2x1 − x2 + 2x3 = −1

			2x1 + x2 + 2x3 = 1

			(Απ:  [image: ])

			◊

			Άσκηση: Λύστε με χρήση του αντίστροφου πίνακα το σύστημα 

			x1           - x3 = 1

			2x1 + x2 - x3 = 1

			x1 + 2x2 + 5x3 = 2

			(Απ:  [image: ])

			◊

			Άσκηση: Λύστε τα παρακάτω συστήματα (όπου αυτό είναι δυνατό) με χρήση του αντίστροφου πίνακα 

			[image: ]

			 (Απ:  x1= -8/7, x2=5/7,         

			x1= 3/2, x2=5/2,                

			x1= 9/7, x2=17/7 )

			◊

			Άσκηση: Λύστε το παρακάτω σύστημα με χρήση του αντίστροφου πίνακα

			x1 + 3x2 + x3 = 2 

			2x1 + x2 + 2x3 = 1 

			2x1 + x2 + x3 = 1 

			(Απ: x1= 1,5 , x2=1,75 , x3=0,25)

			◊

			Άσκηση: Λύστε τα παρακάτω συστήματα (όπου αυτό είναι δυνατό) με χρήση του αντίστροφου πίνακα 

			[image: ]

			 (Απ:x1= 1.5 , x2=1.75 , x3=0.25    

			 x1= - 3, x2=30, x3= 22    

			 x1=0.8, x2=4.9, x3=0.7)

			◊

			Άσκηση: Για ποιες τιμές του κ υπάρχει πάντα λύση του συστήματος

			2x1 - x2 −  x3 = 6

			x1 - 2x2 + x3 = λ                                  

			x1 + κ x2 - 2x3= λ2

			(Απ: κ[image: ]1)

			◊

			Άσκηση: Λύστε τα παρακάτω συστήματα με χρήση του αντίστροφου πίνακα

			[image: ]

			 (Απ: x1= 1, x2= 0 , x3= 0, 

			         x1= - 4/5, x2= - 19/20 , x3= - 169/40)

			1.3.5. Ομογενή γραμμικά συστήματα

			Ένα γραμμικό σύστημα λέγεται ομογενές όταν οι σταθεροί του όροι είναι ίσοι με το μηδέν.  Δηλαδή ομογενές είναι το παρακάτω σύστημα:

			α11x1 + α12x2 + α13x3 + ....  + α1νxν   =  0 

			α21x1 + α22x2 + α23x3 + ....  + α2νxν   =  0          (2)

			.................................................................

			αν1x1 + αν2x2 + αν3x3 + ....  + αννxν   =  0 

			◊

			Κάθε ομογενές σύστημα γραμμικών εξισώσεων έχει τις περισσότερες ιδιότητες των υπόλοιπων γραμμικών συστημάτων, με μία μικρή διαφορά. Ας τις δούμε αναλυτικότερα:

			•	Εάν οι εξισώσεις του είναι γραμμικά ανεξάρτητες, τότε το ομογενές σύστημα έχει μοναδική λύση, την προφανή:  x1 = 0, x2 = 0, . . ., xn = 0, η οποία ονομάζεται μηδενική λύση ή τετριμμένη λύση.  

			•	 Εάν οι εξισώσεις του είναι γραμμικά εξαρτημένες, τότε το ομογενές σύστημα έχει άπειρες λύσεις (είναι αόριστο), μία εκ των οποίων είναι η τετριμμένη.

			•	Αντίθετα με τα μη ομογενή γραμμικά συστήματα, ένα γραμμικό σύστημα δεν είναι ποτέ αδύνατο, έχοντας πάντα την μηδενική-τετριμμένη λύση. Πράγματι, εάν ακολουθήσουμε τη μέθοδο των οριζουσών, αντιλαμβανόμαστε πως οι ορίζουσες  Δj = 0  για κάθε  j=1,2,..,ν  (διότι η κάθε μία από αυτές θα περιέχει τη στήλη των σταθερών όρων, μια στήλη με όλα τα στοιχεία ίσα με το μηδέν, άρα θα μηδενίζεται).  

			Επομένως, εάν η ορίζουσα του πίνακα Α, των συντελεστών των αγνώστων, είναι διάφορη του μηδενός, το ομογενές σύστημα (2) έχει μοναδική λύση, την προφανή, τη μηδενική, η οποία συχνά ονομάζεται «τετριμμένη»:

			x1 = 0 ,   x2 = 0 ,  …. ,  xν = 0

			◊

			Εάν θέλουμε να έχουμε και άλλες λύσεις (εκτός της μηδενικής), θα πρέπει η ορίζουσα των συντελεστών των αγνώστων (η det[A]) να είναι ίση με το μηδέν, οπότε το σύστημα θα είναι αόριστο.  Αυτό θα συμβαίνει όταν τα αριστερά μέλη των εξισώσεων του συστήματος (2) δεν είναι γραμμικά ανεξάρτητα, οπότε μία από τις εξισώσεις θα είναι γραμμικός συνδυασμός των υπολοίπων. Τότε το σύστημα έχει άπειρες λύσεις (ν-άδες τιμών για τους αγνώστους xj) οι οποίες υπολογίζονται όταν κρατήσουμε τις ν-1 γραμμικά ανεξάρτητες εξισώσεις και δώσουμε αυθαίρετες τιμές στον ένα από τους αγνώστους.

			Παράδειγμα 1ο: Δίνεται το ομογενές σύστημα:  [image: ]  (Σ.1).   

			Είναι φανερό πως το σύστημα έχει λύση την προφανή, την μηδενική:  x1= x2= 0, όπως συμβαίνει σε κάθε ομογενές σύστημα.  Αναζητούμε μήπως, εκτός από την προφανή (μηδενική) λύση, έχει και άλλες λύσεις.  Για τον λόγο αυτό υπολογίζουμε την ορίζουσα των συντελεστών του:

			[image: ]

			πράγμα που συμβαίνει διότι η 2η γραμμή του πίνακα των συντελεστών προκύπτει από το γινόμενο της 1ης επί το 1.5 (ή αντίστοιχα η 2η στήλη προκύπτει από το γινόμενο της 1ης επί το 2).   Άρα, το (Σ.1) έχει ουσιαστικά μόνο μία εξίσωση, έστω την 1η (που έχει και μικρότερους συντελεστές)

			[image: ]

			Θέτοντας όπου   x1=1, έχουμε x2=–0.5.   Δηλαδή έχουμε σαν λύση τον πίνακα 

			[image: ]

			Αντίθετα, εάν θέσουμε στο x1 την γενική τιμή κ, θα έχουμε σαν λύση:   (x1=κ,  x2=–0.5κ)   ή αλλιώς

			[image: ]

			◊

			Παρατήρηση: Αξίζει να παρατηρήσουμε πως στα ομογενή συστήματα, ο πίνακας-στήλη της γενικής λύσης (όταν δηλαδή θέσαμε x1=κ) προκύπτει από την μερική λύση για x1=1, με τον πολλαπλασιασμό της επί κ.  Προσοχή! Αυτό ισχύει μόνο στα ομογενή συστήματα. Άλλωστε είδαμε πως σε αντίστοιχα παραδείγματα του μη ομογενούς αόριστου συστήματος, δεν ίσχυε η παρατήρηση αυτή.

			Παράδειγμα 2ο: Λύστε το παρακάτω σύστημα: 

			x1 + 2x2 + x3 = 0 

			2x1 − x2 + 2x3 = 0 

			x1 + x2 + x3 = 0

			Λύση: Έχουμε    [image: ] 

			Επομένως, το ομογενές σύστημα είναι αόριστο και οι εξισώσεις του είναι γραμμικά εξαρτημένες.  Από τις τρεις δοσμένες εξισώσεις επιλέγουμε τις δύο πρώτες, επιλέγουμε την τιμή 1 για έναν από τους αγνώστους (έστω την x3) και έχουμε το υποσύστημα

			x1 + 2x2 + 1 = 0 

			2x1 − x2 + 2 = 0 

			το οποίο ξαναγράφουμε ως

			x1 + 2x2 = − 1 

			2x1 − x2 = − 2 

			Για το σύστημα αυτό έχουμε

			[image: ]

			Επαληθεύουμε την τρίτη εξίσωση. Πράγματι, αντικαθιστώντας τις τιμές των x1, x2 στην τρίτη εξίσωση, έχουμε 

			x1 + x2 + x3 = −1 + 0 + 1= 0.

			Οπότε η λύση του αρχικού συστήματος είναι

			[image: ]    ενώ η γενική λύση είναι    [image: ]

			◊

			Παράδειγμα 3ο: Δίνεται το ομογενές σύστημα:  

			[image: ]

			Είναι φανερό πως το σύστημα έχει λύση την προφανή, την μηδενική:  xj = 0 για κάθε j. Εάν στη συνέχεια υπολογίσουμε την ορίζουσα των συντελεστών του, θα διαπιστώσουμε πως

			det[A] = 0

			διότι η 4η εξίσωσή του είναι το άθροισμα των υπολοίπων τριών.  Κρατούμε λοιπόν τις πρώτες τρεις εξισώσεις και δίνουμε διάφορες τιμές στο x1. Βέβαια, θα μπορούσαμε να διαγράψουμε οποιαδήποτε από τις τέσσερις εξισώσεις, μια και έτσι θα έπαυε να ισχύει η σχέση της γραμμικής εξάρτησης.  Απλά, επιλέγουμε την 4η διότι έχει τους μεγαλύτερους συντελεστές (για ευκολία στις πράξεις). Εάν η γραμμική εξάρτηση αφορούσε μόνον  δύο (ή τρεις) από τις τέσσερις εξισώσεις, θα έπρεπε, προφανώς, να διαγράψουμε μία από αυτές.

			Για κάθε μία τιμή του x1 υπολογίζουμε την τιμή των άλλων αγνώστων.  Εάν, για παράδειγμα  x1=1, έχουμε το σύστημα:

			  6x2  +   x3 + 2x4 = -1

			  4x2  + 2x3 – 2x4 = -1

			–2x2  +   x3 – 4x4 = -1

			του οποίου η ορίζουσα των συντελεστών των αγνώστων είναι ίση με το μηδέν.  Πράγματι, το αριστερό μέλος της 3ης εξίσωσης προκύπτει από την αφαίρεση της 1ης εξίσωσης από τη 2η. Όμως, τα δεξιά μέλη των εξισώσεων δεν ακολουθούν την ίδια γραμμική εξάρτηση. Άρα, το σύστημα είναι αδύνατο! 

			Η περίπτωση του συγκεκριμένου συστήματος είναι ιδιαίτερη, διότι το πέρασμα στο δεξί μέλος του x1 οδηγεί σε ένα σύστημα αδύνατο! Αυτό δεν θα συνέβαινε εάν θέταμε την τιμή 1 σε κάποια άλλη μεταβλητή, έστω στο x4!   Εάν λοιπόν θέσουμε  x4=1, έχουμε το σύστημα:

			x1 + 6x2 +   x3 = –2 

			x1 + 4x2 + 2x3  =  2

			x1 – 2x2 +    x3 =  4

			με λύση:

			x1 = 0 ,  x2 = -0,75 ,  x3 = 2,5   για την τιμή   x4 = 1

			η οποία γράφεται:       

			[image: ]

			Εάν, αντίστοιχα είχαμε θέσει x4=κ, η λύση θα ήταν:

			x1 = 0 ,  x2 = -0,75κ ,  x3 = 2,5κ ,  x4 = κ

			η οποία γράφεται:       [image: ]

			◊

			Σημαντική Παρατήρηση: Έστω ένα ομογενές γραμμικό σύστημα, του οποίου οι εξισώσεις είναι γραμμικά εξαρτημένες, οπότε έχει άπειρες λύσεις πέραν της τετριμμένης-μηδενικής. Διαγράφουμε μία από τις εξισώσεις που συμμετέχουν στην γραμμική εξάρτηση και προσπαθούμε να βρούμε το σύνολο των λύσεων (το οποίο συχνά αποκαλούμε «κλάση των λύσεων») που επαληθεύει το σύστημα. Παρατηρούμε, λοιπόν, πως όταν η τοποθέτηση της τιμής 1 σε έναν άγνωστο του αόριστου ομογενούς συστήματος οδηγήσει εκ νέου σε αδύνατο σύστημα, αυτό σημαίνει πως στη γενική λύση του αρχικού αόριστου συστήματος ο άγνωστος αυτός παίρνει την τιμή μηδέν. Σ’ αυτή την περίπτωση θέτουμε την τιμή 1 σε κάποιον άλλο άγνωστο και ο υπολογισμός των υπολοίπων  αγνώστων γίνεται φυσιολογικά. Τέλος, η γενίκευσης της λύσης του αόριστου συστήματος προκύπτει με τον πολλαπλασιασμό της μερικής λύσης (πίνακα-στήλης) επί το κ. Για άλλη μια φορά να θυμίσουμε πως αυτό ισχύει μόνο στα ομογενή συστήματα.

			◊

			Άσκηση: Έχουν μη-τετριμμένες λύσεις τα συστήματα;

			[image: ]

			(Απ:α) όχι  β) ναι)

			◊

			Άσκηση: Λύστε το παρακάτω σύστημα:

			x1 + 3x2 − 4x3 = 0            

			x1 + x2 − x3 = 0                

			2x1 + 4x2 − 5x3 = 0    

			(Απ: [image: ])

			◊

			Άσκηση: Να βρείτε την τιμή του k για την οποία το ομογενές γραμμικό σύστημα

			 [image: ]

			έχει λύσεις εκτός από την τετριμμένη, υπολογίστε μία από αυτές τις λύσεις, αλλά και τη γενική έκφραση της λύσης.

			(Απ:  κ=-12)

			◊

			Άσκηση: Να επιλυθεί το ομογενές σύστημα:

			x1 -  x2 +  x3 = 0            

			x1 + x2 +2x3 = 0                

			x1 + 2x2 − x3 = 0    

			(Απ:  Υπάρχει μόνο η τετριμμένη λύση)

			◊

			Άσκηση: Να επιλυθεί το ομογενές σύστημα:

			[image: ] 

			(Απ: [image: ])

			1.3.6. Χαρακτηριστικό πολυώνυμο και χαρακτηριστικές τιμές πίνακα

			Θα ξεκινήσουμε την εξέταση των εννοιών αυτών αξιωματικά. Η γεωμετρική ερμηνεία τους θα γίνει στην επόμενη παράγραφο.

			Έστω τώρα ο τετραγωνικός (νxν) πίνακας Α. 

			[image: ]

			Στη συνέχεια υπολογίζουμε τον πίνακα Α – λΙν (με Ιν τον μοναδιαίο στη διάσταση νxν),

			[image: ]

			Η ορίζουσα του πίνακα Α – λΙ είναι μια πολυωνυμική συνάρτηση, με μεταβλητή το λ.  

			[image: ]

			Η πολυωνυμική συνάρτηση του A γράφεται ως fA(λ), είναι ν-στου βαθμού. Πράγματι, κατά τον υπολογισμό της ορίζουσας ο μεγιστοβάθμιος όρος θα προκύψει από το γινόμενο των στοιχείων της κύριας διαγωνίου:

			[image: ]

			◊

			Ορισμός: Η πολυωνυμική συνάρτηση  

			fA(λ) = |Α-λI|  

			ονομάζεται Χαρακτηριστικό Πολυώνυμο του πίνακα Α.  Εάν ο τετραγωνικός πίνακας Α έχει διάσταση (νxν), τότε το χαρακτηριστικό πολυώνυμο του πίνακα Α θα είναι ν-ου βαθμού.

			◊

			Στο επόμενο κεφάλαιο, στην παράγραφο που αφορά στις πολυωνυμικές συναρτήσεις, θα δείξουμε πως μία πολυωνυμική συνάρτηση ν-ου βαθμού έχει ακριβώς ν ρίζες, πραγματικές ή μιγαδικές   (τις λ1, λ2, …, λν).   Κάποιες από αυτές μπορεί να είναι επαναλαμβανόμενες, δηλ. λm = λn για m[image: ]n..  Με βάση αυτή την γνώση έχουμε τους επόμενους δύο ορισμούς:

			◊

			Ορισμός: Η εξίσωση

			Det[Α –λΙ] = fA(λ) = 0

			ονομάζεται Χαρακτηριστική Εξίσωση του A.   

			◊

			Ορισμός: Οι ν ρίζες της χαρακτηριστικής εξίσωσης ενός τετραγωνικού πίνακα Α 

			Det[Α –λΙ] = fA(λ) = 0

			ονομάζονται Χαρακτηριστικές Τιμές ή Ιδιοτιμές του πίνακα Α.

			◊

			Παράδειγμα: Να υπολογισθεί το χαρακτηριστικό πολυώνυμο, η χαρακτηριστική εξίσωση και οι ιδιοτιμές  του πίνακα Α:

			[image: ]

			Λύση: Δημιουργούμε τον πίνακα [Α – λΙ] και υπολογίζουμε την ορίζουσά του:

			[image: ]

			[image: ]

			Επομένως, η χαρακτηριστική εξίσωση του πίνακα Α: 

			[image: ]

			και οι ιδιοτιμές (χαρακτηριστικές τιμές) του πίνακα Α:

			[image: ]

			◊

			1.3.7 Ιδιοδιανύσματα ενός τετραγωνικού πίνακα Α

			Έστω ο τετραγωνικός πίνακας Α, διάστασης (νxν).  Τότε η επόμενη εξίσωση πινάκων:

			[image: ]

			περιγράφει ένα ομογενές σύστημα ν-εξισώσεων μα ν-αγνώστους.  Αν θέλαμε να το γράψουμε αναλυτικά θα είχαμε:

			[image: ]

			Το ομογενές αυτό σύστημα έχει μία λύση, την μηδενική, την οποία ονομάσαμε τετριμμένη:

			[image: ]

			η οποία, εκτός από ένας πίνακας στήλη με διάσταση (νx1), μπορεί να αντιμετωπισθεί σαν το μηδενικό διάνυσμα σε ένα χώρο διανυσμάτων (διανυσματικό χώρο) ν διαστάσεων.

			Το προηγούμενο ομογενές σύστημα μπορεί να έχει και άλλες λύσεις πέραν της τετριμμένης, εάν είναι αόριστο.  Εάν, δηλαδή, η ορίζουσα των συντελεστών των αγνώστων είναι ίση με το μηδέν.   Στην περίπτωση αυτή, όπως δείξαμε στην προηγούμενη παράγραφο, διαγράφουμε μία από τις ν εξισώσεις, θέτουμε σε κάποιο άγνωστο την τιμή ένα (έστω x1=1), και υπολογίζουμε την τιμή των υπόλοιπων αγνώστων.  Τότε η γενική λύση γράφεται:

			[image: ]

			η οποία μπορεί να αντιμετωπισθεί σαν ένα διάνυσμα σε ένα χώρο διανυσμάτων ν διαστάσεων, με συντεταγμένες:  

			x1=1, x2=a2,   x3=a3, ….,  xν=aν.   στην μερική λύση  και

			x1=k, x2=ka2, x3=ka3, …., xν=kaν. στην γενική λύση  

			Όμως, το εν λόγω ομογενές σύστημα θα είναι αόριστο εάν ισχύει:  Det[Α –λΙ] = fA(λ) = 0, όταν δηλαδή υιοθετήσουμε για το λ μία από τις ιδιοτιμές (έστω την λ1) του πίνακα Α.  Τότε η γενική λύση του αόριστου ομογενούς συστήματος λέγεται Ιδιοδιάνυσµα του πίνακα Α που αντιστοιχεί στην τιμή λ=λ1 και το δηλώνουμε σαν διάνυσμα, με τον συμβολισμό:

			[image: ]

				Όλα τα παραπάνω συμπυκνώνονται στον ορισμό:

			Ορισμός: Έστω ο τετραγωνικός πίνακας Α, με διάσταση (νxν). Κάθε λύση [image: ] της εξίσωσης 

			[image: ]

			λέγεται ιδιοδιάνυσµα του A (το οποίο αντιστοιχεί στο λ). 

			◊

			Την παραπάνω εξίσωση την επεξεργαζόμαστε ως εξής:

			[image: ]

			Βήματα Εύρεσης Ιδιοτιμών και Ιδιοδιανυσμάτων:

			1.	Υπολογισμός του πίνακα [A − λIn], ο οποίος προκύπτει από τον A με την αφαίρεση της παραμέτρου λ από την κύρια διαγώνιο. 

			2.	Υπολογισμός της ορίζουσας det(A − λIn) 

			3.	Επίλυση της εξίσωσης det(A − λIn) =0, οπότε οι ρίζες αυτού του πολυωνύμου είναι οι ιδιοτιμές του πίνακα A 

			4.	Για κάθε ιδιοτιμή, βρίσκουμε το αντίστοιχο ιδιοδιάνυσµα, λύνοντας το ομογενές σύστημα 

			[image: ]

			◊

			1.3.8 Η περίπτωση του πίνακα 2x2

			Αρχικά θα μελετήσουμε αναλυτικότερα την περίπτωση του πίνακα 2x2. Ξεκινούμε υπολογίζοντας το χαρακτηριστικό πολυώνυμο ενός πίνακα Α.

			[image: ]

			όπου, ονομάσαμε ίχνος του πίνακα Α, το άθροισμα των στοιχείων της κύριας διαγωνίου του (α11+α22).    

			Παρατηρούμε πως το χαρακτηριστικό πολυώνυμο ενός πίνακα Α διάστασης 2x2, είναι δεύτερου βαθμού (όπως ειπώθηκε πιο πάνω). Οι δύο ρίζες (λ1 και λ2) του fA(λ) είναι οι χαρακτηριστικές τιμές (ιδιοτιμές) του πίνακα Α.   

			Αντικαθιστώντας στον πίνακα την μία από τις δύο ιδιοτιμές (έστω την λ1), δημιουργούμε το ομογενές σύστημα:

			[image: ]

			Το σύστημα αυτό είναι αόριστο εάν επιλέξουμε για το λ κάποια από τις δύο ρίζες (ιδιοτιμές) λ1 και λ2,  διότι η ορίζουσα των συντελεστών των αγνώστων [det{Α-λΙ}] θα είναι ίση με το μηδέν. Στην περίπτωση αυτή  το ομογενές σύστημα θα είναι αόριστο και θα έχει και άλλες λύσεις (άπειρες), πέραν της τετριμμένης (μηδενικής). 

			Παράδειγμα 1ο: Να βρεθεί το χαρακτηριστικό πολυώνυμο, οι ιδιοτιμές και τα δύο ιδιοδιανύσματα του πίνακα: 

			[image: ]

			Λύση. Υπολογισμός του χαρακτηριστικού πολυωνύμου:

			[image: ]

			Ιδιοτιμές:

			Θέτουμε [image: ]

			Ιδιοδιανύσματα: 

			α) Εάν λ= –2.    Τότε έχουμε:  

			 [image: ] 

			που οδηγεί στο ομογενές σύστημα: 

			[image: ] 

			δηλαδή, στο σύστημα:

			 [image: ]

			από το οποίο κρατάμε την εξίσωση 

			[image: ]

			μια και η δεύτερη γραμμή είναι το διπλάσιο της πρώτης.   Άρα, θέτοντας  x1=κ έχουμε την γενική έκφραση του ιδιοδιανύσματος του πίνακα Α, που αντιστοιχεί στην ιδιοτιμή  λ= –2.

			[image: ]

			β) Εάν λ=7.    Τότε έχουμε:  

			 [image: ] 

			που οδηγεί στο ομογενές σύστημα:  

			[image: ] 

			δηλαδή, στο σύστημα: 

			[image: ]

			από το οποίο κρατάμε την εξίσωση 

			[image: ]

			μια και η πρώτη στήλη είναι το διπλάσιο της δεύτερης.  Άρα, θέτοντας  x1=κ έχουμε την γενική έκφραση του ιδιοδιανύσματος του πίνακα Α, που αντιστοιχεί στην ιδιοτιμή  λ=7.

			[image: ]

			◊

			Παράδειγμα 2ο: Να βρεθούν οι ιδιοτιμές και τα ιδιοδιανύσματα του πίνακα: [image: ]

			Λύση. Υπολογισμός του χαρακτηριστικού πολυωνύμου του A:

			[image: ]

			Βρίσκουμε τις ρίζες του:

			[image: ]

			Βρίσκουμε τα ιδιοδιανύσματα:

			α) Εάν λ=1.    Τότε έχουμε:  

			 [image: ] 

			που οδηγεί στο ομογενές σύστημα: 

			[image: ]

			το οποίο μας δίνει την ίδια εξίσωση 

			[image: ]

			Έτσι αν κ η αυθαίρετη σταθερά και x2= κ τότε x1= - κ.   Δηλαδή 

			[image: ]

			Άρα ένα ιδιοδιάνυσμα που αντιστοιχεί στην ιδιοτιμή λ1 = 1 είναι 

			 [image: ]   (για κ = 1). 

			β) Εάν λ=4.    Τότε έχουμε:  

			   [image: ] 

			που οδηγεί στο ομογενές σύστημα:  

			[image: ] 

			δηλαδή, στο σύστημα: 

			[image: ]

			το οποίο μας δίνει την ίδια εξίσωση 

			[image: ]

			Έτσι αν την κ αυθαίρετη σταθερά και x2= κ τότε x1= 2 κ

			Δηλαδή [image: ]

			Άρα ένα ιδιοδιάνυσμα που αντιστοιχεί στην λ2 = 4 είναι  [image: ] (για κ = 1). 

			◊

			Παράδειγμα 3ο: Να βρεθούν οι ιδιοτιμές και τα ιδιοδιανύσματα του πίνακα: [image: ]

			Λύση. Υπολογισμός του χαρακτηριστικού πολυωνύμου του A:

			[image: ]

			Βρίσκουμε τις ρίζες του:

			[image: ]

			Βρίσκουμε τα ιδιοδιανύσματα:

			α) Εάν λ=1+2i.    Τότε έχουμε:  

			 [image: ] 

			που οδηγεί στο ομογενές σύστημα: 

			[image: ]

			το οποίο γράφεται επίσης: 

			[image: ]

			που είναι ομογενές και αόριστο (μια και η ορίζουσα των συντελεστών των αγνώστων είναι ίση με το μηδέν). Επομένως, κρατούμε τη μία από τις δύο εξισώσεις, έστω τη 2η και θέτουμε x1=1, υπολογίζοντας την x2:

			[image: ]

			Άρα το ιδιοδιάνυσμα που αντιστοιχεί στην ιδιοτιμή λ1 = 1+2i είναι 

			 [image: ] 

			β) Εάν λ=1-2i.    Τότε έχουμε:  

			 [image: ] 

			που οδηγεί στο ομογενές σύστημα: 

			[image: ]

			το οποίο γράφεται επίσης: 

			[image: ]

			που είναι ομογενές και αόριστο (μια και η ορίζουσα των συντελεστών των αγνώστων είναι ίση με το μηδέν). Επομένως, κρατούμε τη μία από τις δύο εξισώσεις, έστω τη 2η και θέτουμε x1=1, υπολογίζοντας την x2:

			[image: ]

			Άρα το ιδιοδιάνυσμα που αντιστοιχεί στην ιδιοτιμή λ1 = 1-2i είναι 

			 [image: ] 

			Αξίζει να παρατηρήσουμε πως η ύπαρξη μιγαδικών ιδιοτιμών δεν δημιουργεί κανενός είδους δυσκολία στον υπολογισμό των ιδιοδιανυσμάτων ενός πίνακα Α…

			◊

			Άσκηση: Να βρεθούν οι ιδιοτιμές και τα ιδιοδιανύσματα του πίνακα: [image: ]

			(Απ:λ1=1, λ2=7, [image: ])

			◊

			Άσκηση: Να βρεθούν οι ιδιοτιμές και τα ιδιοδιανύσματα των πινάκων:

			[image: ]

			(Απ:λ1=1, λ2=2, [image: ]

			λ1= -1, λ2=13, [image: ])

			◊

			Άσκηση: Να βρεθούν οι ιδιοτιμές και τα ιδιοδιανύσματα του πίνακα:

			[image: ]

			(Απ:λ1=i. λ2= -i, [image: ])

			◊

			Άσκηση: Να βρεθούν οι ιδιοτιμές και τα ιδιοδιανύσματα του πίνακα:

			[image: ]

			(Απ:λ1=1, [image: ])

			◊

			Άσκηση: Να βρεθούν οι ιδιοτιμές και τα ιδιοδιανύσματα του πίνακα:

			[image: ]

			(Απ:λ1=1+i[image: ], λ2=1 - i[image: ], [image: ][image: ])

			◊

			1.3.9 Η περίπτωση του πίνακα 3x3

			Θα μελετήσουμε αναλυτικότερα την περίπτωση του πίνακα 3x3, μια και τα περισσότερα συμπεράσματα στα οποία θα καταλήξουμε, ισχύουν και στη γενική περίπτωση των πινάκων νxν.  Υπολογίζουμε το χαρακτηριστικό πολυώνυμο του πίνακας Α, διάστασης 3x3:

			[image: ]

			όπου οι συντελεστές του πολυωνύμου fA(λ) προκύπτουν από τον αρχικό πίνακα Α:

			[image: ]

			•	Μ = α11+α22+α33 :  το άθροισμα των στοιχείων της κύριας διαγωνίου του Α, το οποίο συχνά λέγεται και ίχνος του Α.

			•	Ν = [(α22α33–α23α32) + (α11α33–α31α13) + (α11α22–α21α12)] :    που είναι οι υποορίζουσες που αντιστοιχούν στα στοιχεία της διαγωνίου του Α (Αjj η ορίζουσα (2x2) που απομένει εάν διαγράψουμε τη στήλη και τη γραμμή του στοιχείου της διαγωνίου αjj).  Άρα γράφουμε:  Ν = -[Α11 + A22 + A33].

			•	P = α11α22α33 + α12α23α31 + α13α21α32 – α31α22α13 – α32α23α11 – α33α21α12  : που ισούται  με την τιμή  της ορίζουσας του Α   (εφαρμόστε τη μέθοδο του Sarrus).  Άρα  Ρ = [image: ].

			◊

			Χαρακτηριστικά διανύσματα του πίνακα Α

			Έστω τώρα το ομογενές σύστημα εξισώσεων, του οποίου ο πίνακας των συντελεστών των αγνώστων είναι ο  [Α – λΙ].  Για ευκολία ας το γράψουμε σαν γινόμενο πινάκων:

			[image: ]

			Το σύστημα αυτό θα έχει και άλλες λύσεις εκτός από τη μηδενική (που είναι η προφανής), μόνον όταν η ορίζουσα των συντελεστών των αγνώστων είναι ίση με το μηδέν.  Όταν δηλαδή η χαρακτηριστική εξίσωση ισούται με το μηδέν, όταν, ισοδύναμα, η παράμετρος λ παίρνει μία από τις τρεις χαρακτηριστικές ρίζες του πίνακα Α.

			Αντικαθιστώντας λοιπόν στο σύστημα κάποια από τις χαρακτηριστικές ρίζες (έστω την λ1), το σύστημα θα έχει κι άλλες λύσεις, εκτός από τη μηδενική.  Μία από αυτές την υπολογίζουμε θέτοντας  x1 = 1.  Τότε αντικαθιστώντας το x1 στις εξισώσεις, τότε θα υπολογίσουμε την τριάδα της λύσης:

			x1 = 1 ,  x2 = ρ2   και  x3 = ρ3   για την χαρακτηριστική ρίζα   λ = λ1 

			Εύκολα αποδεικνύεται πως εάν είχαμε επιλέξει το  x1 = κ (αντί του 1),  τότε οι υπόλοιπες τιμές θα είναι οι:    

			x2 = κρ2   και  x3 = κρ3

			Οι τρεις τριάδες λύσεων, που αντιστοιχούν στην κάθε μία χαρακτηριστική ρίζα. είναι τα τρία χαρακτηριστικά διανύσματα του πίνακα Α.

			◊

			Παράδειγμα 1ο: Δίνεται ο πίνακας: 

			[image: ] 

			με χαρακτηριστικό πολυώνυμο

			[image: ].

			Κάνοντας τις πράξεις έχουμε:

			fA(λ) = -λ3 + 5λ2 + λ – 5

			Με τη βοήθεια της παρακάτω γραφικής παράστασης, δοκιμάζουμε κι επαληθεύουμε πως οι τρεις ρίζες του χαρακτηριστικού πολυωνύμου είναι οι:

			λ1 = –1 ,  λ2 = 1   και   λ3 = 5

			[image: ]

			Εικόνα 1.2  Το χαρακτηριστικό πολυώνυμο fA(λ) 

			Θέτοντας αρχικά λ=-1, έχουμε το ομογενές σύστημα:

			2x1 +   x2 + 2x3 = 0

			2x1 + 4x2 + 2x3 = 0

			2x1 +   x2 + 2x3 = 0

			Παραλείπουμε την 3η εξίσωση (η οποία είναι ίδια με την 1η), θέτουμε  x1=1, και καταλήγουμε στο επόμενο σύστημα δύο εξισώσεων με δύο αγνώστους:

			x2 + 2x3 = -2

			4x2 + 2x3 = -2

			και υπολογίζουμε τις άλλες δύο τιμές:     x2=0   x3= –1.

				Επομένως, η γενική μορφή του πρώτου χαρακτηριστικού διανύσματος: 

			x1 = κ  ,  x2 = 0 ,   x3 = –κ   ή  ορθότερα:  [image: ]

			Θέτοντας στη συνέχεια  λ=1, έχουμε το ομογενές σύστημα:

			            x2 + 2x3 = 0

			2x1 + 2x2 + 2x3 = 0

			2x1 +   x2           = 0

			Παραλείπουμε την 2η εξίσωση (η οποία είναι το άθροισμα της 1ης με την 3η), θέτουμε  x1=1, και υπολογίζουμε τις άλλες δύο τιμές:     x2= –2    x3=1.

				Επομένως η γενική μορφή του δεύτερου χαρακτηριστικού διανύσματος: 

			x1 = κ  ,  x2 = –2κ ,   x3 = κ ή  ορθότερα:  [image: ]

			Θέτοντας τέλος λ=5, έχουμε το ομογενές σύστημα:

			-4x1 +  x2 + 2x3 = 0

			2x1  – 2x2 + 2x3 = 0

			2x1  +   x2 – 4x3 = 0

			Παραλείπουμε την 2η εξίσωση (η οποία είναι το άθροισμα της 1ης με την 3η, με αντίθετο πρόσημο), θέτουμε  x1=1, και υπολογίζουμε τις άλλες δύο τιμές:

			x2=2   x3=1.

			Επομένως η γενική μορφή του τρίτου χαρακτηριστικού διανύσματος: 

			x1 = κ  ,  x2 = 2κ ,   x3 = κ   ή  ορθότερα: 

			 [image: ]

			◊

			Παράδειγμα 2o: Για ποιες τιμές της παραμέτρου k ο πίνακας

			[image: ] 

			έχει ιδιοτιμή ίση με 2; 

			Λύση:  Το χαρακτηριστικό πολυώνυμο του A είναι 

			fA(λ) = (λ − k) (λ2 − 2λ + 1 − 2k) 

			το οποίο έχει ρίζες [image: ]   

			 (α)	Επομένως, εάν η τιμή του k είναι ίση με το 2, τότε οι τρεις ιδιοτιμές θα είναι:

			 λ1 = 2 , λ2 = 3 και λ3 = -1

			 (β)	Όμοια, αν ισχύει πως εάν  

			[image: ]

			οι ιδιοτιμές θα είναι οι: λ1 = ½ , λ2 = 2 και λ3 = 0

			 (γ)	Τέλος, εάν 

			[image: ]

			Στην περίπτωση αυτή οι ιδιοτιμές είναι:

			[image: ]

			Παράδειγμα 3ο: Βρείτε τις ιδιοτιμές και ιδιοδιανύσματα του [image: ] .

			Λύση: Το χαρακτηριστικό πολυώνυμο 

			[image: ]

			Με δεδομένο πως το χαρακτηριστικό πολυώνυμο είναι διατυπωμένο με τη μορφή του γινόμενου παραγόντων, είναι προφανείς οι τρεις ρίζες του:

			λ1 = 2 ,  λ2 = 1   και   λ3 = -1

			Για λ=2

			[image: ]

			έχουμε το ομογενές σύστημα:

			[image: ]  

			Η γενική μορφή του αντίστοιχου χαρακτηριστικού διανύσματος: 

			x1 = κ  ,  x2 = 0 ,   x3 = 0  ή  ορθότερα:  [image: ]

			Για  λ=1

			[image: ]

			έχουμε το ομογενές σύστημα:

			[image: ]

			και η γενική μορφή του αντίστοιχου χαρακτηριστικού διανύσματος: 

			x1 = 0  ,  x2 = κ ,   x3 = 0  ή  ορθότερα: [image: ]

			Για λ= -1, 

			[image: ]

			έχουμε το ομογενές σύστημα:

			[image: ]

			Επομένως η γενική μορφή του αντίστοιχου χαρακτηριστικού διανύσματος: 

			x1 = 0  ,  x2 = 0 ,   x3 = κ   ή  ορθότερα:  [image: ]

			◊

			Άσκηση: Nα βρεθούν οι ιδιοτιμές του πίνακα: 

			[image: ]

			(Απ:λ1= -1, λ2=[image: ], λ3=[image: ])

			◊

			Άσκηση: Nα βρεθούν οι ιδιοτιμές και τα ιδιοδιανύσματα του πίνακα: 

			[image: ]

			(Απ:λ1= -1, λ2=8, [image: ],[image: ],[image: ])

			◊

			Άσκηση: Nα βρεθούν οι ιδιοτιμές και τα ιδιοδιανύσματα του πίνακα: 

			[image: ]

			(Απ:λ1= -1, λ2=i, λ3= - i, [image: ],[image: ],[image: ])

			◊

			Άσκηση: Nα βρεθούν οι ιδιοτιμές και τα ιδιοδιανύσματα του πίνακα: 

			[image: ] 

			όταν είναι γνωστή η μια χαρακτηριστική ρίζα του, το λ1 =1.

			(Απ:λ1= 1+i[image: ], λ2=1- i[image: ], [image: ],[image: ],[image: ])

			◊

			Άσκηση: Βρείτε τις ιδιοτιμές και ιδιοδιανύσματα του  [image: ]

			(Απ:λ1= 2+[image: ], λ2=2- [image: ], λ3= -2, [image: ],[image: ],[image: ])

			◊

			Άσκηση: Βρείτε τις ιδιοτιμές και ιδιοδιανύσματα του [image: ]

			(Απ:λ1= - 2, λ2= 2, λ3= 1, [image: ],[image: ],[image: ])

			◊

			Άσκηση: Βρείτε τις ιδιοτιμές και ιδιοδιανύσματα του [image: ]

			(Απ:λ1= 4, λ2= 1, λ3= 0, [image: ],[image: ],[image: ])

			Άσκηση: Βρείτε τις ιδιοτιμές και ιδιοδιανύσματα του [image: ]

			(Απ:λ1= 1+3[image: ], λ2=1- 3[image: ], λ3= - 2, [image: ],[image: ],[image: ])

			◊

			Άσκηση: Βρείτε τις ιδιοτιμές και ιδιοδιανύσματα του [image: ]

			(Απ:λ1= 2+[image: ], λ2== 2 - [image: ], λ3= - 4, [image: ],[image: ],[image: ])

			◊

			Άσκηση: Βρείτε τις ιδιοτιμές και ιδιοδιανύσματα του [image: ]

			(Απ:λ1= - 2, λ2= 2, [image: ],[image: ],[image: ])

			◊

			Άσκηση: Βρείτε τις ιδιοτιμές και ιδιοδιανύσματα του [image: ]

			(Απ: λ1= 3, λ2= 2, λ3=1, [image: ],[image: ],[image: ])

			◊

			Άσκηση: Βρείτε τις ιδιοτιμές και ιδιοδιανύσματα του [image: ]

			(Απ: λ1,2,3= 1,  [image: ],[image: ], [image: ])

			◊

			Άσκηση: Βρείτε τις ιδιοτιμές και ιδιοδιανύσματα του [image: ]

			(Απ: λ1= [image: ], λ2= [image: ], λ3=0, [image: ],[image: ],[image: ])

			◊

			Άσκηση: Να βρεθούν τα άλλα δύο ιδιοδιανύσματα και οι άλλες δύο ιδιοτιμές του πίνακα Α, όταν γνωρίζουμε πως η μία ιδιοτιμή είναι η  λ= 3.

			[image: ]

			(Απ:λ1= - 3, λ2=0,[image: ],[image: ],[image: ])

			◊

			Άσκηση: Να βρεθούν τα άλλα ιδιοδιανύσματα και οι άλλες δύο μιγαδικές ιδιοτιμές του πίνακα Α, όταν γνωρίζουμε πως η μία ιδιοτιμή είναι η  λ= -1.  

			[image: ]

			(Απ: λ1= 1/2(- 1+i[image: ]), λ2=1/2(- 1- i[image: ]),[image: ],[image: ],[image: ])

			◊

			1.4 Γραμμικοί μετασχηματισμοί 

			1.4.1 Απαιτούμενη γνώση

			Αρχικά να ενημερώσουμε τον αναγνώστη που δυσκολεύεται να παρακολουθήσει την παρούσα παράγραφο πως μπορεί να βοηθηθεί από την ανάγνωση της παραγράφου 2.5.3, που αφορά στα διανύσματα και τις διανυσματικές συναρτήσεις. Εδώ, απλά θα αναφερθούμε στη γραφή ενός διανύσματος [image: ],  που ξεκινάει από την αρχή των αξόνων ενός Καρτεσιανού συστήματος συντεταγμένων και καταλήγει στο σημείο (xα, yα) του επιπέδου Οxy. 

			Για να το επιτύχουμε ορίζουμε τη διανυσματική μονάδα στον κάθε άξονα του Καρτεσιανού συστήματος συντεταγμένων. Εάν λοιπόν τα διανύσματα 

			[image: ]

			είναι τα μοναδιαία στον άξονα των x και y αντίστοιχα, τότε το διάνυσμα α γράφεται:

			[image: ]

			[image: ]

			Εικόνα 1.3 Γραφική παράσταση της διανυσματικής γραφής ενός διανύσματος.

			1.4.2 Η έννοια του μετασχηματισμού με τη διαμεσολάβηση ενός τετραγωνικού πίνακα Α

			Μέχρι τώρα, ένα σύστημα της μορφής:

			[image: ]

			το αντιμετωπίζαμε σαν ένα σύνολο σχέσεων, όπου μας δίνονται οι τιμές των σταθερών όρων β1 και β2  (προφανώς και ο πίνακας Α των συντελεστών αij) και έπρεπε να υπολογίσουμε τις τιμές των αγνώστων: x1 και x2. Στη συνέχεια, για να επαληθεύσουμε τη λύση, την αντικαθιστούσαμε στο σύστημα και βεβαιωνόμασταν πως η λύση αυτή επαλήθευε τις 2 εξισώσεις του.

			Τώρα θα ξαναγράψουμε τις ίδιες εξισώσεις υπό τη μορφή:

			[image: ]

			θεωρώντας πως με τη βοήθειά του, αντιστοιχίζουμε στην δυάδα των τιμών x1 και x2, την δυάδα  x1’ και  x2’.  Θεωρούμε, δηλαδή, πως μας δίνονται οι τιμές των x1 και x2  και υπολογίζουμε τις τιμές των x1’ και  x2’. 

			Λέμε λοιπόν πως μετασχηματίζουμε την δυάδα των τιμών x1 και x2, στην δυάδα  x1’ και  x2’, και πως ο παράγοντας που διαμεσολαβεί σε αυτόν τον μετασχηματισμό είναι ο πίνακας Α των συντελεστών αij!  Η ίδια διαδικασία περιγράφεται με τη βοήθεια πινάκων:

			[image: ]

			◊

			Παράδειγμα: Έστω ο πίνακας  

			[image: ]

			και ο μετασχηματισμός που έχει σαν βάση τον Α

			[image: ]       (Μ.1.)

			Εύκολα παρατηρούμε πως ο μετασχηματισμός αυτός μετασχηματίζει (για παράδειγμα) την δυάδα  

			[image: ] στη δυάδα [image: ].

			Με βάση την πιο πάνω παρατήρηση, μετονομάζουμε τους άξονες του Καρτεσιανού συστήματος, από Οxy, σε Οx1x2. και θεωρούμε πως οι δύο αυτές δυάδες

			[image: ]      [image: ]

			είναι οι συντεταγμένες δύο διανυσμάτων στο Καρτεσιανό σύστημα ΟΧ1Χ2.  Τότε, μέσω του πίνακα Α μετασχηματίζουμε το διάνυσμα Χ στο διάνυσμα Χ’.

			Ας θεωρήσουμε λοιπόν το διάνυσμα:

			[image: ]

			Μέσω του μετασχηματισμού που ορίζει ο πίνακας Α, το διάνυσμα αυτό μετασχηματίζεται στο διάνυσμα:

			[image: ]

			[image: ]

			Εικόνα 1.4: Γραφική παράσταση του διανύσματος α και του διανύσματος στο οποίο μετασχηματίζεται μέσω του πίνακα Α.

			◊

			1.4.3 Μερικοί σημαντικοί γραμμικοί μετασχηματισμοί   

			1. Ο Ταυτοτικός μετασχηματισμός που, όπως δηλώνει το όνομά του, μετασχηματίζει ένα διάνυσμα στον εαυτό του.  Προφανώς αυτό επιτυγχάνεται μέσω του μοναδιαίου πίνακα:

			[image: ]

			◊

			2. Μετασχηματισμός των μοναδιαίων διανυσμάτων. Ας δούμε πώς μετασχηματίζονται τα δύο μοναδιαία διανύσματα [image: ](1,0) και   [image: ] (0,1)  του Καρτεσιανού επιπέδου, μέσω ενός πίνακα Α:

			[image: ]

			Άρα, το μεν [image: ] μετασχηματίζεται στο διάνυσμα που αντιστοιχεί στην 1η στήλη του πίνακα Α, ενώ το [image: ] μετασχηματίζεται στο διάνυσμα που αντιστοιχεί στην 2η στήλη.

			◊

			3.  Μετασχηματισμός με άξονα συμμετρίας την διχοτόμο y=x.  Ζητούμε δηλαδή έναν πίνακα που να μετασχηματίζει το διάνυσμα (α,β)  στο  (β,α).   Εύκολα μπορούμε να διαπιστώσουμε πως ο μετασχηματισμός αυτός βασίζεται στον πίνακα Α:

			[image: ]

			Μέσω του οποίου βλέπουμε στο γράφημα τον μετασχηματισμό του (1,3) στο (3,1)

			[image: ]

			[image: ]

			Εικόνα 1.5: Μετασχηματισμός συμμετρίας ως προς τον άξονα y=x.

			◊

			4. Μετασχηματισμός σταθερής διεύθυνσης (ομοιοθεσίας).  Αναζητούμε έναν πίνακα Α ο οποίος μετασχηματίζει ένα διάνυσμα, σε ένα συνευθειακό του.   Εύκολα μπορούμε να βρούμε έναν τέτοιο πίνακα, ιδιαίτερα αν σκεφθούμε πως αυτό ήδη το επιτυγχάνει (περιορισμένα) ο μοναδιαίος πίνακας Ι.   Ο μετασχηματισμός αυτός  λοιπόν επιτυγχάνεται μέσω του πίνακα Α:

			[image: ]

			Μέσω του οποίου βλέπουμε στο γράφημα τον μετασχηματισμό του (1,2) στο (2,4)

			[image: ]

			[image: ]

			Εικόνα 1.6: Μετασχηματισμός ομοιοθεσίας.

			Και αντίστοιχα τον μετασχηματισμό του (1,2) στο (-2,-4):

			[image: ]

			[image: ]

			Εικόνα 1.7: Μετασχηματισμός ομοιοθεσίας (αντίθετης φοράς).

			◊

			5. Μετασχηματισμός μεταφοράς σε σύστημα συντεταγμένων με άξονες παράλληλους με το προηγούμενο.   Θέλουμε, δηλαδή, να υπολογίσουμε τις συντεταγμένες ενός σημείου (x1,x2) του Καρτεσιανού συστήματος ΟΧ1Χ2, ως προς ένα Καρτεσιανό σύστημα με παράλληλους άξονες του οποίου το κέντρο Ο’ βρίσκεται στη θέση (x10,y10).

			Στην περίπτωση αυτή ο μετασχηματισμός ορίζεται από τις σχέσεις:

			[image: ]

			ο οποίος μεταφράζεται στις προφανείς σχέσεις:

			[image: ]

			[image: ]

			Εικόνα 1.8: Μετασχηματισμός μεταφοράς σε παράλληλους  άξονες. 

			◊

			6. Μετασχηματισμός περιστροφής του Καρτεσιανού συστήματος. Τώρα ζητούμε να υπολογίσουμε τη σχέση που συνδέει τις συντεταγμένες ενός σημείου, σε δύο Καρτεσιανά συστήματα συντεταγμένων τα οποία έχουν κοινή αρχή, αλλά το 2ο έχει περιστραφεί, αριστερόστροφα, γύρω από το κοινό κέντρο Ο κατά γωνία φ.

			[image: ]

			Εικόνα 1.9: Μετασχηματισμός περιστροφής

			Θα δείξουμε πως ο ζητούμενος πίνακας είναι ο Α:       [image: ]

			Έχουμε λοιπόν:

			[image: ]

			Ας εξηγήσουμε λοιπόν τη σχέση:

			[image: ]

			Μεγεθύνοντας στην περιοχή του ευθυγράμμου τμήματος Οx1’, παρατηρούμε πως είναι η προβολή του τμήματος Οx1 πάνω στον νέο άξονα (δηλαδή το Ογ = x1συνφ  και της προβολής του τμήματος  x1Σ, που δίνει το τμήμα γx1’.

			Γx1’ = (x1Σ)cos(π/2-φ) = x2sinφ 

			[image: ]

			Εικόνα 1.10 Λεπτομέρεια της εικόνας 1.9

			◊

			Παρατήρηση: Ο ίδιος μετασχηματισμός μπορεί να εκληφθεί σαν ο μετασχηματισμός που περιστρέφει το διάνυσμα κατά γωνία –φ (δηλαδή δεξιόστροφα), πράγμα που είναι ισοδύναμο με την περιστροφή του συστήματος κατά γωνία φ. Τέλος, εάν στη θέση των συντεταγμένων του διανύσματος ΟΣ βάλουμε τις συντεταγμένες του κάθε διανύσματος βάσης (i και j), τότε θα προέκυπταν τα δύο νέα διανύσματα βάσης για το σύστημα αξόνων μετά την περιστροφή.

			Ας δούμε λοιπόν δύο παραδείγματα που περιστρέφουν το διάνυσμα (1,1) κατά γωνία φ=π/2 (το 1ο)  και κατά γωνία φ= -π /2 (το 2ο).  

			[image: ]

			Εικόνα 1.11  Περιστροφή του διανύσματος (1,1) κατά γωνία φ=π/2

			[image: ]

			Εικόνα 1.12  Περιστροφή του διανύσματος (1,1) κατά γωνία φ=-π/2

			◊

			Παράδειγμα: Οι συντεταγμένες ενός σημείου Σ, σε ένα Καρτεσιανό σύστημα συντεταγμένων (Οxy) είναι οι (x,y).   Στη συνέχεια θεωρούμε ένα δεύτερο Καρτεσιανό σύστημα  (Ο’x’y’), του οποίου οι συντεταγμένες του κέντρου του Ο’, ως προς το πρώτο σύστημα είναι οι (xo,yo), ενώ ταυτόχρονα το σύστημα έχει περιστραφεί αριστερόστροφα, κατά μία γωνία φ.  Ζητούνται οι συντεταγμένες (x’,y’) του σημείου Σ στο δεύτερο σύστημα Ο’x’y’  (βλ. σχήμα).

			Λύση. Ξεκινούμε δεχόμενοι αξιωματικά πως κάθε μετακίνηση ενός επίπεδου στοιχείου (πχ ενός ευθυγράμμου τμήματος, ενός διανύσματος, ενός τριγώνου κλπ) μπορεί να περιγραφεί με τη σύνθεση δύο μετακινήσεων: Η πρώτη είναι μια παράλληλη μετατόπιση και η δεύτερη είναι μία στροφή γύρω από ένα σημείο.   

			Παρατηρώντας το επόμενο σχήμα ξεχωρίζουμε την σύνθεση των δύο αυτών μετακινήσεων, από το σύστημα Οxy,  στο  O’x’’y’’,  το οποίο έχει τους άξονές του παράλληλους με τους αντίστοιχους του αρχικού,  και τέλος  από το  O’x’’y’’  στο   O’x’y’, μέσω της στροφής κατά τη γωνία φ.

			[image: ]

			Εικόνα 1.13  Κάθε αλλαγή συστήματος Καρτεσιανών συντεταγμένων παράγεται από μία παράλληλη μεταφορά και μία στροφή.

			◊

			Η Μετακίνηση: Ήδη αντιμετωπίσαμε το πρόβλημα αυτό, το οποίο άλλωστε λύνεται και με προφανή τρόπο:

			[image: ]

			σχέση που καθίσταται προφανής μέσω του διπλανού γραφήματος. Για να ολοκληρώσουμε την μετατροπή δεν έχουμε παρά να υπολογίσουμε και την αλλαγή των συντεταγμένων λόγω στροφής:

			[image: ]

			Εικόνα 1.14  Παράλληλη μεταφορά

			[image: ] 

			Εάν εφαρμόσουμε αυτό τον μετασχηματισμό για τα δεδομένα (x0,y0) = (18,14),  (x,y) = (19,21)   και  φ = 300 (=0,5235988 rad) έχουμε:

			[image: ] 

			◊

			1.4.4 Γεωμετρική ερμηνεία των Ιδιοδιανυσμάτων

			Πρόβλημα: Τίθεται τώρα το θέμα για το κατά πόσο υπάρχει κάποιο διάνυσμα Χ (του επιπέδου 0Χ1Χ2) που να μετασχηματίζεται (μέσω του πίνακα Α) σε ένα διάνυσμα Χ’, το οποίο να είναι συγγραμμικό του Χ (αλλά διαφορετικού μέτρου).    

			Αρχικά να καταλάβουμε το τι σημαίνει συγγραμμικά διανύσματα Χ και Χ’, βοηθούμενοι από την γραφή των διανυσμάτων αυτών με τη βοήθεια των δύο μοναδιαίων διανυσμάτων [image: ] και. [image: ]. Παρόλο ότι τα διανύσματα θα μελετηθούν σε επόμενο κεφάλαιο, νομίζουμε πως είναι γνωστό πως τα διανύσματα [image: ] και [image: ] ή γενικότερα τα διανύσματα [image: ] και [image: ],  όπου [image: ], είναι συγγραμμικά, όπως δείχνει και το επόμενο σχήμα:

			[image: ]

			Εικόνα 1.15 Δύο συνευθειακά διανύσματα συνδέονται με τη σχέση:  [image: ]

			Ισχύει λοιπόν η σχέση:

			[image: ]

			που δείχνει πως οι συντεταγμένες των διανυσμάτων Χ και Χ’ είναι ανάλογες (μέσω ενός συντελεστή αναλογίας λ[image: ]).  Δηλαδή πρέπει να ισχύουν οι ισότητες (αναλογίες):

			x1’= λx1   και    x2’= λx2

			[image: ]

			Εικόνα 1.16 Τα διανύσματα:  [image: ]

			Θέτοντας τις πιο πάνω ισότητες στην έκφραση του γραμμικού μετασχηματισμού (πάντα μέσω του πίνακα Α), έχουμε:

			[image: ]	ή, ισοδύναμα	[image: ]

			Η δυάδα των σχέσεων στις οποίες καταλήξαμε πιο πάνω δηλώνει πως: 

			«Ένα διάνυσμα Χ(x1,x2), του επιπέδου ΟΧ1Χ2, μετασχηματίζεται (μέσω του πίνακα Α) σε ένα διάνυσμα Χ’(x1’,x2’), συγγραμμικό του Χ, μόνον εάν οι συντεταγμένες του Χ επαληθεύουν το πιο πάνω ομογενές σύστημα».  

			Όμως το σύστημα αυτό ή θα έχει μία και μοναδική λύση, την προφανή (μηδενική), ή θα είναι αόριστο, οπότε θα έχει άπειρες λύσεις της μορφής:

			[image: ]

			όπου οι λύσεις αυτές θα είναι όλες συγγραμικές μεταξύ τους. Όπως είδαμε στην παράγραφο των ομογενών συστημάτων, εάν βρούμε τη λύση του συστήματος θέτοντας για παράδειγμα το x1=1, τότε η γενική λύση του ομογενούς συστήματος γράφεται υπό τη μορφή Χγενική=κΧ, όπου κ μια τυχαία σταθερά. Αξίζει όμως να παρατηρήσουμε πως όλα τα διανύσματα που ανήκουν στη γενική λύση είναι συγγραμμικά (και αυτό ισχύει μόνο στα ομογενή αόριστα συστήματα).

			Άρα θα ισχύει ακριβώς αυτό που ζητούσαμε - θα έχουμε υπολογίσει μια ολόκληρη οικογένεια διανυσμάτων Χ, τα οποία θα μετασχηματίζονται σε συγγραμμικά διανύσματα Χ’. Τελικά, να τονίσουμε πως με τον τρόπο αυτό «ανακαλύπτουμε» μια διεύθυνση στο επίπεδο ΟΧ1Χ2, δηλαδή μια ευθεία που διέρχεται από το Ο, της οποίας όλα τα διανύσματα έχουν την ζητούμενη ιδιότητα.

			Η προφανής λύση, η μηδενική, δεν μας ενδιαφέρει, διότι  δύο μηδενικά διανύσματα είναι σαφώς, ανάλογα με οποιονδήποτε συντελεστή αναλογίας. Πράγματι: [image: ], ενώ ταυτόχρονα, το μηδενικό διάνυσμα είναι συγγραμμικό με κάθε άλλο μη μηδενικό διάνυσμα, μια και δεν έχει ούτε διεύθυνση, ούτε φορά. Επομένως, θα πρέπει το ομογενές σύστημα, στο οποίο καταλήξαμε να είναι αόριστο, οπότε, οι κατάλληλες τιμές της παραμέτρου λ είναι αυτές που μηδενίζουν την ορίζουσα του πίνακα Α-λΙ, δηλαδή οι ρίζες του Χαρακτηριστικού Πολυωνύμου fA(λ) του πίνακα Α-λΙ:

			[image: ]

			Τις ρίζες του fA(λ) τις αποκαλέσαμε χαρακτηριστικές τιμές ή ιδιοτιμές του πίνακα Α και είναι στην προκειμένη περίπτωση 2, μια και το πολυώνυμο fA(λ) είναι 2ου βαθμού.   Για κάθε τιμή λ, που αποτελεί ρίζα του Χαρακτηριστικού Πολυωνύμου fA(λ), έχουμε και το σύνολο των λύσεων υπό τη μορφή:

			[image: ]

			και πρόκειται για την κλάση των διανυσμάτων του επιπέδου

			[image: ]

			 τα οποία μετασχηματίζονται, μέσω του πίνακα Α, σε συγγραμμικά διανύσματα.

			Παράδειγμα: Θέλουμε να υπολογίσουμε το σύνολο (την κλάση) των διανυσμάτων του επιπέδου Οx1x2 τα οποία μετασχηματιζόμενα μέσω του πίνακα Α:

			[image: ]

			μετασχηματίζονται σε συγγραμμικά (με αυτά) διανύσματα.

			Λύση: Σύμφωνα με τα προηγούμενα θα πρέπει να υπολογίσουμε:

			•	Το χαρακτηριστικό πολυώνυμο του πίνακα Α.

			•	Τις ρίζες λ1 και λ2 του fA(λ), δηλαδή τις ιδιοτιμές του πίνακα Α.

			•	Τα δύο ιδιοδιανύσματα του Α,  που αντιστοιχούν στις δύο ιδιοτιμές.

			Το χαρακτηριστικό πολυώνυμο:

			[image: ]

			Οι ιδιοτιμές:

			[image: ]

			1.	Ιδιοδιάνυσμα για την ρίζα λ=-1.

			[image: ]

			Όπου η 2η γραμμή παραλείπεται επειδή είναι γραμμικά εξαρτημένη, γιατί είναι το τριπλάσιο της 1ης. Άρα, η γενική μορφή της λύσης συνάγεται από την μερική λύση που βρίσκουμε θέτοντας x1= 1.

			[image: ]       και η γενική έκφραση:      [image: ]

			το οποίο είναι το ιδιοδιάνυσμα του πίνακα Α που αντιστοιχεί στην ιδιοτιμή λ=-1.

			Ας θέσουμε λοιπόν στον αρχικό μετασχηματισμό που αντιστοιχεί στον πίνακα Α, έναν αντιπρόσωπο του ιδιοδιανύσματος, έστω το διάνυσμα:

			[image: ]

			που αντιστοιχεί στην τιμή κ=3 (την οποία διαλέξαμε για να έχουμε ακέραιες συντεταγμένες).

			[image: ]

			Στο παρακάτω γράφημα βλέπουμε τα δύο διανύσματα, το 

			[image: ]  

			τα οποία είναι συγγραμμικά, αλλά αντίρροπα.

			[image: ]

			Εικόνα 1.17 Τα διανύσματα:  [image: ]για λ=-1

			2.	Ιδιοδιάνυσμα για την ρίζα λ=-8.

			[image: ]

			Άρα, η γενική μορφή της λύσης συνάγεται από την μερική λύση που βρίσκουμε θέτοντας  x1= 1. 

			[image: ]       και η γενική έκφραση:      [image: ]

			το οποίο είναι το ιδιοδιάνυσμα του πίνακα Α που αντιστοιχεί στην ιδιοτιμή λ=-8.

			Ας θέσουμε λοιπόν στον αρχικό μετασχηματισμό που αντιστοιχεί στον πίνακα Α, έναν αντιπρόσωπο του ιδιοδιανύσματος, έστω το διάνυσμα:

			[image: ]

			που αντιστοιχεί στην τιμή κ=1: 

			[image: ]

			Στο παρακάτω γράφημα βλέπουμε τα δύο διανύσματα, το 

			[image: ]  και το  [image: ]

			τα οποία είναι συγγραμμικά, αλλά αντίρροπα.

			[image: ]

			Εικόνα 1.18  Τα διανύσματα:  [image: ]για λ=-8

			Άσκηση: Δίνεται ο πίνακας

			[image: ]

			Να υπολογισθούν οι ιδιοτιμές και τα ιδιοδιανύσματα του πίνακα Α. Να επιλέξετε ένα διάνυσμα της κλάσης των ιδιοδιανυσμάτων του Α και να δείξετε πως ο μετασχηματισμός του, μέσω του Α, οδηγεί σε ένα συγγραμμικό διάνυσμα με αυτό. Να γίνει η γραφική παράσταση.

			◊

			Άσκηση: Δίνεται ο πίνακας

			[image: ]

			για τον οποίο δίνεται πως η τιμή λ1=1 είναι μία από τις τρεις ιδιοτιμές του. Να υπολογισθούν οι άλλες δύο ιδιοτιμές και τα τρία ιδιοδιανύσματα του πίνακα Α. Να επιλέξετε ένα διάνυσμα της κλάσης των ιδιοδιανυσμάτων του Α και να δείξετε πως ο μετασχηματισμός του, μέσω του Α, οδηγεί σε ένα συγγραμμικό διάνυσμα με αυτό.

			[image: ]

			Εικόνα 1.19: Παράδειγμα γραφικής παράστασης μετασχηματισμού ομοιοθεσίας, όπου ορίστηκε η μία από τις τρεις διευθύνσεις ιδιοδιανυσμάτων ενός πίνακα Α, διάστασης (3x3).

			◊
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			Κεφάλαιο 2. Συναρτήσεις

			Σύνοψη: 

			Στο Κεφάλαιο αυτό γίνεται μια σύντομη αναφορά στα είδη συναρτήσεων, με ιδιαίτερη έμφαση στις γραφικές παραστάσεις και στα όρια των συναρτήσεων. Τέλος, υπάρχει μια περιληπτική αναφορά στα διανύσματα και στις διανυσματικές συναρτήσεις.

			Προαπαιτούμενη γνώση: 

			Τα βασικά Μαθηματικά του Λυκείου.

			2.1. Εισαγωγικές έννοιες

			2.1.1. Τα σύνολα των αριθμών που θα χρησιμοποιήσουμε

			•	Φυσικοί αριθμοί: Το πρώτο σύνολο αριθμών που μαθαίνει κάποιος είναι το σύνολο των Φυσικών αριθμών (στο οποίο θα τοποθετήσουμε και τον αριθμό μηδέν):

			Ν = {0, 1, 2, …., ν, ν+1, …}

			•	Ακέραιοι αριθμοί: Το σύνολο των ακεραίων αριθμών περιέχει τους Φυσικούς και τους αντίθετούς τους. Ως γνωστόν ο αριθμός β είναι αντίθετος του α, όταν το άθροισμά τους είναι ίσο με το μηδέν (α+β=0  [image: ]  β=-α   ή αλλιώς  α+(-α)=0).  

			Ζ = { …, -ν, -ν+1, …-2, -1, 0, 1, 2, … ν-1, ν, … }

			•	Ρητοί αριθμοί: Το σύνολο των ρητών αριθμών περιέχει τους κλασματικούς αριθμούς, των οποίων ο αριθμητής και ο παρονομαστής είναι ακέραιοι αριθμοί (με τον παρονομαστή διάφορο του μηδενός).

			Q = { [image: ] , όπου οι μ και ν είναι ακέραιοι αριθμοί }

			Προφανώς οι Φυσικοί και οι Ακέραιοι αριθμοί ανήκουν στο σύνολο των ρητών αριθμών, διότι μπορούν να γραφούν σαν κλάσμα δύο ακεραίων. Για παράδειγμα:  3=3/1=6/2=….   Όμοια,  -5=-10/2.

			Τέλος, τα κλάσματα  2/3,  4/6,  6/9, είναι διαφορετικά κλάσματα, παρόλο ότι έχουν την ίδια τιμή.

			Βασική ιδιότητα: Όταν ένας ρητός αριθμός γράφεται σαν δεκαδικός, τότε, 

			•	ή έχει πεπερασμένο πλήθος δεκαδικών ψηφίων, 

			•	ή από κάποιο σημείο και πέρα τα δεκαδικά του ψηφία παρουσιάζουν περιοδικότητα.   

			Αντίστροφα, κάθε περιοδικός δεκαδικός αριθμός μπορεί να γραφεί σαν κλασματικός.  Για τις ανάγκες αυτής της μετατροπής τους χωρίζουμε σε δύο κατηγορίες

			1η: Ο απλός περιοδικός, του οποίου η περίοδος ξεκινά αμέσως μετά την υποδιαστολή.  Στην περίπτωση αυτή το ισοδύναμο προς αυτόν κλάσμα έχει για αριθμητή την περίοδο και παρονομαστή τόσα εννιάρια όσα είναι τα ψηφία της περιόδου:

			0,272727… = [image: ]       και         0,99999…. = [image: ] = 1

			2η: Σύνθετος περιοδικός, ο οποίος ξεκινά με ένα πρώτο μη περιοδικό μέρος. Οι δεκαδικοί αυτοί μετατρέπονται σε κλασματικούς με την παρακάτω διαδικασία:

			0,25323232…. = [image: ]

			•	Άρρητοι αριθμοί: Είναι το σύνολο των μη ρητών αριθμών, όλων δηλαδή των αριθμών των οποίων η δεκαδική γραφή δεν παρουσιάζει καμία περιοδικότητα. Παραδείγματα αρρήτων:  

			π (=3,1415926535…), e  (=2, 718281829…) ,  -[image: ],  [image: ] κ.λ.π.

			•	Πραγματικοί αριθμοί: Είναι η ένωση των δύο βασικών προηγούμενων συνόλων, των Ρητών και των Άρρητων αριθμών. Το σύνολο των πραγματικών αριθμών συμβολίζεται με το R.

			Δύναμη συνόλου: Ως γνωστόν, το πλήθος των στοιχείων ενός συνόλου ονομάζεται πληθάριθμος ή πληθικός αριθμός.  Όταν όμως πρόκειται για απειροσύνολα, τότε μιλάμε για δύναμη του συνόλου.  Τα σύνολα  Ν, Ζ και Q έχουν τη δύναμη του αριθμήσιμου και θεωρούνται ισοδύναμα. Δύο απειροσύνολα ονομάζονται ισοδύναμα όταν μπορούμε να δημιουργήσουμε μια αντιστοιχία αμφιμονοσήμαντη και επί (βλέπε στην παράγραφο 2.1.3) μεταξύ τους.   

			Για παράδειγμα, ανάμεσα στα σύνολα των Φυσικών και των ακεραίων αριθμών μπορούμε να δημιουργήσουμε μια αντιστοιχία, όπως η επόμενη:
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			η οποία, με μοναδικό τρόπο, αντιστοιχίζει έναν Φυσικό σε έναν Ακέραιο και αντίστροφα.  Τώρα, κάποιοι θα αναρωτηθούν για το κατά πόσο θα τελειώσει πρώτο το σύνολο των Φυσικών.  Όμως η απειρία των στοιχείων του εξασφαλίζει της συνέχιση της αντιστοίχισης ες αεί… 

			Αντίθετα, το σύνολο των Αρρήτων και των Πραγματικών έχουν τη δύναμη του συνεχούς. Συγκριτικά αναφέρουμε πως ένα οποιοδήποτε διάστημα [α,β] των πραγματικών έχει τη δύναμη του συνεχούς, πράγμα που σημαίνει πως το πλήθος των στοιχείων του είναι απείρως μεγαλύτερο από το πλήθος των Φυσικών ή των Ρητών.

			2.1.2. Το σύνολο των Μιγαδικών Αριθμών

			Ένας σημαντικός τομέας των Μαθηματικών, αυτός της Μιγαδικής Ανάλυσης, ξεκίνησε με την προσπάθεια υπολογισμού των ριζών της πολυωνυμικής εξίσωσης:

			[image: ][image: ]

			Ορισμός: Δεχόμαστε την ύπαρξη της φανταστικής μονάδας (i), για την οποία ισχύει η ισότητα:

			i 2 = –1 

			◊

			α) Δυνάμεις της φανταστικής μονάδας:

			Οι δυνάμεις της φανταστικής μονάδας προκύπτουν από τη σχέση ορισμού της, αλλά και από τις ιδιότητες των δυνάμεων.  Με τον τρόπο αυτό προκύπτει ο επόμενος πίνακας, τον οποίο εύκολα μπορεί να συνεχίσει ο αναγνώστης.

			Πίνακας:

			
				
					
				
				
					
							
							i0 = 1

							i1 = i

							i2 = –1

							i3 = i*i2 = –i

							i4 = i2*i2 = (–1)( –1) = 1

							i5 = i*i4 = i*1 = i

							i6 = i2*i4 = (–1)*1 = –1

							κ.λ.π.

						
					

				
			

			Όσον αφορά στην ύψωση εις την ν, έχουμε τη σχέση:

			iν = iυ

			όπου υ είναι το υπόλοιπο της διαίρεσης του ν με το 4, σύμφωνα με το επόμενο παράδειγμα:

			i23 = i(5*4+3) = (i4)5*i3 = 15*i3 = 1*i3 = (–i) = –i

			◊

			β) Το σύνολο των Φανταστικών Αριθμών, η Φανταστική Ευθεία

			Μετά τη φανταστική μονάδα ορίζουμε την έννοια του φανταστικού αριθμού:

			Ορισμός:  Ονομάζουμε φανταστικό αριθμό έναν αριθμό της μορφής  κi, όπου το κ είναι ένας πραγματικός αριθμός.

			[image: ]κλπ

			Αξίζει να δούμε και την παρακάτω πράξη:

			[image: ]

			Τέλος, ανάλογα με την ευθεία των πραγματικών αριθμών, ορίζεται και η ευθεία των φανταστικών αριθμών (φανταστική ευθεία):

			[image: ]

			[image: ]

			Εικόνα 2.1 Η ευθεία των πραγματικών αριθμών.

			[image: ]

			Εικόνα 2.2 Η ευθεία των μιγαδικών αριθμών

			γ) Μιγαδικοί Αριθμοί

			Ο ορισμός της φανταστικής μονάδα, που επέτρεψε την επίλυση ριζών της μορφής:

			[image: ]     

			οπότε δημιουργήθηκε η δυνατότητα υπολογισμού όλων των ριζών των πολυωνυμικών συναρτήσεων.  Εδώ θα αρκεστούμε στις ρίζες της δευτεροβάθμιας πολυωνυμικής συνάρτησης, του γνωστού τριωνύμου.   

			Αναζητώντας τις δύο λύσεις της εξίσωσης:

			[image: ]

			διαπιστώνουμε πως αυτό που βρήκαμε σαν λύση είναι μία μείξη 2 διαφορετικού είδους αριθμών.  Ενός πραγματικού (το –2) κι ενός φανταστικού (του 5i στην μία περίπτωση και του -5i στην άλλη).   Φυσιολογικά, λοιπόν, καταλήγουμε στον Ορισμό:

			Ορισμός: Ονομάζουμε μιγαδικό αριθμό έναν αριθμό που είναι το «άθροισμα» ενός πραγματικού κι ενός φανταστικού αριθμού.

			◊

			Παρατήρηση: Το άθροισμα κ+λi το ονομάσαμε «άθροισμα» διότι επί της ουσίας δεν μπορεί να θεωρηθεί άθροισμα, εφόσον δεν μπορούμε να προσθέσουμε δύο μη ομοειδείς ποσότητες (όπως λέγαμε και στο Δημοτικό, δεν μπορούμε να προσθέσουμε μήλα και πορτοκάλια…!).

			◊

			Παρατηρούμε λοιπόν πως με την «προσθήκη» ενός νέου στοιχείου (της φανταστικής μονάδας), στο σύνολο των πραγματικών αριθμών, με τον τρόπο που περιγράφηκε προηγουμένως, δημιουργείται ένα νέο σύνολο, το οποίο στην Άλγεβρα αποκαλείται επέκταση του συνόλου των πραγματικών αριθμών, το σύνολο των μιγαδικών αριθμών. Η ακριβής ορολογία είναι δημιουργία του Σώματος των μιγαδικών αριθμών, σαν επέκταση του Σώματος των πραγματικών αριθμών. 

			Απλά να πούμε, χωρίς περεταίρω ανάλυση, πως ονομάζουμε Σώμα ένα σύνολο στοιχείων, εφοδιασμένο 

			•	με δύο αντιμεταθετικές πράξεις (πρόσθεση και πολλαπλασιασμό), 

			•	κλειστό ως προς τις πράξεις αυτές, 

			•	εφοδιασμένο με τα ουδέτερα στοιχεία των πράξεων (μηδενικό και μοναδιαίο) καθώς και τα αντίθετα και τα αντίστροφα στοιχεία όλων των στοιχείων του.

			Ορισμός: Για τον μιγαδικό αριθμό  z = κ+λi, ο πραγματικός αριθμός κ λέγεται πραγματικό μέρος το z, ενώ ο πραγματικός αριθμός λ λέγεται φανταστικό μέρος το z.

			◊

				δ) Το μιγαδικό επίπεδο

			Το μιγαδικό επίπεδο (C) είναι ένα επίπεδο εφοδιασμένο με ένα Καρτεσιανό σύστημα, του οποίου ο οριζόντιος άξονας είναι η ευθεία των πραγματικών αριθμών και ο κατακόρυφος άξονας είναι η ευθεία των φανταστικών αριθμών.

			Με τον τρόπο αυτό ο κάθε μιγαδικός αριθμός παίρνει τη μορφή ενός διανύσματος, με τετμημένη (δηλ. στα x) το πραγματικό μέρος του και τεταγμένη το φανταστικό τμήμα, όπως φαίνεται στο παρακάτω σχήμα (χρησιμοποιούμε την λέξη τμήμα γιατί, όπως είδαμε, ο όρος «φανταστικό μέρος» περιγράφει το συντελεστή της φανταστικής μονάδας).

			[image: ]

			Εικόνα 2.3  Το μιγαδικό επίπεδο C και το διάνυσμα του μιγαδικού z = κ + λi

			ε) Πράξεις μιγαδικών.

				

			1.	Πρόσθεση – Αφαίρεση.  Προσθέτουμε (ή αφαιρούμε) δύο μιγαδικούς αριθμούς, προσθέτοντας (ή αφαιρώντας) ξεχωριστά το πραγματικό μέρος και το φανταστικό τμήμα.

			◊

			Παράδειγμα: Να προσθέσουμε τους μιγαδικούς:   z1 = α+βi  και  z2 = κ+λi

			z1 + z2 =  (α+βi) + (κ+λi) = (α+κ) + (β+λ)i = (κ+α) + (λ+β)i

			όπου η πράξη αυτή δείχνει πως η πρόσθεση είναι πράξη αντιμεταθετική.

			Παράδειγμα: Να αφαιρέσουμε τους μιγαδικούς:   z1 = α+βi  και  z2 = κ+λi

			z1 – z2 =  (α+βi) – (κ+λi) = (α–κ) + (β–λ)i = – [(κ–α) + (λ–β)i]= – [z2 – z1]

			◊

			Ταυτόχρονα διαπιστώνουμε πως

			z1 + (–z1) = 0+0i = 0

			καταλήγοντας στο συμπέρασμα πως το μηδενικό στοιχείο των μιγαδικών αριθμών είναι το 0=0+0i, ενώ το αντίθετο του α+βi  είναι το (–α–βi).

			◊

			2.	Πολλαπλασιασμός μιγαδικού επί πραγματικό αριθμό.  Στην περίπτωση αυτή εφαρμόζουμε απλά την προσεταιριστική ιδιότητα του πολλαπλασιασμού ως προς την πρόσθεση.

			κ(α+βi) = κα + κβi

			◊

			Παράδειγμα: Εάν   z1 = α+βi  και  z2 = κ+λi,  να υπολογίσετε την τιμή:  A=3z1–7z2 

			A = 3z1–7 z2 = 3(α+βi) – 7(κ+λi)  = (3α+3βi) – (7κ+7λi) = (3α–7κ) + (3β–7λ)i

			◊

			3.	Πολλαπλασιασμός μιγαδικών αριθμών.  Όμοια, εφαρμόζουμε και πάλι την προσεταιριστική ιδιότητα του πολλαπλασιασμού ως προς την πρόσθεση.

			(α+βi)(κ+λi) = ακ + αλi + βκi +βλi2 = (ακ–βλ) + (αλ+βκ)i

			◊

			Ορισμός: Ο μιγαδικός  α–βi  λέγεται συζυγής του α+βi..   Συμβολικά γράφουμε:

			[image: ]

			◊

			Παράδειγμα: Να δειχθεί πως το γινόμενο δύο συζυγών μιγαδικών είναι ένας πραγματικός αριθμός.

			Πράγματι [image: ]

			◊

			4.	Διαίρεση μιγαδικών αριθμών. Εκφράζουμε τη διαίρεση υπό μορφή κλάσματος και πολλαπλασιάζουμε αριθμητή και παρονομαστή επί τον συζυγή του παρονομαστή, εκμεταλλευόμενοι το γεγονός πως το γινόμενο δύο συζυγών μιγαδικών είναι πραγματικός αριθμός.

			◊

			Παράδειγμα: Εάν   z1 = α+βi  και  z2 = κ+λi,  να υπολογίσετε την τιμή:  A=z1/z2.

			[image: ]

			◊

			Ορισμός: Ο μιγαδικός z-1 λέγεται αντίστροφος του μιγαδικού z εάν ισχύει η ισότητα:

			[image: ]

			◊

			Παράδειγμα: Να βρεθεί ο αντίστροφος του μιγαδικού z = i.

			Θεωρούμε πως ο αντίστροφος του i  είναι το 1/i.  Έτσι προκύπτουν οι πράξεις:

			[image: ]

			Σαν επιβεβαίωση πρέπει να δείξουμε πως το γινόμενο του i επί τον αντίστροφό του θα είναι ίσο με τη μονάδα

			[image: ]

			◊

			Παράδειγμα: Να βρεθεί ο αντίστροφος του μιγαδικού z = α+βi.

			Δουλεύουμε όπως και στο προηγούμενο παράδειγμα:

			[image: ]

			και η δοκιμή:

			[image: ]

			◊

			5.	Μέτρο και τριγωνομετρική μορφή μιγαδικού. Μεταφερόμαστε στο μιγαδικό επίπεδο, όπου ο μιγαδικός z=a+bi, παριστάνεται από το διάνυσμα του παρακάτω γραφήματος:

			[image: ]

			Εικόνα 2.4  Το μιγαδικό επίπεδο C και το διάνυσμα του μιγαδικού z = a +bλi

			Παρατηρούμε πως το μέτρο του μιγαδικού αριθμού z στο μιγαδικό επίπεδο ορίζεται με τον ίδιο τρόπο που ορίζεται και η Ευκλείδεια απόσταση:

			[image: ]

			Επομένως, ο μιγαδικός αριθμός z ορίζεται με δύο τρόπους:

			  (α)	Μέσω του πραγματικού και του φανταστικού μέρους (a και  b)

			  (β)	Μέσω του μέτρου του [image: ] και της γωνίας φ, η οποία ονομάζεται όρισμα του μιγαδικού z.

			Οι σχέσεις που ισχύουν μεταξύ των παραμέτρων αυτών είναι προφανής:

			[image: ]

			ή, αντίστροφα:

			[image: ]

			Επομένως, φθάνουμε στον επόμενο τρόπο γραφής του μιγαδικού z:

			[image: ]

			που ονομάζεται Τριγωνομετρική Μορφή του μιγαδικού z.

			◊

			6.	Τύπος του De Moivre. Η τριγωνομετρική μορφή ενός μιγαδικού αριθμού z, άνοιξε νέους ορίζοντες στις πράξεις των μιγαδικών.  Ας δούμε τον πολλαπλασιασμό των μιγαδικών z1 και z2:

			Έστω οι μιγαδικοί 

			[image: ]

			απ’ όπου βγάζουμε το συμπέρασμα πως «το γινόμενο δύο μιγαδικών είναι ένας μιγαδικός με μέτρο το γινόμενο των μέτρων των δύο μιγαδικών και όρισμα το άθροισμα των δύο ορισμάτων».

			Και επειδή η ύψωση σε δύναμη είναι πολλαπλός πολλαπλασιασμός, έχουμε:

			[image: ]

			◊

			Παράδειγμα: Να υπολογιστεί η τετραγωνική ρίζα της φανταστικής μονάδας:

			Λύση: Γράφουμε τη φανταστική μονάδα υπό τριγωνομετρική μορφή και εφαρμόζουμε τον τύπο του De Moivre:

			[image: ]

			◊

			7.	Ύψωση του e σε μιγαδικό εκθέτη.  Στο μάθημα της Αριθμητικής ανάλυσης, και με τη βοήθεια των σειρών Mac-Laurin, θα αποδείξουμε τον τύπο του Euler, τον οποίο δεχόμαστε εδώ χωρίς απόδειξη:

			[image: ]

			Με τη βοήθεια του τύπου αυτού μπορούμε να μετατρέψουμε την έκφραση: [image: ] σε έναν απλό μιγαδικό.   

			Παράδειγμα:

			[image: ]

			◊

			Παράδειγμα: Με τη βοήθεια της σχέσης του Euler, να εκφραστούν μέσω των εκθετικών συναρτήσεων  οι συναρτήσεις ημx και συνx.

			Γράφουμε δύο φορές τη σχέση του Euler, την μία με το συν και την άλλη με το πλην.    Αμέσως μετά τις προσθέτουμε κατά μέλη και επιλύουμε ως προς το συνx την σχέση που θα προκύψει.    Με όμοιο τρόπο, αλλά με αφαίρεση κατά μέλη, υπολογίζουμε το ημx.     Έχουμε λοιπόν:

			[image: ]

			και

			[image: ]

			◊

			Παρατήρηση: Τα δεύτερα μέλη των συναρτήσεων που δίνουν το ημx και το συνx, εάν γραφούν χωρίς την παρουσία της φανταστικής μονάδας, ορίζουν δύο άλλες συναρτήσεις που ονομάζονται Υπερβολικό ημίτονο και υπερβολικό συνημίτονο:

			[image: ]   και    [image: ]

			◊

			Άσκηση: Να υπολογισθούν οι παραστάσεις:

			[image: ]

			(Απ: A=22+14i , B= - 8 – 6i ,  Γ= 4-6i,  Δ= -i , Ε=b+ai  Ζ=[image: ])

			◊

			Άσκηση: Να υπολογισθεί η τιμή:  i1050.

			(Απ:-1)

			◊

			Άσκηση: Να υπολογισθεί ο αντίθετος και ο αντίστροφος του  z = κi.

			(Απ: -κi, i/κ)

			Άσκηση: Να γράψετε τους παρακάτω μιγαδικούς στην κανονική τους μορφή:

			α) z=(4-4i)+(5-2i)

			β) z=(-3+6i)+(-5-2i)

			γ) z=(2-i)-(3+2i)

			δ) z=(-1-2i)-(-3+2i)

			ε) z=(2+i)*(4-3i)

			στ) z=(-2+3i)*(4-i)

			ζ) z=4*(3-i)-3i+i*(3-2i)

			η) z=(2-2i)(4-3i)+7i-2

			θ) z=5i*(1-i)*(2-4i)

			(Απ:α) 9-6i, β) -8+4i, γ) -1+i, δ) 2-4i, ε) 11-2i, στ) – 5+14i, ζ) 14 – 4i, η) –7i, θ) 30-10i )

			◊

			Άσκηση: Να γράψετε τους παρακάτω μιγαδικούς στην κανονική τους μορφή:

			α) z=(1-4i)*(1+4i)

			β) z=(3+4i)*(3-4i)

			γ) z=(2-5i)*(2+5i)

			δ) z=[image: ]

			ε) z=[image: ]

			στ) z=[image: ]

			ζ) z=((x+2)+2yi)*((x+2)-2yi)

			η) z=(x-(y-2)i )* (x+(y-2)i )

			(Απ:α) 17, β) 25, γ) 29, δ) 3, ε) 4+2i, στ) 9- 12i, ζ) 4y2+x2+4x+4, η) x2+y2-4y+4)

			◊

			Άσκηση: Να γράψετε τους παρακάτω μιγαδικούς στην κανονική τους μορφή:

			α) [image: ]

			β) [image: ]

			γ) [image: ]

			δ) [image: ]

			ε) [image: ]

			στ) [image: ]

			ζ) [image: ]

			η) [image: ]

			θ) [image: ]

			ι) [image: ]

			ια) [image: ]

			ιβ) [image: ]

			ιγ) [image: ]

			(Απ: α) [image: ], β) 1- 3i, γ) [image: ], δ) [image: ], ε) [image: ], στ) [image: ], ζ) [image: ], 

			η) 2ημθ-2συνθi, θ) [image: ], ι) συν(2θ)+ημ(2θ)i, ια) [image: ], ιβ) –i, ιγ) [image: ])

			◊

			 Άσκηση:  Δίνονται  οι  μιγαδικοί    z = i(1-i)2-4(2+i)2   και   [image: ]. Να  γίνουν όλες οι δυνατές πράξεις και να τους φέρετε στη  μορφή  α+βi.

			(Απ: z=2-14i, w=2-14i) 

			◊

			Άσκηση: Με τη βοήθεια του τύπου του De Moivre, να υπολογισθεί ο μιγαδικός 

			[image: ]

			(Απ: 1.2196 + 0.4717i ).

			◊

			Άσκηση: Δίνονται  οι  μιγαδικοί   z = 2+3i      w=x(1+i)+y(1-i).  Να  βρεθούν οι x, y[image: ]R , ώστε  z= w.

			(Απ: x=5/2, y= -1/2)

			◊

			2.1.3. Αντιστοιχίσεις – Απεικονίσεις

			Έστω τα σύνολα Α και Β.  Δημιουργούμε έναν κανόνα αντιστοίχισης - απεικόνισης των στοιχείων του Α στα στοιχεία του Β, ονομάζοντας το Α σύνολο αφετηρίας και το Β σύνολο αφίξεως.  Διακρίνουμε τα παρακάτω είδη αντιστοίχισης:

			α. Μη μονοσήμαντη αντιστοίχιση

			Ένα στοιχείο α του συνόλου αφετηρίας Α μπορεί να αντιστοιχίζεται σε περισσότερα του ενός στοιχεία του συνόλου αφίξεως Β.

			Όπως θα δούμε στην επόμενη παράγραφο, οι συναρτήσεις είναι μία αντιστοίχιση ενός υποδιαστήματος (υποσυνόλου) του άξονα των x (ενός υποσυνόλου των πραγματικών αριθμών), σε ένα υποδιάστημα (υποσύνολο) του άξονα των y. 

			[image: ]

			Εικόνα 2.5  Μη μονοσήμαντη αντιστοίχιση 

			Εάν δεχθούμε πως μια συνάρτηση y=f(x) ορίζει μια μη μονοσήμαντη αντιστοίχιση ανάμεσα στις τιμές των αξόνων x και y, ενός Καρτεσιανού συστήματος, τότε η γραφική παράσταση της f θα μπορούσε να είναι της μορφής του παρακάτω γραφήματος (όπου στην τιμή x1 αντιστοιχίζονται δύο τιμές y, το y1 και το y2).  Δεχόμαστε όμως εξ’ ορισμού πως μια αντιστοίχιση θα λέγεται συνάρτηση μόνον εάν σε κάθε x η συνάρτηση αντιστοιχίζει ένα και μόνον ένα y, μιλώντας για μονότιμες αντιστοιχίσεις – συναρτήσεις.

			[image: ]

			Εικόνα 2.6  Γραφική παράσταση μιας μη μονοσήμαντης αντιστοίχισης 

			β. Μονοσήμαντη αντιστοίχιση

			Μια αντιστοιχία f : A → B λέγεται μονοσήμαντη ή μονότιμη, αν και μόνο αν κάθε στοιχείο α ∈ Α  έχει, μέσω της f, ως εικόνα ένα και μόνο στοιχείο β ∈ B, ενώ στην αντίθετη περίπτωση (της μη μονότιμης απεικόνισης που εξετάστηκε στην προηγούμενη παράγραφο) η f θα λέμε ότι είναι πλειονότιμη. Είναι δυνατόν δύο διαφορετικά στοιχεία ακ και αλ να αντιστοιχίζονται στο ίδιο στοιχείο β του Β, να έχουν όπως λέγεται την ίδια εικόνα. Επίσης, είναι υποχρεωτικό να εξαντλούνται όλα τα στοιχεία του συνόλου Α, ενώ δεν είναι υποχρεωτικό να εξαντλούνται όλα τα στοιχεία του συνόλου άφιξης (του Β).

			[image: ]

			Εικόνα 2.7  Μονοσήμαντη αντιστοίχιση

			Η γραφική παράσταση μιας συνάρτησης που αντιστοιχεί σε μονοσήμαντη αντιστοίχιση (και λέγεται μονότιμη συνάρτηση) είναι η παρακάτω, όπου για κάθε x υπάρχει μόνον ένα y, όμως μπορεί να συμβεί  δύο διαφορετικά x  (το x1 και x2) να αντιστοιχίζονται στο ίδιο y.

			[image: ]

			Εικόνα 2.8  Γραφική παράσταση μιας μονοσήμαντης αντιστοίχισης 

			γ. Αμφιμονοσήμαντη αντιστοίχιση

			Σε μια αμφίμονοσημαντη αντιστοίχιση:

			•	δύο διαφορετικά στοιχεία του Α θα έχουν πάντα διαφορετικές εικόνες.

			•	εξαντλούνται τα στοιχεία του Α

			•	δεν είναι υποχρεωτικό να εξαντλούνται τα στοιχεία του Β.

			[image: ]

			Εικόνα 2.9  Αμφιμονοσήμαντη αντιστοίχιση

			Ξαναγυρνώντας στις γραφικές παραστάσεις των συναρτήσεων, έχουμε να παρατηρήσουμε πως όταν μία συνάρτηση f, εγκαθιστά μιαν αμφιμονοσήμαντη (αμφιμονότιμη) αντιστοίχιση, τότε η συνάρτηση αυτή θα είναι μονότονη (είτε αύξουσα όπως η f(x), είτα φθίνουσα όπως η g(x)).

			[image: ]

			Εικόνα 2.10 Γραφική παράσταση μονότονων συναρτήσεων

			Φθάνουμε λοιπόν στον επόμενο ορισμό:  

			Μια συνάρτηση f  λέγεται αμφιμονοσήμαντη ή πιο απλά “1 − 1” αν 

			για κάθε x1, x2 ∈ Α με x1 [image: ] x2    ⇒      f (x1) [image: ] f (x2) 

			ή ισοδύναμα αν

			 f (x1) = f (x2)    [image: ]     x1 = x2.

			δ. Αμφιμονοσήμαντη αντιστοίχιση και επί.

			Είναι μια αμφιμονοσήμαντη αντιστοιχία, στην οποία όμως εξαντλούνται όλα τα στοιχεία του συνόλου άφιξης Β. 

			[image: ]

			Εικόνα 2.11  Αμφιμονοσήμαντη αντιστοίχιση και επί

			ε. Αντίστροφη αντιστοίχιση της f 

			Έστω τώρα μία αντιστοίχιση f με σύνολο  αφετηρίας το Α και άφιξης το Β.  Τώρα προσπαθούμε να ορίσουμε την αντίστροφη αντιστοίχιση της f:

			Πράγμα που σημαίνει:

			•	Το σύνολο αφετηρίας θα είναι το Β.

			•	Το σύνολο άφιξης θα είναι το Α.

			•	Εάν η f απεικόνιζε στο α1 το β1, τώρα η αντίστροφη αντιστοίχιση f -1 θα απεικονίζει το β1 στο α1.

			Τα παραπάνω όμως επιφέρουν και κάποιους περιορισμούς:

			1.	Για να μπορεί η απεικόνιση f-1 να είναι μονότιμη (δηλαδή σε κάθε βj να αντιστοιχίζεται ακριβώς ένα αj), θα πρέπει η f να είναι αμφιμονοσήμαντη (αμφιμονότιμη).

			2.	Και για να μπορεί η απεικόνιση f-1 να εξαντλεί όλα τα στοιχεία του Β, θα πρέπει η f να είναι αμφιμονοσήμαντη και επί.

			Φθάνουμε λοιπόν στον ορισμό: Μία αντιστοίχιση-απεικόνιση f, με σύνολο αφετηρίας το Α και άφιξης το Β, μπορεί να αντιστραφεί, μόνον όταν η απεικόνιση f είναι αμφιμονοσήμαντη (αμφιμονότιμη) και επί του Β (εξαντλεί το Β).

			[image: ]            [image: ]

			Εικόνα 2.12  Κανονική και αντίστροφη αντιστοίχιση

			2.1.4. Η έννοια της συνάρτησης

			Μέχρι τώρα μιλήσαμε για την έννοια των αντιστοιχίσεων-απεικονίσεων, ανάμεσα στα στοιχεία ενός συνόλου αφετηρίας Α κι ενός συνόλου άφιξης (εικόνων) Β.   Όμως δεν αναφερθήκαμε καθόλου στον τρόπο με τον οποίο θα επιλέξουμε το στοιχείο-εικόνα βi του συνόλου Β, για το αi του Α.  

			Αυτός ακριβώς ο τρόπος καθορίζεται από ένα μηχανισμό αντιστοίχισης (απεικόνισης), ο οποίος επιλέγει την εικόνα βi, όταν του δοθεί το στοιχείο αi του συνόλου αφετηρίας. 

			Ένας  μηχανισμός αντιστοίχισης μπορεί να στηρίζεται σε μία μαθηματική σχέση, στα δεδομένα ενός πειράματος ή στα δεδομένα μιας έρευνας που αφορά σε οποιοδήποτε πεδίο μιας επιστήμης ή τέχνης.   Ταυτόχρονα καθορίζει το σύνολο αφετηρίας, το οποίο θα λέγεται Πεδίο Ορισμού και το σύνολο άφιξης, που θα λέγεται Πεδίο Τιμών.

			Όπως παρατηρούμε στο παρακάτω σχήμα ο μηχανισμός f οφείλει:

			•	Να είναι μονότιμος (για κάθε αi να υπάρχει μόνο μία τιμή –εικόνα– βi), χωρίς να είναι υποχρεωτικά και αμφιμονότιμος.

			•	Να εξαντλεί όλα τα στοιχεία του Πεδίου Ορισμού, χωρίς να είναι υποχρεωτικό να εξαντλούνται όλα τα στοιχεία του Πεδίου Τιμών (Β).

			[image: ]

			Εικόνα 2.13  Ο μηχανισμός της συνάρτησης

			Παράδειγμα 1ο:

			Βάλαμε στο δυναμόμετρο ένα βενζινοκίνητο αυτοκίνητο μεγάλου τουρισμού (GT) και πήραμε την διπλανή καμπύλη ιπποδύναμης, συναρτήσει των στροφών ανά λεπτό του κινητήρα:

			Παρατηρούμε το Πεδίο Ορισμού της συνάρτησης αυτής είναι το διάστημα που ξεκινά από τις 700 στροφές ανά λεπτό (0,7 στο γράφημα), όπου βρίσκεται το λεγόμενο ρελαντί, και τελειώνει στις 7000 στροφές, όπου επεμβαίνει ο «κόφτης» του κινητήρα.

			Αντίστοιχα, το πεδίο τιμών ξεκινά από τους 10 ίππους και τελειώνει στους 238.

			Στο σημείο αυτό πρέπει να τονιστεί πως εάν ταυτίσουμε τη συνάρτηση με το αποτέλεσμά της (με την ιπποδύναμη δηλαδή του αυτοκινήτου), τότε αυτή «ζει» πάνω στον κατακόρυφο άξονα.  Αντίθετα, η καμπύλη του γραφήματος μας επιτρέπει να αντιστοιχίζουμε τις τιμές το Πεδίου Ορισμού (στροφές ανά λεπτό του κινητήρα), που εμφανίζονται στον οριζόντιο άξονα, με την ιπποδύναμη του κινητήρα που εμφανίζεται στον κατακόρυφο άξονα.  Τέλος, να παρατηρήσουμε πως στην συναρτησιακή αυτή σχέση, η παράμετρος που μπορεί να πάρει την οποιαδήποτε τιμή των στροφών ανά λεπτό λέγεται Ανεξάρτητη Μεταβλητή, ενώ η ιπποδύναμη αποτελεί την Εξαρτημένη Μεταβλητή.

			[image: ]

			Εικόνα 2.14  Καμπύλη Ιπποδύναμης βενζινοκίνητου αυτοκινήτου συναρτήσει των στροφών ανά λεπτό

			◊

			Παράδειγμα 2ο:

			Μετρήσαμε την ταχύτητα με την οποία περιστρέφονται τα νέφη υδρογόνου του γαλαξιακού δίσκου ενός σπειροειδούς γαλαξία, και βρήκαμε τις παρακάτω ταχύτητες συναρτήσει της απόστασης του νέφους από το κέντρο του γαλαξία. Τα αποτελέσματα φαίνονται στο διπλανό γράφημα.

			Στον οριζόντιο άξονα οι αποστάσεις από το γαλαξιακό κέντρο μετριούνται σε χιλιάδες έτη φωτός, ενώ οι ταχύτητες περιστροφής μετριούνται σε χιλιόμετρα ανά δευτερόλεπτο.

			[image: ]

			Εικόνα 2.15 Καμπύλη ταχύτητας περιστροφής γαλαξιακού δίσκου συναρτήσει της απόστασης από το κέντρο του γαλαξία.

			Παρατηρούμε πως στο παράδειγμα αυτό το Πεδίο Ορισμού της συνάρτησης (δηλαδή το σύνολο από το οποίο παίρνει τιμές η ανεξάρτητη μεταβλητή), αφορά στις αποστάσεις  από το κέντρο του γαλαξία, ξεκινά από τα 0 έτη φωτός και τελειώνει στα 45 χιλιάδες έτη φωτός.  Προφανώς, στο πρόβλημα αυτό δεν θα μπορούσαν να περιέχονται και αρνητικές τιμές στο Πεδίο Ορισμού, μια και αρνητικές αποστάσεις δεν έχουν νόημα!

			Αντίστοιχα το πεδίο τιμών (δηλαδή το σύνολο από το οποίο παίρνει τιμές η εξαρτημένη μεταβλητή) περιλαμβάνει τιμές του διαστήματος που ξεκινά από τα 0 χιλιόμετρα το δευτερόλεπτο (συμβατικά, διότι τίποτε δεν είναι ακίνητο σε έναν γαλαξία) και τελειώνει στα 260. Και στο παράδειγμα αυτό έχουμε μια συνάρτηση που προκύπτει από τα αποτελέσματα μετρήσεων, τα οποία δίνουν το παραπάνω γράφημα των ταχυτήτων περιστροφής, χωρίς την διαμεσολάβηση ενός μαθηματικού τύπο. 

			Να τονίσουμε εδώ πως η ανάγνωση των τιμών αυτών της γραμμικής ταχύτητας περιστροφής μαρτυρά πως ο γαλαξιακός δίσκος δεν περιστρέφεται σαν ένα σώμα, αλλά εκτελεί ένα είδος περιστροφής που ονομάζεται Διαφορική Περιστροφή.

			◊

			Παράδειγμα 3ο:

			Θέλουμε να μελετήσουμε τις τιμές που παίρνει η μαθηματική συνάρτηση f(x) = ημ(2x)συν(3x) και για τον λόγο αυτό δημιουργούμε έναν πίνακα τιμών της.
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			Πίνακας 2.1 Πίνακας Τιμών της συνάρτησης  f(x) = ημ(2x)συν(3x)

			από τον οποίο προκύπτει και το αντίστοιχο γράφημα:

			[image: ]

			Εικόνα 2.16  H συνάρτηση  f(x) = ημ(2x)συν(3x)

			Στο παράδειγμα αυτό παρατηρούμε πως το Πεδίο Ορισμού της συνάρτησης δεν περιορίζεται από κανέναν παράγοντα (όπως συνέβαινε στα προηγούμενα παραδείγματα).  Αντίθετα, η ανεξάρτητη μεταβλητή (το x) μπορεί να πάρει οποιαδήποτε τιμή του οριζόντιου άξονα (ο οποίος περιέχει τιμές με μονάδα το ακτίνιο).  Όμως, συμβατικά, στο παράδειγμα το Πεδίο Ορισμού έχει περιοριστεί στο διάστημα:  [-1 , 3].

			Αντίθετα, το Πεδίο Τιμών είναι το διάστημα [-1 , 1], μια και η τιμή της συνάρτησης f δεν μπορεί ποτέ να βρίσκεται εκτός του διαστήματος αυτού.

			Δεν ξεχνάμε πως το γράφημα μιας συνάρτησης που ορίζεται με μαθηματικό τύπο, δηλαδή με μία ισότητα της μορφής  y = f(x),  περιέχει όλα τα σημεία και μόνον αυτά, των οποίων οι συντεταγμένες επαληθεύουν την ισότητα αυτή.   Συχνά λέμε πως η καμπύλη του γραφήματος μιας συνάρτησης f είναι ο γεωμετρικός τόπος των σημείων που επαληθεύουν την εξίσωση   y = f(x).

			◊

			Άσκηση: Ποια από τα σημεία: [image: ] ανήκουν στο γράφημα της συνάρτησης  [image: ]

			(Απ:(0,0), (1,0.5), (3,0.3))

			◊

			2.1.5. Συναρτήσεις μιας πραγματικής μεταβλητής

			Στο κεφάλαιο αυτό, αλλά και στα επόμενα, θα ασχοληθούμε με συναρτήσεις οι οποίες, κατά κύριο λόγο, θα ορίζονται μέσω μιας μαθηματικής έκφρασης.   Στην πλέον συνηθισμένη περίπτωση οι συναρτήσεις αυτές είναι συμβατές με την λογική της γραφικής αναπαράστασής τους σε ένα Καρτεσιανό σύστημα συντεταγμένων, στο οποίο τοποθετούμε στον οριζόντιο άξονα την μεταβλητή της συνάρτησης (την x), ενώ στον κατακόρυφο την εξαρτημένη μεταβλητή (την y). Γράφουμε λοιπόν:

			y = f(x)

			όπου με το f (function - λειτουργία) συμβολίζεται ο μηχανισμός αντιστοίχισης μιας τιμής y, στην τιμή x του πεδίου ορισμού της f.

			Το Πεδίο Ορισμού των συναρτήσεων μιας πραγματικής μεταβλητής είναι το σύνολο των πραγματικών αριθμών (R) ή ένα υποσύνολό του.

			Εάν και το Πεδίο Τιμών της συνάρτησης είναι το σύνολο των πραγματικών αριθμών (R) ή ένα υποσύνολό του, τότε πρόκειται για μία Πραγματική Συνάρτηση μιας Πραγματικής Μεταβλητής.

			Ο ορισμός του πεδίου ορισμού μιας συνάρτησης είναι το πρώτο πράγμα που ορίζουμε για μία συνάρτηση. Το πεδίο ορισμού, όπως είπαμε, είναι το σύνολο των πραγματικών αριθμών ή ένα υποσύνολό του.   Οι πιο συνηθισμένοι λόγοι που οδηγούν σε ένα  πεδίο ορισμού, γνήσιο υποσύνολο του R,  είναι οι παρακάτω:

			•	Η ύπαρξη παρονομαστών στον μαθηματικό τύπο της συνάρτησης που μηδενίζονται για κάποιες τιμές της μεταβλητής.  Τότε οι τιμές αυτές πρέπει να αφαιρεθούν από το πεδίο ορισμού.

			•	Η ύπαρξη κάποιων συναρτήσεων στον μαθηματικό τύπο της συνάρτησης που δεν μπορούν να λειτουργήσουν με όλους τους πραγματικούς (για παράδειγμα να αναφέρουμε τις συναρτήσεις   ln(x), Τοξημ(x) κλπ.  Ιδιαίτερη μνεία χρειάζονται οι ρίζες άρτιας τάξης, εάν δεν θέλουμε η εξαρτημένη μεταβλητή (y) να παίρνει μιγαδικές τιμές.

			•	Η φυσική σημασία της μεταβλητής x στο πρόβλημα που προσπαθεί να περιγράψει μια συνάρτηση.  Αν για παράδειγμα οι τιμές x  αντιστοιχούν σε Ευκλείδειες αποστάσεις, τότε προφανώς το x δεν μπορεί να πάρει αρνητικές τιμές.

			Άσκηση: Να βρεθούν παραδείγματα συναρτήσεων που περιγράφουν φυσικά προβλήματα και όπου το πεδίο ορισμού τους να είναι:

			•	Το σύνολο των θετικών πραγματικών αριθμών.

			•	Το σύνολο των ακεραίων αριθμών.

			•	Το σύνολο των φυσικών αριθμών.

			•	Το σύνολο  Α={1,2,3,4,5,6}

			2.2. Πραγματικές συναρτήσεις, μιας πραγματικής μεταβλητής

			2.2.1. Πολυωνυμικές συναρτήσεις

			1. Μορφή των πολυωνυμικών συναρτήσεων

			Ονομάζουμε μονώνυμο κάθε παράσταση της μορφής:  αxν, όπου το α είναι ένας πραγματικός αριθμός και ο ν είναι Φυσικός αριθμός. 

			Η πολυωνυμική συνάρτηση (π.σ.) είναι ένα άθροισμα μονώνυμων. Η μορφή της: 

			y = π(x) = a0 + a1x + a2x2 + …. + aνxν         (Β.1)

			η οποία ορίζει μια πολυωνυμική συνάρτηση ν-στου βαθμού. 

			Προφανώς δεν είναι μονώνυμο το  [image: ],  και η συνάρτηση  f(x)=[image: ] λέγεται ρητή (κλασματική) συνάρτηση.  

			Ονομάζουμε βαθμό μιας πολυωνυμικής συνάρτησης τον μεγαλύτερο εκθέτη στον οποίο υψώνεται η μεταβλητή x, ή όπως λέγεται, τον εκθέτη του μεγιστοβάθμιου όρου.   

			Παραδείγματα:

			f(x)=1-5x3  (πολυωνυμική συνάρτηση 3ου βαθμού),

			f(x)=x2+x4   (πολυωνυμική συνάρτηση 4ου βαθμού)  και

			f(x)=-5  (πολυωνυμική συνάρτηση 0ου βαθμού)

			Οι πολυωνυμικές συναρτήσεις είναι βασικά εργαλεία στα Μαθηματικά και ιδιαίτερα στα Εφαρμοσμένα Μαθηματικά. Γι’ αυτό τον λόγο θα ασχοληθούμε ιδιαίτερα μ’ αυτές. Στη συνέχεια θα αναφερθούμε και σε έννοιες οι οποίες θα οριστούν σε επόμενα κεφάλαια, δημιουργώντας ένα «σχήμα πρωθύστερο», όμως θεωρούμε πως ο αναγνώστης τις έχει ήδη γνωρίσει, έστω και με τρόπο πλημμελή. 

			2. Βασικές ιδιότητες των πολυωνυμικών συναρτήσεων 

			1.	Το πεδίο ορισμού των πολυωνυμικών συναρτήσεων είναι ολόκληρο το σύνολο των πραγματικών αριθμών R, διότι τα μονώνυμα των πολυωνυμικών συναρτήσεων μπορούν να λειτουργήσουν με οποιονδήποτε πραγματικό αριθμό.

			2.	Οι πολυωνυμικές συναρτήσεις είναι συνεχείς συναρτήσεις σε ολόκληρο το πεδίο ορισμού τους (το R)

			3.	Το όριό τους, όταν το x τείνει στο άπειρο, εξαρτάται μόνο από τον μεγιστοβάθμιο όρο.  Δηλαδή:
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			4.	Οι πολυωνυμικές συναρτήσεις είναι παραγωγίσιμες σε ολόκληρο το πεδίο ορισμού τους (σε ολόκληρο το R)

			5.	Ο αριθμός ρ λέγεται ρίζα της πολυωνυμικής συνάρτησης (Α.1) όταν την μηδενίζει [π(ρ)=0].

			6.	Κάθε πολυωνυμική συνάρτηση ν-ου βαθμού έχει ακριβώς ν-ρίζες [ρ1, ρ2, …, ρν], οι οποίες είναι είτε πραγματικοί αριθμοί (πραγματικές ρίζες), είτε μιγαδικοί (μιγαδικές ρίζες).  Οι πραγματικές ρίζες είναι εμφανείς στο γράφημα μιας πολυωνυμικής συνάρτησης, διότι σε αυτές τις τιμές της μεταβλητής x (του οριζόντιου άξονα), το γράφημα τέμνει τον άξονα των x.  Αντίθετα οι μιγαδικές ρίζες δεν είναι εμφανείς σε ένα γράφημα (συχνά αντιλαμβανόμαστε την ύπαρξή τους αλλά όχι την τιμή τους).

			7.	Η πολυωνυμική συνάρτηση (Α.1) μπορεί να γραφεί και σαν γινόμενο παραγόντων, με τη βοήθεια των ριζών της:

			       y = π(x) = a0 + a1x + a2x2 + …. + aνxν =aν(x-ρ1) (x-ρ2) (x-ρ3)… (x-ρν)

			Πρόκειται για μια ισοδύναμη γραφή της πολυωνυμικής συνάρτησης π(x).  Όμως προσοχή στον συντελεστή του μεγιστοβάθμιου όρου aν., ο οποίος εμφανίζεται διότι, χωρίς την παρουσία του, κατά τον πολλαπλασιασμό των ν-παραγόντων, ο όρος xν θα είχε συντελεστή τη μονάδα.

			8.	Αν η τιμή ρ είναι ρίζα του πολυωνύμου π(x), τότε αυτό θα διαιρείται (τέλεια, δηλαδή χωρίς υπόλοιπο) με τον παράγοντα (x-ρ). Πράγματι,

			      [image: ]

			9.	Εάν η ρίζα ρ1 είναι μιγαδική (ρ1 = κ+λi) τότε η ρ2 θα είναι η συζυγής της (ρ2=κ-λi). Επομένως οι μιγαδικές ρίζες πάντα πάνε δύο-δύο.   Στη συνέχεια θα δοθεί μία εξήγηση για αυτή την ιδιαιτερότητα των μιγαδικών ριζών.

			10.	Εάν ο βαθμός (ν) μιας πολυωνυμικής συνάρτησης π(x) είναι περιττός, τότε η π(x) θα έχει τουλάχιστον μία πραγματική ρίζα (συνέπεια της προηγούμενης ιδιότητας).

			11.	Εάν ρ1=ρ2 τότε η ρίζα αυτή ονομάζεται διπλή ρίζα, ή ρίζα δεύτερης τάξης πολλαπλότητας.  Όμοια έχουμε τριπλές, τετραπλές, κλπ ρίζες.  Η τάξη πολλαπλότητας μιας ρίζας γίνεται εμφανής στην γραφή μιας πολυωνυμικής συνάρτησης, σαν γινόμενο παραγόντων.  Έτσι η 

			      [image: ]

			έχει  διπλές  ρίζες την  ρ1 και ρ4,  τετραπλή  την ρ2,  ενώ οι άλλες  είναι  απλές  ρίζες (τάξης   πολλαπλότητας 1).

			12.	ν+1 τυχαία σημεία του επιπέδου Oxy ορίζουν ακριβώς ένα πολυώνυμο ν-ου βαθμού.

			13.	Το γράφημα μιας πολυωνυμικής συνάρτησης 1ου βαθμού είναι μία ευθεία.  Το γράφημα μιας πολυωνυμικής συνάρτησης 2ου βαθμού είναι μία παραβολή.  
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			Εικόνα 2.17  Γραφήματα πολυωνυμικών συναρτήσεων 2ου βαθμού  

			Στη συνέχεια, για κάθε επιπλέον βαθμό θα προστίθεται, εν γένει, και μια επιπλέον στροφή στο γράφημα. Σαν παράδειγμα, στο επόμενο γράφημα εμφανίζεται μία πολυωνυμική συνάρτηση με 5 διαφορετικές στροφές (και με τέσσερα διαφορετικά σημεία αλλαγής στροφής, που λέγονται σημεία καμπής), η οποία είναι 6ου βαθμού.

			[image: ]

			Εικόνα 2.18  Γράφημα πολυωνυμικής συνάρτησης 6ου βαθμού  

			14.	Η γραφική παράσταση των ριζών, ανάλογα με την τάξη πολλαπλότητάς τους φαίνεται στο παρακάτω γράφημα:

			[image: ]

			Εικόνα 2.19 Γράφημα πολυωνυμικής συνάρτησης 6ου βαθμού  

			όπου παρατηρούμε πως οι απλές ρίζες (ρίζες τάξης πολλαπλότητας 1, εδώ η ρ=-1)  τέμνουν  ευθέως τον άξονα των x.  Οι διπλές (όπως και όλες οι άρτιας τάξης ρίζες, εδώ η ρ=0)        εφάπτονται στον άξονα και δεν αποτελούν σημείο αλλαγής του πρόσημου της πολυωνυμικής        συνάρτησης. Τέλος, οι τριπλές, όπως και όλες οι περιττής τάξης ρίζες (εδώ η ρ=2), τέμνουν        τον άξονα των x με την μορφή ενός  s.   

			15.	Η γραφική παράσταση μιας πολυωνυμικής συνάρτησης συχνά μας επιτρέπει να αντιληφθούμε την ύπαρξη των μιγαδικών ριζών. Για παράδειγμα στο επόμενο γράφημα παρατηρούμε:
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			Εικόνα 2.20 Γράφημα πολυωνυμικής συνάρτησης με μιγαδικές ρίζες  

			•	Την ύπαρξη 6 σημείων καμπής, 7 ειδών στροφής που εναλλάσσονται, επομένως αντιλαμβανόμαστε πως πρόκειται για πολυωνυμική συνάρτηση 8ου βαθμού.

			•	Την ύπαρξη δύο απλών πραγματικών ριζών.

			•	Την αναγκαιότητα ύπαρξης άλλων έξι, οι οποίες θα είναι μιγαδικές.

			•	Δυστυχώς ενώ από το γράφημα φαίνεται πως οι δύο πραγματικές ρίζες είναι  κοντά στο -1  και στο 0.7, δεν έχουμε κάποια ένδειξη για την τιμή των μιγαδικών ριζών. 

			16.	Όπως θα δούμε στο κεφάλαιο των παραγώγων, οι πολυωνυμικές συναρτήσεις ν-ου βαθμού έχουν ακριβώς ν-παραγώγους (οι παράγωγοι μεγαλύτερης τάξης της ν-ης είναι ίσες με το μηδέν).  Αυτή είναι μία ιδιότητα που την έχουν μόνον οι πολυωνυμικές συναρτήσεις.  Όλες  οι άλλες συναρτήσεις, που είναι γνωστές στον αναγνώστη, έχουν άπειρες παραγώγους.  

			Παράδειγμα 1ο: Να βρεθεί η πολυωνυμική συνάρτηση που διέρχεται (ορίζεται) από τα σημεία: (0,0), (1,1) και (2,0).

			Λύση: Με βάση την ιδιότητα (xii), 3 σημεία ορίζουν μία πολυωνυμική συνάρτηση 2ου βαθμού, έστω την

			y=π(x) = α0+α1x+α2x2

			Επειδή θέλουμε η π(x) να διέρχεται από τα δοσμένα σημεία, θα πρέπει οι συντεταγμένες τους να επαληθεύουν τη σχέση ορισμού της.  Αντικαθιστούμε λοιπόν τις συντεταγμένες των τριών σημείων στην εξίσωση της π(x), και παίρνουμε το παρακάτω σύστημα τριών εξισώσεων με τρεις αγνώστους:

			α0+α10+α202 = 0         	             α0                = 0

			α0+α11+α212 = 1      	ή	α0+  α1+  α2 = 1      

			α0+α12+α222 = 0      		α0+2α1+4α2 = 0      

			Λύνουμε το σύστημα που προέκυψε. Από την πρώτη εξίσωση προκύπτει η τιμή α0=0.  Αντικαθιστώντας την τιμή αυτής στις άλλες δύο εξισώσεις, προκύπτει ένα γραμμικό σύστημα δύο εξισώσεων με δύο αγνώστους, το οποίο πιστεύουμε πως εύκολα μπορεί να επιλύσει ο αναγνώστης. Με τον τρόπο αυτό υπολογίζουμε τις τιμές: 

			α0 = 0 ,  α1 = 2    και   α2 = -1

			οπότε η πολυωνυμική συνάρτηση που ορίζεται από τα δοσμένα σημεία είναι η:

			y = π(x) = -x2 + 2x

			◊

			Παράδειγμα 2ο: Εάν το παρακάτω γράφημα προέρχεται από μία πολυωνυμική συνάρτηση που

			•	έχει μόνο πραγματικές ρίζες

			•	καμιά από τις ρίζες δεν έχει τάξη πολλαπλότητας μεγαλύτερη του τρία

			•	ο συντελεστής του μεγιστοβάθμιου όρου είναι ίσος με το 0,05

			να βρεθούν: ο βαθμός της, η τάξη πολλαπλότητας των ριζών της και να γραφεί η ίδια η πολυωνυμική συνάρτηση.

			[image: ]

			Εικόνα 2.21 Η πολυωνυμική συνάρτηση του παραδείγματος

			Λύση: 

			α) Η δοσμένη πολυωνυμική συνάρτηση έχει 8 στροφές (και 7 σημεία καμπής).  Άρα είναι 9ου βαθμού (πράγμα που σημαίνει πως έχει εννέα ρίζες)

			β) Οι ρίζες με τον βαθμό πολλαπλότητάς τους είναι οι εξής:

			ρ1 = -1 (απλή),   ρ2 = 0 (τριπλή),   ρ3 = 2 (διπλή),   

			ρ4 = 3 (απλή),    ρ5 = 4 (διπλή)

			οι οποίες, πράγματι, είναι εννέα.

			γ) Η ζητούμενη πολυωνυμική συνάρτηση επομένως θα είναι η:

			y = π(x) = 0,05(x+1)x3(x-2)2(x-3)(x-4)2

			◊

			Παράδειγμα 3ο: Στην ιδιότητα (ix) αναφέρθηκε πως εάν μία πολυωνυμική συνάρτηση έχει μία μιγαδική ρίζα, τότε, υποχρεωτικά, θα έχει και την συζυγή της.   Να δοθεί μια πρακτική ερμηνεία.

			Αρχικά να εξηγήσουμε το τι θα συνέβαινε αν υπήρχε μία μόνη μιγαδική ρίζα.  Θα το αντιμετωπίσουμε στην περίπτωση μιας δευτεροβάθμιας πολυωνυμικής συνάρτησης. Έστω πως οι ρίζες μιας πολυωνυμικής συνάρτησης ήταν η ρ1=2 (πραγματική)  και  η ρ2=1+3i (μιγαδική).  Τώρα, την γράφουμε με την μορφή του γινομένου παραγόντων:

			[image: ]

			Όμοια, αν οι ρίζες μιας πολυωνυμικής συνάρτησης ήταν (γενικά) η ρ1=κ (πραγματική)  και  η ρ2=λ+μi (μιγαδική), τότε η πολυωνυμική συνάρτηση:

			[image: ]

				Παρατηρούμε πως στην περίπτωση αυτή οδηγούμαστε σε μία πολυωνυμική συνάρτηση 2ου βαθμού που έχει και μιγαδικούς συντελεστές, πράγμα που αποκλείστηκε από τον αρχικό ορισμό των πολυωνυμικών συναρτήσεων με πραγματικούς συντελεστές.

				Δοκιμάζουμε τώρα την περίπτωση δύο μιγαδικών συζυγών ριζών, ρ1,2 = κ[image: ]λi.

			[image: ] 

				Άρα, η ιδιότητα των συζυγών μιγαδικών, το γινόμενό τους να είναι πραγματικός αριθμός, οδηγεί την πολυωνυμική συνάρτηση που έχει πραγματικούς συντελεστές, όταν έχει μία μιγαδική ρίζα, να έχει σαν άλλη ρίζα, τον συζυγή μιγαδικό της προηγούμενης. 

			◊

			2.2.2. Πολυωνυμικές συναρτήσεις 1ου βαθμού (Ευθεία)

			Κάθε πολυωνυμική συνάρτηση 1ου βαθμού παριστάνει στο επίπεδο Οxy μία ευθεία. Για τον λόγο αυτό ονομάζεται και συχνά εξίσωση της ευθείας.  Η μορφή της:

			y = π(x) = a0 + a1x                

			ή όπως συχνά γράφουμε:

			y = π(x) = αx + β                (Α.2)

			Όμοια, κάθε δυάδα σημείων του επιπέδου ορίζει μία πρωτοβάθμια πολυωνυμική συνάρτηση, αντιστοιχίζει, δηλαδή, σε μία δυάδα σημείων, μία δυάδα παραμέτρων a0 και a1 (ή α και β).

			Ως γνωστό, για τις συναρτήσεις ισχύει πως:  Ένα σημείο (x0,y0) του επιπέδου Oxy ανήκει στο γράφημα μιας συνάρτησης f(x), όταν οι συντεταγμένες του σημείου αυτού επαληθεύουν τη σχέση y=f(x).  Όταν ισχύει δηλαδή:  y0=f(x0).    

			Αντίστοιχα, ένα σημείο (x0,y0) του επιπέδου Oxy ανήκει στην ευθεία ε:y=αx+β, όταν οι συντεταγμένες του σημείου αυτού επαληθεύουν την εξίσωση της ευθείας ε,.  Όταν ισχύει δηλαδή:  y0=αx0+β.    

			◊

			Παράδειγμα: Να υπολογισθεί η εξίσωση της ευθείας η οποία διέρχεται από τα σημεία Σ1 (x1,y1) και Σ2 (x2,y2).

			Λύση: Έστω η εξίσωση της ευθείας  ε: y = αx+β.  Η εξίσωση αυτή πρέπει να επαληθεύεται από τις συντεταγμένες των 2 σημείων που την ορίζουν. Άρα, οδηγούμαστε στις παρακάτω εξισώσεις, που αποτελούν ένα σύστημα δύο εξισώσεων με αγνώστους το α και το β: 

			[image: ]

			◊

			Γεωμετρική ερμηνεία των παραμέτρων α και β

			(i) Του α:   Από τον τύπο υπολογισμού έχουμε:

			[image: ] 

			    =κλίση της ευθείας ε 

			    = συντελεστής διεύθυνσης της ευθείας ε 

			    = με την μεταβολή της τιμής του y, όταν το x μεταβάλλεται κατά Δx=1. 

			[image: ]

			Εικόνα 2.22 Γεωμετρική ερμηνεία των παραμέτρων α και β της εξίσωσης της ευθείας.

				Από τα παραπάνω συνάγεται πως η ευθεία ε 

			είναι αύξουσα, όταν ο συντελεστής διεύθυνσης α είναι θετικός, 

			είναι φθίνουσα, όταν ο συντελεστής διεύθυνσης α είναι αρνητικός, ενώ

			είναι παράλληλη με τον άξονα των x (έχει μηδενική κλίση) όταν α=0, οπότε η εξίσωσή της θα είναι η y=β  (μηδενικού βαθμού πολυωνυμική συνάρτηση) και εκφράζει τον γεωμετρικό τόπο των σημείων του επιπέδου Οxy, των οποίων η συντεταγμένη x είναι ίση με το k (ενώ η y είναι ίση με οποιαδήποτε τιμή). 

			Μία ιδιαίτερη οικογένεια ευθειών αποτελούν οι ευθείες που είναι παράλληλες με τον άξονα των y (κατακόρυφες), των οποίων 

			η κλίση δεν ορίζεται (απειρίζεται),

			δεν αποτελούν συναρτήσεις (σε μία τιμή του x αντιστοιχούν άπειρα y),

			έχουν εξίσωση την x=k (όπου το k είναι μία πραγματική σταθερά), και εκφράζουν τον γεωμετρικό τόπο των σημείων του επιπέδου Οxy, των οποίων η συντεταγμένη x είναι ίση με το k (και η y οσοδήποτε).

			◊

			(ii) Του β: Εάν στην εξίσωση της ευθείας ε: y=αx+β τεθεί x=0, παίρνουμε y=β.   Επομένως το σημείο (0,β) ανήκει στην ευθεία ε, πράγμα που σημαίνει πως το y=β είναι το σημείο του άξονα των y από το οποίο διέρχεται η ευθεία.

			◊

			Παράδειγμα.   Τα σημεία Σ1(1,4) και Σ2(4,1) ορίζουν την θέση μιας ευθείας ε.    Αντίστοιχα τα σημεία Σ3(-1,1) και Σ4(4,3) ορίζουν την θέση μιας ευθείας ε’.    

			•	Να δημιουργήσετε ένα γράφημα, όπου να τοποθετηθούν τα τέσσερα σημεία και να χαραχθούν οι δύο ευθείες ε και ε’.

			•	Να γίνει μια πρώτη εκτίμηση για τις παραμέτρους α και β των δύο ευθειών, καθώς και για τις συντεταγμένες του σημείου τομής των δύο ευθειών.

			•	Να υπολογισθούν αναλυτικά οι εξισώσεις των δύο ευθειών και οι συντεταγμένες του σημείου τομής τους

			Λύση:  Αρχικά δημιουργούμε το γράφημα:

			[image: ]

			Εικόνα 2.23 Γράφημα των τεσσάρων σημείων και των δύο ευθειών που ορίζονται από τις δύο δυάδες.

			Παρατηρούμε πως η ευθεία ε (μπλε) τέμνει τον άξονα των y στο σημείο 5, οπότε ο σταθερός της όρος θα είναι β=5.  Ταυτόχρονα παρατηρούμε πως είναι φθίνουσα, με αποτέλεσμα ο συντελεστής διεύθυνσής της να είναι αρνητικός.  Επειδή όμως η τιμή της ευθείας φθίνει κατά μία μονάδα όταν η τιμή του x μεταβάλλεται κατά Δx=1 (π.χ. από το 0 στο 1), συμπεραίνουμε πως α=-1.

			Με παρόμοιο τρόπο έχουμε για την ευθεία ε’ πως β=1.4 και α=0.4.

			Τέλος προβλέπουμε (πάντα από το γράφημα) πως οι συντεταγμένες του σημείου τομής είναι (x,y)=(2.6 , 2.4).

			Υπολογίζουμε αλγεβρικά, όλα τα προηγούμενα:

			Για την ε:

			[image: ]

			και για την ε’:

			[image: ]

			Τέλος, αντιμετωπίζοντας τις δύο εξισώσεις σαν ένα σύστημα 2 εξισώσεων με 2 αγνώστους (τα x και y), υπολογίζουμε:

			[image: ]

			◊

			Άσκηση 1η: Να γραφεί η εξίσωση της ευθείας ε η οποία:

			•	διέρχεται από το σημείο (1,1) και 

			•	σχηματίζει γωνία με τον άξονα των x, φ=π/3.

			(Απ: y=[image: ]x+(1 - [image: ]))

			◊

			Άσκηση 2η: Να υπολογίσετε την κλίση των παρακάτω ευθειών, σαν ποσοστό (%):

			•	ε: y=x-3

			•	ε: y= -2x+2

			•	x=0  (ο άξονας των y)

			•	y=0 (ο άξονας των x)

			(Απ:100% και -200% )

			◊

			Άσκηση 3η: Έστω το ευθύγραμμο τμήμα με άκρα τα σημεία (x1,y1) και (x2,y2).  Να υπολογίσετε τις συντεταγμένες του κέντρου του ευθύγραμμου τμήματος.

			(Απ:[image: ] )

			Άσκηση 4η: Μία πλαγιά βουνού (ουσιαστικά μία ευθεία ε) έχει κλίση 200%.  Πόση είναι η γωνία (σε μοίρες) που σχηματίζει με το οριζόντιο επίπεδο (ή η ε με τον άξονα των x);

			(Απ:63,435ο )

			◊

			2.2.3. Πολυωνυμικές συναρτήσεις μεγαλύτερου βαθμού.

			1. Πολυωνυμικές συναρτήσεις 2ου βαθμού

			Η αναλυτική μορφή τους είναι:

			[image: ] 

			όπου ρ1 και ρ2 είναι οι 2 ρίζες της πολυωνυμικής συνάρτησης.

			Τα όρια της πολυωνυμικής συνάρτησης (1) στο [image: ] δίνονται από τη σχέση:

			[image: ]

			Επομένως το γράφημα της πολυωνυμικής συνάρτησης (1) θα τείνει ταυτόχρονα, στα αριστερά (όταν το x πλησιάζει το μείον άπειρο) και στα δεξιά του (όταν το x πλησιάζει το θετικό άπειρο), είτε προς το [image: ] (εάν α2>0),  είτε προς το [image: ] (εάν α2<0).   Η χαρακτηριστική καμπύλη της δευτεροβάθμιας πολυωνυμικής συνάρτησης λέγεται Παραβολή.  
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			Εικόνα 2.24 Γραφικές παραστάσεις πολυωνυμικών συναρτήσεων 2ου βαθμού, όταν ο συντελεστής του μεγιστοβάθμιου όρου είναι θετικός (αριστερά) και αρνητικός (δεξιά).

			Οι δύο ρίζες της δίνονται από την γνωστή σχέση του τριωνύμου:

			[image: ]

			Στη συνέχεια έχουμε τρεις γραφικές παραστάσεις, πάντα για την περίπτωση α2>0, ανάλογα με το είδος των ριζών, δύο απλές πραγματικές ρίζες, μία διπλή πραγματική και δύο συζυγείς μιγαδικές.
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			Εικόνα 2.25 Γραφικές παραστάσεις πολυωνυμικών συναρτήσεων 2ου βαθμού, ανάλογα με το είδος των ριζών τους, όταν ο συντελεστής του μεγιστοβάθμιου όρου είναι θετικός (αριστερά με 2 πραγματικές ρίζες, στο κέντρο με μία διπλή πραγματική ρίζα και δεξιά με δύο μιγαδικές).  

			Παράδειγμα 1ο Να αποδειχθεί ο τύπος που υπολογίζει τις ρίζες της δευτεροβάθμιας πολυωνυμικής συνάρτησης.

			Λύση: Ουσιαστικά προσπαθούμε να παραγοντοποιήσουμε την δευτεροβάθμια πολυωνυμική συνάρτηση.  Για τον λόγο αυτό προσθαφαιρούμε την κατάλληλη ποσότητα για να δημιουργηθεί ένα τέλειο τετράγωνο με τους πρώτους δύο όρους:

			[image: ]

			Με τον τρόπο αυτό καταφέραμε  να φτάσουμε σε μία διαφορά τετραγώνων, η οποία δίνει:

			[image: ]

			◊

			Παράδειγμα 2ο: Δίνεται η πολυωνυμική συνάρτηση  y=π(x)=x2-2x+10 και ζητούνται οι ρίζες της.

			Λύση: Χρησιμοποιώντας τον τύπο του τριωνύμου έχουμε:

			[image: ]

			Επομένως, η π(x) δεν έχει πραγματικές ρίζες, δεν τέμνει πουθενά τον άξονα των x και δεν αλλάζει πρόσημο (η τιμή της y).  Αν, τώρα, σκεφτούμε πως 

			[image: ]

			καταλήγουμε στο συμπέρασμα πως η τιμή της π(x) έχει παντού θετικό πρόσημο.  Πράγματι...

			[image: ]

			◊

			2. Πολυωνυμικές συναρτήσεις 3ου βαθμού.

			Η αναλυτική μορφή τους είναι:

			[image: ]  (2)

			όπου ρ1, ρ2  και ρ3  είναι οι 3 ρίζες της πολυωνυμικής συνάρτησης.

			Τα όρια της πολυωνυμικής συνάρτησης (2) στο [image: ] δίνονται από τη σχέση:

			[image: ]

			και

			[image: ]

			Επομένως το γράφημα της πολυωνυμικής συνάρτησης (2) θα τείνει πάντα σε αντίθετες κατευθύνσεις, στα αριστερά και στα δεξιά του.  Το γεγονός αυτό, συνδυασμένο με το ότι οι πολυωνυμικές συναρτήσεις είναι συνεχείς, δίνει και μία γραφική ερμηνεία του γεγονότος πως η τριτοβάθμια πολυωνυμική συνάρτηση έχει τουλάχιστον μία πραγματική ρίζα.
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			Εικόνα 2.26 Γραφικές παραστάσεις πολυωνυμικών συναρτήσεων 3ου βαθμού, με πραγματικές ρίζες, όταν ο συντελεστής του μεγιστοβάθμιου όρου είναι θετικός (αριστερά) και αρνητικός (δεξιά).

			Ρίζες της πολυωνυμικής συνάρτησης 3ου βαθμού

			1) Ως γνωστόν, η πολυωνυμική συνάρτηση  3ου βαθμού:

			[image: ] 

			έχει τρείς ρίζες, εκ των οποίων η μία θα είναι υποχρεωτικά πραγματικός αριθμός.  Για να υπολογίσουμε τις τρεις αυτές ρίζες, ορίζουμε τις ποσότητες:

			[image: ] 

			και

			[image: ]

			ενώ υπάρχει και η Διακρίνουσα:  [image: ] 

			Διερεύνηση:

			α) Εάν Δ=0 τότε η π.σ. έχει μόνο πραγματικές ρίζες, είτε μία απλή και μία διπλή, είτε μία τριπλή.  Διακρίνουμε τις δύο περιπτώσεις:

			Εάν Δ = 0  και  Δ0 = 0, τότε έχουμε μία τριπλή ρίζα, την:

			[image: ] 

			Εάν Δ = 0  και  Δ0[image: ]0, τότε έχουμε μία διπλή και μία απλή ρίζα, τις:

			[image: ] 

			β) Εάν Δ>0  τότε η πολυωνυμική συνάρτηση έχει τρεις πραγματικές και διακεκριμένες ρίζες, ενώ εάν Δ<0  τότε η π.σ. έχει μία πραγματική ρίζα και δύο συζυγείς μιγαδικές.   Οι ρίζες αυτές υπολογίζονται από τον τύπο

			[image: ] 

			όπου:

			[image: ] 

			και

			[image: ]

			και όπου η κάθε μία από τις ρίζες αυτές προκύπτει από τις τρεις ποσότητες uj. Αξίζει να σημειωθεί πως στην ιδιαίτερη περίπτωση που:  Δ0 = 0, τότε η ποσότητα Δ1 «βγαίνει» από την τετραγωνική ρίζα με το πρόσημό της. Δηλαδή θα έχουμε:

			[image: ]

			2) Υπάρχει όμως και μια ευκολότερη μέθοδος υπολογισμού των ριζών της εξίσωσης:

			[image: ] 

			Ο παρακάτω τύπος δίνει την πραγματική ρίζα της πολυωνυμικής συνάρτησης 3ου βαθμού:  

			[image: ] 

			Στη συνέχεια, διαιρούμε την τριτοβάθμια πολυωνυμική συνάρτηση με τον παράγοντα (x-x1), υπολογίζοντας το πηλίκο της (τέλειας) διαίρεσης, που είναι ένα δευτεροβάθμιο πολυώνυμο, από το οποίο προκύπτουν οι άλλες δύο ρίζες x2 και x2.

			3) Ένας τρίτος τρόπος παρουσιάζεται στο πλαίσιο της Αριθμητικής Ανάλυσης, όπου με μία αριθμητική μέθοδο (π.χ. του Newton) υπολογίζεται προσεγγιστικά (με όση ακρίβεια χρειαζόμαστε) η πραγματική ρίζα x1 και επαναλαμβάνουμε την προηγούμενη διαδικασία (διαίρεση με τον παράγοντα (x-x1) κλπ).

			Γραφικές Παραστάσεις

			Στη συνέχεια παρατίθενται οι γραφικές παραστάσεις της τριτοβάθμιας πολυωνυμικής συνάρτησης, ανάλογα με το είδος των ριζών της, όταν ο συντελεστής του μεγιστοβάθμιου όρου είναι θετικός (α3>0).
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			Εικόνα 2.27 Γραφικές παραστάσεις πολυωνυμικών συναρτήσεων 3ου βαθμού, ανάλογα με το είδος των ριζών τους, όταν ο συντελεστής του μεγιστοβάθμιου όρου είναι θετικός.

			Τέλος να αναφερθεί πως υπάρχει θεωρητική μέθοδος υπολογισμού των τριών ριζών της τριτοβάθμιας πολυωνυμικής συνάρτησης, ανάλογη με αυτήν του τριωνύμου, αλλά αρκετά πιο πολύπλοκη.

			◊

			- Άσκηση: Να υπολογίσετε τα α,β[image: ]ώστε η γραφική παράσταση της συνάρτησης  με τύπο

			f(x)=αx3+βx2+(β-1)x-4 

			να κόβει τον άξονα x’x στο σημείο με τετμημένη  x=1 και να διέρχεται από το σημείο Μ(2,4). Επίσης για α= -1 και β=3 να βρείτε τα σημεία τομής της γραφική παράστασης της f με τον άξονα x’x  και με τον άξονα y΄y .

			(Απ: (α,β)=(-1,3), (x,y)=(0,-4), (x,y)=(1,0), (x,y)=(1-[image: ],0), (x,y)=(1+[image: ],0))

			◊

			- Άσκηση: Να υπολογίσετε τις ρίζες της πολυωνυμικής συνάρτησης  f(x) = x3+2x2-11x-52, όταν γνωρίζουμε πως έχει ρίζα την x=4.

			(Απ:- 3-2i, - 3+2i)

			◊

			3. Πολυωνυμικές συναρτήσεις 4ου βαθμού

			Η αναλυτική μορφή τους είναι:

			[image: ]   (3)

			όπου ρ1, ρ2, ρ3  και ρ4  είναι οι 4 ρίζες της πολυωνυμικής συνάρτησης.

			Τα όρια της πολυωνυμικής συνάρτησης (2) στο [image: ] δίνονται από τη σχέση:

			[image: ]

			Επομένως το γράφημα της πολυωνυμικής συνάρτησης (1) θα τείνει ταυτόχρονα, στα αριστερά και στα δεξιά του, είτε προς το [image: ], εάν α2>0,  είτε προς το [image: ], εάν α2<0.   
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							[image: ]

						
					

				
			

			Εικόνα 2.28 Γραφικές παραστάσεις πολυωνυμικών συναρτήσεων 4ου βαθμού, όταν ο συντελεστής του μεγιστοβάθμιου όρου είναι θετικός (αριστερά) και αρνητικός (δεξιά).

			Στη συνέχεια παρατίθενται οι γραφικές παραστάσεις της τεταρτοβάθμιας πολυωνυμικής συνάρτησης, ανάλογα με το είδος των ριζών της, όταν ο συντελεστής του μεγιστοβάθμιου όρου είναι θετικός (α4>0).
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			Εικόνα 2.29 Γραφικές παραστάσεις πολυωνυμικών συναρτήσεων 4ου βαθμού, ανάλογα με το είδος των ριζών τους, όταν ο συντελεστής του μεγιστοβάθμιου όρου είναι θετικός.

			Υπολογισμός των ριζών της πολυωνυμικής συνάρτησης 4ου βαθμού

			Η πολυωνυμική συνάρτηση 4ου βαθμού είναι η τελευταία για την οποία υπάρχει θεωρητική μέθοδος υπολογισμού των τεσσάρων ριζών της, ανάλογη με αυτήν του τριτοβάθμιου πολυωνύμου.  Έστω η εξίσωση:

			[image: ]

			   Ορίζουμε τις παραμέτρους :

			   [image: ] 

			οπότε οι τέσσερις ρίζες της πολυωνυμικής συνάρτησης  (1)  δίνονται από τον τύπο:

			[image: ] 

			όπου  e1 = [image: ]  και   e2 = [image: ]. Έτσι οι τέσσερις ρίζες προκύπτουν από τους τέσσερις συνδυασμούς των τιμών των e1  και  e2.

			◊

			Παρατήρηση: Όπως διαπιστώνει ο αναγνώστης, οι δύο θεωρητικές μέθοδοι υπολογισμού των ριζών της τριτοβάθμιας και της τεταρτοβάθμιας πολυωνυμικής συνάρτησης είναι ιδιαίτερα περίπλοκες και για τον λόγο αυτό σπάνια χρησιμοποιούνται.  Συνήθως τις ενσωματώνουμε σε προγράμματα που λύνουν αντίστοιχα προβλήματα.   Γι’ αυτό, συνήθως στις ασκήσεις δίνονται κάποια δεδομένα που επιτρέπουν τον υπολογισμό των ριζών, με ευκολότερο τρόπο.  Ας δούμε τα επόμενα παραδείγματα:

			Παράδειγμα 1ο: Να υπολογισθούν οι ρίζες της συνάρτησης  f(x) = x3-7x2+15x-25

			Λύση: Από τη στιγμή που δεν μας δίνεται κάποιο επιπλέον υποβοηθητικό στοιχείο, ελπίζουμε πως η μία (τουλάχιστον) πραγματική ρίζα της f θα είναι ακέραια και πως θα είναι κάποια από τους διαιρέτες του σταθερού όρου ([image: ],[image: ].

			Πράγματι, παρατηρούμε πως f(5)=0.   Άρα η δοσμένη συνάρτηση έχει μία ρίζα, την x1 διαιρείται με το (x-5).  Εκτελούμε την διαίρεση (ή τον κανόνα του Horner) και βρίσκουμε το πηλίκο της (τέλειας) διαίρεσης:

			[image: ]

			 με ρίζες

			[image: ]

			◊

			Παράδειγμα 2ο: Να υπολογισθούν οι ρίζες της συνάρτησης  f(x) = x4+2x3+2x2-8x+16, όταν δίνεται η μία από τις τέσσερις ρίζες:  ρ1=–2+2i.

			Λύση: Γνωρίζοντας πως μία ρίζα της πολυωνυμικής συνάρτησης f(x) είναι ο μιγαδικός ρ1=–2+2i, συμπεραίνουμε πως η f(x) θα έχει ρίζα και τον συζυγή της ρ1, τον ρ1=–2–2i. Επομένως η f(x) θα διαιρείται με τους παράγοντες (x-ρ1) και (x-ρ2), άρα θα διαιρείται και με το γινόμενό τους:

			[image: ]

			Στη συνέχεια εκτελούμε την διαίρεση (τώρα πια δεν εφαρμόζεται ο κανόνας του Horner)
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			Επομένως, οι υπόλοιπες δύο ρίζες υπολογίζονται από τις ρίζες του πηλίκου:

			[image: ]

			◊

			Άσκηση: Δίνεται η συνάρτηση  f(x) = x4-3x3+7x2+75x.  

			•	Να υπολογίσετε τα όρια [image: ] και [image: ]

			•	Να υπολογίσετε τις ρίζες της.

			(Απ: [image: ], [image: ], -3, 0, 3-4i, 3+4i)

			◊

			Άσκηση: Δίνεται η συνάρτηση  f(x) = x4-7x3+25x2+11x-150.  Να υπολογίσετε τις ρίζες της f(x), όταν δίνεται (στο επόμενο γράφημα) η γραφική της παράσταση.

			[image: ]

			Εικόνα 2.30

			(Απ: -2, 3, 3-4i, 3+4i)

			◊

			Άσκηση: Δίνεται η συνάρτηση  f(x) = x4+2x2-8x+5.  Να υπολογίσετε τις ρίζες της f(x), όταν δίνεται (στο επόμενο γράφημα) η γραφική της παράσταση.

			[image: ]

			Εικόνα 2.31

			(Απ: 1 (διπλή), -1-2i, -1+2i)

			◊

			2.2.5. Οι περιοδικές συναρτήσεις

			Οι τριγωνομετρικές συναρτήσεις είναι οι πιο γνωστές περιοδικές συναρτήσεις.  

			Ορισμός: Μια συνάρτηση f με πεδίο ορισμού Α λέγεται περιοδική, όταν υπάρχει ένας θετικός πραγματικός αριθμός T, τέτοιος ώστε για κάθε x[image: ]Α να ισχύουν: 

			f(x+T) = f(x–T) =f(x)  για κάθε x

			Ο μικρότερος αριθμός T, για τον οποίο ισχύει η παραπάνω ισότητα, λέγεται περίοδος της συνάρτησης f .

			Ένας συχνός τρόπος δημιουργίας περιοδικών συναρτήσεων είναι και ο εξής:  Παίρνουμε ένα τμήμα μιας μη περιοδικής συνάρτησης και το επαναλαμβάνουμε.  Στην περίπτωση αυτή, το τμήμα του άξονα των x στο οποίο ορίζεται η αρχική συνάρτηση αποτελεί και την περίοδο της περιοδικής συνάρτησης που προκύπτει.  Ο τρόπος ορισμού είναι ο επόμενος:

			[image: ]

			Παραδείγματα: Στα παρακάτω γραφήματα παρουσιάζονται οι γραφικές παραστάσεις δύο συναρτήσεων μη περιοδικών, οι οποίες επεκτείνονται περιοδικά με τον τρόπο που αναφέρθηκε πιο πάνω:
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			Εικόνα 2.32 Περιοδικές συναρτήσεις που προκύπτουν από μη περιοδικές (η πρώτη ονομάζεται συχνά «ορθογωνικός παλμός»).

			◊

			2.2.4. Τριγωνομετρικές Συναρτήσεις

			Αρχικά πρέπει να ορίσουμε την σημαντικότερη μονάδα μέτρησης γωνιών, το Ακτίνιο. Έστω ένας κύκλος με κέντρο το Ο και ακτίνα R.

			Ορισμός: Μία επίκεντρη γωνία φ ισούται με ένα ακτίνιο (1 rad) όταν βαίνει σε τόξο ΑΒ του οποίου το μήκος είναι ίσο με την ακτίνα (R) του κύκλου.

			[image: ]

			Εικόνα 2.33 Ορισμός του ακτινίου (rad).

			Από τον ορισμό του ακτινίου εξάγουμε μερικά σημαντικά συμπεράσματα:

			1.	Η γωνία των 180ο (μοιρών) αντιστοιχεί σε τόσα ακτίνια, όσες είναι οι φορές που χωρά το μήκος της ακτίνας στο μήκος του ημικύκλιου.  Άρα, 180ο = π rad = 3.14159.. rad.  Όμοια έχουμε την αντιστοιχία 360ο = 2π rad.

			2.	Η σχέση αντιστοίχισης μοιρών και ακτινίων προκύπτει από την απλή μέθοδο των τριών:

			[image: ]

			3.	Παρόμοια μπορούμε να υπολογίσουμε το μήκος του τόξου (ΑΒ) από τη γωνία (φ) η οποία βαίνει σε αυτό (πάντα με την απλή μέθοδο των τριών):

			[image: ]

			4.	Παρόμοια μπορούμε να υπολογίσουμε το εμβαδόν του κυκλικού τομέα (ΟΑΒ) από τη γωνία (φ=ΑΟΒ):

			[image: ]

			◊

			α) Στο Ορθογώνιο Τρίγωνο. 

			Από τα αρχαία χρόνια οι μαθηματικοί (και ιδιαίτερα ο Θαλής ο Μιλήσιος) είχαν αντιληφθεί πως σε ένα ορθογώνιο τρίγωνο τα κλάσματα των πλευρών 

			[image: ]

			(καθώς και τα αντίστροφά τους) είναι ποσότητες που εξαρτώνται από το μέγεθος της γωνίας Γ (άρα και της Β, η οποία πάντα είναι η συμπληρωματική της Γ)

			[image: ]

			Εικόνα 2.34 Οι σταθερές αναλογίες σε όμοια ορθογώνια τρίγωνα.

			Όπως άλλωστε φαίνεται και από πιο πάνω σχήμα, τα διάφορα ορθογώνια τρίγωνα με ίση την γωνία Γ θα είναι όμοια και επομένως οι πλευρές τους θα συνδέονται με την αναλογία:

			[image: ]

			Τα κλάσματα αυτά αποτελούν μία μοναδική τιμή, η οποία αναφέρεται σε κάθε μία από τις οξείες γωνίες Γ και Β, και ονομάστηκαν:

			[image: ]

			δηλαδή ημίτονο, συνημίτονο, εφαπτομένη και συνεφαπτομένη της γωνίας Γ (ή της Β, αντίστοιχα). Από τη στιγμή που οι ποσότητες αυτές εξαρτώνται από το μέγεθος της γωνίας Γ, αποτελούν τέσσερις συναρτήσεις με όρισμα την γωνία Γ, τις Τριγωνομετρικές Συναρτήσεις.

			β) Στον Τριγωνομετρικό Κύκλο.  

			Θεωρούμε ένα επίπεδο, εφοδιασμένο με το Καρτεσιανό σύστημα συντεταγμένων Οxy, δηλαδή δύο κάθετους άξονες x’x και y’y και θυμόμαστε ότι σε κάθε (διατεταγμένο) ζευγάρι πραγματικών αριθμών (x,y), αντιστοιχεί μονοσήμαντα ένα σημείο του επιπέδου με τετμημένη x (δηλαδή προσημασμένη προβολή στον άξονα x’x) και τεταγμένη y (δηλαδή προσημασμένη προβολή στον άξονα y’y). 

			Ο τριγωνομετρικός κύκλος έχει την ιδιαιτερότητα 

			•	να έχει κέντρο το κέντρο 0 του Καρτεσιανού συστήματος, 

			•	η ακτίνα του να είναι ίση με τη μονάδα, οπότε το μήκος ενός τόξου πάνω στον τριγωνομετρικό κύκλο ισούται με την επίκεντρη γωνία (σε rad) που βαίνει σε αυτό και 

			•	να διαγράφεται με φορά αντίθετη από την φορά του ρολογιού, ξεκινώντας από τον θετικό ημιάξονα Ox. 

			Στον κύκλο αυτό οι τέσσερις τριγωνομετρικές συναρτήσεις ταυτίζονται με κάποια μήκη πάνω σε άξονες που συνοδεύουν τον τριγωνομετρικό κύκλο. 	

			Στον επόμενο τριγωνομετρικό κύκλο διακρίνουμε τους τριγωνομετρικούς αριθμούς της γωνίας φ.  Το ημίτονο σημειώνεται με το κόκκινο ευθύγραμμο τμήμα, το συνημίτονο με το μπλε, η εφαπτομένη με το πράσινο και η συνεφαπτομένη με το κίτρινο. 

			[image: ]

			Εικόνα 2.35 Ο τριγωνομετρικός κύκλος

			Ο τριγωνομετρικός κύκλος και οι συμμετρίες που προκύπτουν, «αποδεικνύουν» τις παρακάτω ιδιότητες:

			[image: ]

				κλπ…

			Άσκηση: Στον επόμενο τριγωνομετρικό κύκλο να σημειώσετε τα 4 τριγωνομετρικά μεγέθη που αντιστοιχούν στη γωνία φ=2π/3=120ο.

			[image: ]

			Εικόνα 2.36 

			(Απ: ημ([image: ])=[image: ], συν([image: ])= - 0.5, εφ([image: ])= - [image: ], σφ([image: ])= [image: ])

			γ) Θεμελιώδεις σχέσεις σε τυχαίο τρίγωνο

			i) Ο Νόμος των συνημιτόνων (Γενικευμένο Πυθαγόρειο Θεώρημα)

			[image: ]

			Εικόνα 2.37 Τυχαίο τρίγωνο

			Στο παραπάνω τυχαίο τρίγωνο ΑΒΓ, ισχύει η σχέση:

			[image: ] 

			η οποία μετατρέπεται στο γνωστό Πυθαγόρειο Θεώρημα, όταν η γωνία Α είναι ορθή.   Λύνοντας  ως προς το συν(Α) έχουμε:

			[image: ] 

			ii) Ο Νόμος των ημιτόνων

			Στο ίδιο τυχαίο τρίγωνο ΑΒΓ ισχύει η σχέση:  

			[image: ] 

			◊

			Παράδειγμα: Για το παραλληλόγραμμο ΑΒΓΔ δίνονται τα μήκη των πλευρών (ΑΒ)=4 και (ΒΓ)=7 και η γωνία  Β=60ο  και ζητείται το μήκος της διαγωνίου (ΒΔ), καθώς και η γωνία φ που ορίζεται από την πλευρά ΒΓ και τη διαγώνιο ΒΔ.

			[image: ]

			Εικόνα 2.38

			Λύση: Για τον υπολογισμό της ΒΔ απαιτείται η τιμή της γωνίας Α, η οποία είναι παραπληρωματική της Β, οπότε  Β=180ο-120ο=60ο

			[image: ] 

			και

			[image: ] 

			◊

			δ) Οι τριγωνομετρικές συναρτήσεις

			(i) Η συνάρτηση f(x) = ημx

			•	Έχει πεδίο ορισμού το ℝ

			•	Είναι περιοδική με περίοδο Τ = 2π 

			•	Η μονοτονία στο διάστημα [0 , 2π] : 

			o	αύξουσα στο διάστημα [image: ]

			o	φθίνουσα στο διάστημα [image: ]

			o	αύξουσα στο διάστημα  [image: ] κ.λ.π.

			•	Η μέγιστη τιμή είναι το 1 και η ελάχιστη το –1. Άρα το σύνολο τιμών της είναι το διάστημα [–1 , 1]

			•	H γραφική παράσταση επαναλαμβάνεται στο διάστημα [image: ] και φαίνεται στο ακόλουθο σχήμα.

			[image: ]

			Εικόνα 2.39 Η συνάρτηση y=f(x)=ημ(x)=sin(x)

			 (ii) Η συνάρτηση f(x) = συνx 

			•	Έχει πεδίο ορισμού το ℝ

			•	Είναι περιοδική με περίοδο Τ = 2π

			•	Η μονοτονία στο διάστημα [0 , 2π] : 

			o	φθίνουσα στο διάστημα [0, π] 

			o	αύξουσα στο διάστημα [π, 2π] 

			•	Η μέγιστη τιμή είναι το 1 και η ελάχιστη το –1. Άρα το σύνολο τιμών είναι το διάστημα [–1 , 1] 

			•	H γραφική παράσταση επαναλαμβάνεται στο διάστημα [image: ] και φαίνεται στο ακόλουθο σχήμα.

			[image: ]

			Εικόνα 2.40 Η συνάρτηση y=f(x)=συν(x)=cos(x)

			 (iii) Η συνάρτηση f(x) = εφx 

			•	Έχει πεδίο ορισμού το {x[image: ] R /  συνx ≠ 0 } 

			•	 Είναι περιοδική με περίοδο Τ = π 

			•	Η μονοτονία : Στο διάστημα [image: ] είναι αύξουσα (και επαναλαμβάνεται) 

			•	Το σύνολο τιμών είναι το ℝ 

			•	H γραφική παράσταση επαναλαμβάνεται στο διάστημα [image: ] και φαίνεται στο ακόλουθο σχήμα.

			•	Οι ευθείες x = [image: ] − και x = [image: ] είναι κατακόρυφες ασύμπτωτες.

			[image: ]

			Εικόνα 2.41 Η συνάρτηση y=f(x)=εφ(x)=tan(x)

			Οι γραφικές παραστάσεις των τριγωνομετρικών συναρτήσεων (ημιτόνου, συνημιτόνου κι εφαπτομένης ) δίνονται, ταυτόχρονα, στο επόμενο γράφημα και για το διάστημα  [–2π , 4π]:

			y = ημx   με περίοδο  Τ = 2π

			y = συνx   με περίοδο  Τ = 2π

			y = εφx    με περίοδο  Τ = π

			[image: ]

			Εικόνα 2.42 Οι τρεις σημαντικότερες τριγωνομετρικές συναρτήσεις

			Εύκολα μπορούμε να φανταστούμε πως για  τη συνάρτηση  y = ημ(ωx)  η περιοδικότητα ίση με 2π  αφορά στην ποσότητα  ωx.  Άρα η περίοδος της συνάρτησης αυτής  (φυσικά ως προς το x) είναι ίση με:

			[image: ]

			H ποσότητα ω ονομάζεται κυκλική συχνότητα της συνάρτησης  και ισούται με το πλήθος των κύκλων που διαγράφει η ημ(ωx) στο διάστημα  [0,2π], κάτι που γίνεται φανερό κι από το παρακάτω γράφημα.

			[image: ]

			Εικόνα 2.43 Η συνάρτηση y=ημ(ωt) και η φυσική σημασία της κυκλικής συχνότητας ω.

			Παρατηρούμε πως το πλήθος των κύκλων (κυμάτων) που υπάρχει στο διάστημα  [0,2π] είναι, σε κάθε περίπτωση, ίσο με την τιμή του ω.

			Στη συνάρτηση  y = ημ(ωx–φ), η παράμετρος φ ονομάζεται διαφορά φάσης της συνάρτησης  και εκφράζεται σε ακτίνια (rad).  Στη γραφική παράσταση που ακολουθεί αντιλαμβανόμαστε πως η ποσότητα φ μετακινεί δεξιά ή αριστερά το γράφημα της συνάρτησης. Έτσι, εάν προστίθεται η φ, τότε το γράφημα μετακινείται (κατά φ) προς τα αριστερά, ενώ όταν αφαιρείται, τότε το γράφημα μετακινείται (πάντα κατά φ) προς τα δεξιά.

			[image: ]

			Εικόνα 2.44 Η συνάρτηση y=ημ(ωt-φ) και η φυσική σημασία της διαφοράς φάσης φ.

			Το γράφημα της συνάρτησης μετακινείται προς τα αριστερά όταν το φ προστίθεται  και προς τα δεξιά όταν αφαιρείται.

			◊

			- Άσκηση: Να βρείτε την περίοδο, τη μέγιστη και την ελάχιστη τιμή και να παραστήσετε γραφικά τη συνάρτηση  [image: ]

			(Απ: Τ=2π, 2, - 2, [image: ])

			◊

			- Άσκηση: Να παραστήσετε γραφικά τη συνάρτηση [image: ]

			(Απ: [image: ])

			◊

			- Άσκηση: Να βρεθεί το πεδίο ορισμού των συναρτήσεων           

			1. [image: ]   2. [image: ]   3. [image: ]   4. [image: ]

			(Απ: Α1=R-{2κπ[image: ]}, Α2=R-{κπ+[image: ], 2κπ[image: ]}, Α3=R-{κπ[image: ]}, Α4=R-{κπ[image: ]})

			◊

			- Άσκηση: Να σχεδιάσετε στο ίδιο σύστημα αξόνων τις συναρτήσεις:  f(x)=εφ2x, g(x)=1+εφx και 

			h(x) = εφx.

			(Απ: [image: ])

			2.2.5. Εκθετικές Συναρτήσεις.

			1. Υπενθύμιση των βασικών ιδιοτήτων των δυνάμεων:

			[image: ]

			Παρατήρηση: Με βάση την ιδιότητα (iii) των δυνάμεων, η τιμή 

			[image: ]

			και είναι η 4η ρίζα ενός αρνητικού αριθμού δεν είναι πραγματικός αριθμός.  Εξετάζοντας με τον ίδιο τρόπο την τιμή:

			[image: ]

			Τέλος, μια ιδιαίτερη περίπτωση όπου, λανθασμένα, φαίνεται πως το αποτέλεσμα είναι πραγματικός αριθμός:

			[image: ]

			όπου αν είχαμε μείνει στο  [image: ], θα πιστεύαμε πως πρόκειται για πραγματική τιμή…

			2. Η εκθετική συνάρτηση f(x) = αx 

			Το χαρακτηριστικό μίας εκθετικής συνάρτησης είναι πως ο εκθέτης μιας ποσότητας περιέχει τη μεταβλητή (x). Άρα, εκθετικές συναρτήσεις μπορεί να είναι της μορφής:

			[image: ]

			Στην παράγραφο αυτή θα εξετάσουμε την συνάρτηση: f(x) = αx, όπου α είναι μία πραγματική σταθερά με α[image: ]1. Η παρατήρηση της προηγούμενης παραγράφου μας αναγκάζει να δεχθούμε πως για την εκθετική συνάρτηση το α (η βάση της εκθετικής συνάρτησης) να είναι μεγαλύτερο του μηδενός και διάφορο του 1. 

			Άρα έχουμε:

			[image: ]  

			Ισχύει η παρακάτω σχέση για το όριο της εκθετικής συνάρτησης:

			[image: ]

			και

			[image: ]

			Πράγματι 

			[image: ]

			[image: ]

			Εικόνα 2.45 Η εκθετική συνάρτηση y=f(x)=αx 

			Από τα προηγούμενα βγάζουμε τα παρακάτω σημαντικά συμπεράσματα: Η μορφή της συνάρτησης f(x) = αx αλλάζει ανάλογα με την τιμή που παίρνει η παράμετρος α. Διακρίνουμε τις περιπτώσεις:

			Αν α>1, τότε

			•	· Πεδίο ορισμού: R 

			•	· Σύνολο τιμών: [image: ] 

			•	· Γνησίως αύξουσα στο πεδίο ορισμού της

			•	· Έχει ασύμπτωτο τον αρνητικό ημιάξονα Οx΄ 

			•	· Τέμνει τον ψ ψ΄ στο σημείο (0,1) 

			•	· Είναι ‘1–1’ συνάρτηση.

			Αν 0<α<1, τότε

			•	· Πεδίο ορισμού: R 

			•	· Σύνολο τιμών: [image: ] 

			•	· Γνησίως φθίνουσα στο πεδίο ορισμού της

			•	· Έχει ασύμπτωτο τον αρνητικό ημιάξονα Ο x 

			•	· Τέμνει τον ψψ΄ στο σημείο (0,1) 

			•	· Είναι ‘1–1’ συνάρτηση.

			- Άσκηση: Για ποιες τιμές του α[image: ]R, η συνάρτηση [image: ] είναι γνησίως φθίνουσα στο R;

			(Απ: 1<α<3)

			◊

			- Άσκηση: Για ποιες τιμές του α[image: ]R, η συνάρτηση [image: ] είναι γνησίως αύξουσα στο R;

			(Απ: 2<α<3)

			◊

			- Άσκηση: Για ποιες τιμές του α[image: ]R, η συνάρτηση [image: ] είναι σταθερή συνάρτηση; (Απ: (Απ: α= -2, 3 )

			◊

			- Άσκηση: Να μελετηθούν και να παρασταθούν γραφικά οι συναρτήσεις

			α)[image: ]     β) [image: ]    γ) [image: ]

			(Απ: [image: ],  [image: ], [image: ] )

			◊

			3. Η εκθετική συνάρτηση f(x) = ex

			Ορισμός του αριθμού e: Ορίζουμε τον αριθμό e με τη βοήθεια του ορίου:

			[image: ] 

			όπου το ν είναι φυσικός αριθμός ενώ τα x και u είναι πραγματικοί.

			Θέτοντας για παράδειγμα στη σχέση αυτή την τιμή u=1*10-10, υπολογίζουμε με τον υπολογιστή τσέπης  e = 2,718281828,  αντί του ακριβούς e = 2,718281829.

			Βασικές ιδιότητες που προκύπτουν από την προηγούμενη σχέση:

			•	[image: ] 

			•	[image: ]

			Με βάση τον αριθμό e έχουμε την σημαντικότερη εκθετική συνάρτηση:  f(x) = ex.  Στο επόμενο γράφημα εμφανίζονται οι γραφικές παραστάσεις της συνάρτησης f(x) = eαx, για τις τιμές α=1, α=-1 και α=2.

			[image: ]

			Εικόνα 2.46 Η εκθετική συνάρτηση y=f(x)=eαx

			Παρατηρήσεις:

			•	Η συνάρτηση f(x) = eαx, είναι αύξουσα εάν α>0  και φθίνουσα εάν α<0.

			•	Έχουμε πως f(x) = eαx>0  για κάθε x.

			•	Τέμνει τον άξονα των y στο σημείο y=1.

			•	Οι γραφικές παραστάσεις των συναρτήσεων  f1(x) = eαx και f2(x) = e-αx, έχουν άξονα συμμετρίας τον άξονα των y.

			•	Όσο μεγαλύτερη είναι η απόλυτη τιμή του α, τόσο περισσότερο παραμένει η f(x) κοντά στον άξονα των x  και τόσο πιο απότομα «ξεκολλάει», για να κατευθυνθεί ταχύτατα προς το άπειρο (όσο πιο γρήγορα τείνει στο μηδέν, τόσο πιο γρήγορα τείνει και στο άπειρο).

			◊

			- Άσκηση: Να βρείτε το σύνολο τιμών της συνάρτησης: [image: ]

			(Απ:[2,[image: ] )

			◊

			- Άσκηση: Δίνεται  η συνάρτηση με τύπο [image: ]

			1. Υπολογίστε τα όρια  [image: ] 

			2. Να βγάλετε συμπέρασμα για την μονοτονία της f.

			(Απ: 0, [image: ])

			◊

			◊

			- Άσκηση: Δίνεται η συνάρτηση με τύπο [image: ]. Να υπολογίστε τα όρια  [image: ] και να  βγάλετε συμπέρασμα για την μονοτονία της  f.

			(Απ: [image: ], 0 )

			2.2.6. Αντίστροφες Συναρτήσεις

			Οι αντίστροφες συναρτήσεις ορίζονται με τη βοήθεια των αντίστροφων απεικονίσεων (αντιστοιχιών). Να θυμίσουμε πως μία απεικόνιση, μέσω ενός μηχανισμού αντιστοίχισης f, η οποία απεικονίζει ένα σύνολο αφετηρίας Α σε ένα σύνολο άφιξης Β, μπορεί να αντιστραφεί μόνον εάν είναι μία αμφιμονοσήμαντη απεικόνιση του Α επί του Β (δηλαδή εξαντλεί το Β).

				Στις συναρτήσεις, οι πιο πάνω περιορισμοί σημαίνουν πως η συνάρτηση που αντιστρέφεται πρέπει να είναι γνησίως μονότονη (είτε γνησίως αύξουσα, είτε γνησίως φθίνουσα).

			Η βασική ιδιότητα της αντίστροφης συνάρτησης μιας συνάρτησης y=f(x), η οποία συμβολίζεται f -1, είναι πως εάν μέσω της f αντιστοιχίζεται το στοιχείο α  στο β,  τότε, μέσω της f -1 αντιστοιχίζεται το στοιχείο β  στο α.  Δηλαδή:

			[image: ]

			Η πρώτη ιδέα για τη σχέση των γραφικών παραστάσεων των συναρτήσεων f και f -1 είναι ιδιαίτερα απλή.  Ας υποθέσουμε πως το αριστερό από τα επόμενα δύο γραφήματα είναι το γράφημα μιας αντιστρέψιμης συνάρτησης f(x).   Τότε, για να αντιληφθούμε το γράφημα της αντίστροφης συνάρτησης (της f -1), δεν έχουμε παρά να θεωρήσουμε πως ο άξονας της μεταβλητής είναι ο y (κατακόρυφος) και της συνάρτησης είναι ο x (οριζόντιος).  Αυτόματα έχουμε στην ουσία το γράφημα της f -1!

			[image: ]

			Εικόνα 2.47 Το ίδιο γράφημα μπορεί να θεωρηθεί γραφική παράσταση και της f και της f -1.

			Εάν η λύση αυτή δεν μας ικανοποιεί και θέλουμε να έχουμε πάντα τον οριζόντιο άξονα σαν τον άξονα της μεταβλητής, θα πρέπει να σκεφτούμε πως το σημείο Σ’(β,α)  είναι  συμμετρικό  του  σημείου  Σ(α,β),  με άξονα συμμετρίας την ευθεία  y=x.  

			[image: ]

			Εικόνα 2.48 Συμμετρικά σημεία ως προς την ευθεία y=x

			Παρατήρηση: Για να το αποδείξουμε  χρειάζεται να δείξουμε πως η ευθεία y=x είναι μεσοκάθετος στο ευθύγραμμο τμήμα ΣΣ’. Αξίζει να το επιχειρήσει ο αναγνώστης, αφού σκεφτεί πως οι κλίσεις λ και λ’ δύο καθέτων ευθειών υπακούουν στη σχέση: λλ’=–1. 

			Με βάση τα παραπάνω καταλήγουμε στο συμπέρασμα πως ολόκληρο το γράφημα της f -1 θα είναι συμμετρικό του γραφήματος της f, με άξονα συμμετρίας την διχοτόμο  y=x. 

			[image: ]

			Εικόνα 2.49 Συμμετρικά γραφήματα ως προς την ευθεία y=x

			Βασικό συμπέρασμα: Βάσει όλων των προηγουμένων συμπεραίνουμε πως οι συναρτήσεις f και f -1 διαθέτουν την ίδια μονοτονία.  Είτε είναι και οι δύο αύξουσες, είτε φθίνουσες.

			1. Αντίστροφη συνάρτηση πρωτοβάθμιου πολυωνύμου (ευθείας).

			Έστω η π.σ.  ε: [image: ].   Για να υπολογίσουμε την αντίστροφή της, την λύνουμε ως προς το x:

			[image: ]

			η οποία μετατρέπεται στην αντίστροφη συνάρτηση εάν εναλλάξουμε το x με το y:

			[image: ]

			[image: ]

			Εικόνα 2.50 Αντίστροφη συνάρτηση πρωτοβάθμιου πολυωνύμου

			Παρατήρηση: Αξίζει να παρατηρήσουμε πως η κλίση της «αντίστροφης» ευθείας ε’ ισούται με την αντίστροφη κλίση της αρχικής ε.  Επίσης, το σημείο τομής τους βρίσκεται πάνω στην ευθεία y=x (πράγμα αναμενόμενο, μια και είναι ο άξονας συμμετρίας των δύο ευθειών).

			2. Αντίστροφη συνάρτηση δευτεροβάθμιου πολυωνύμου (παραβολής)

			Το πρόβλημα του δευτεροβάθμιου πολυωνύμου έγκειται στο ότι δεν είναι μία συνάρτηση μονότονη (γνησίως αύξουσα ή γνησίως φθίνουσα.  Επομένως, με τα όσα είπαμε  μέχρι στιγμής, δεν αντιστρέφεται.

			Σε περιπτώσεις σαν κι αυτήν αντιστρέφουμε τις συναρτήσεις τμηματικά, δηλαδή σε περιοχές όπου είναι γνησίως μονότονες.

			Παράδειγμα: 

			Η συνάρτηση y=x2 είναι :

			φθίνουσα όταν [image: ] και 

			αύξουσα  όταν [image: ]

			Αντιστρέφοντας λοιπόν την  y = x2  έχουμε:

			[image: ]

			Άρα, αντιστρέφοντας τμηματικά την συνάρτηση y=x2, στα δύο διαστήματα μονοτονίας της x2:

			[image: ]

			[image: ]

			Εικόνα 2.51 Αντίστροφη συνάρτηση δευτεροβάθμιου πολυωνύμου

			◊

			Άσκηση: Δίνεται η συνάρτηση f(x) = x2-5.  (α) Να γίνει η γραφική της παράσταση.  (β) Να βρείτε το διάστημα μονοτονίας της, όπου μπορεί να αντιστραφεί.  (γ) Να υπολογίσετε την αντίστροφη συνάρτηση της f και να την τοποθετήσετε στο προηγούμενο γράφημα, μαζί με το γράφημα της διχοτόμου y=x.

			(Απ: [image: ], [-5,[image: ]), [image: ],    [image: ])

			2.2.7. Αντίστροφες Τριγωνομετρικές Συναρτήσεις

			Οι αντίστροφες τριγωνομετρικές συναρτήσεις (όπως και οι αντίστροφες εκθετικές) είναι από τις περιπτώσεις συναρτήσεων που ορίζονται με τρόπο κατανοητό, λεκτικά. Έστω η συνάρτηση:

			y=ημ(x)   ή    y=sin(x)

			η οποία «διαβάζεται»: «Το y είναι το ημίτονο μιας γωνίας (ενός τόξου) x». 

			Ας επιχειρήσουμε τώρα να διαβάσουμε την προηγούμενη ισότητα ανάποδα:  «Το x είναι μία γωνία (ένα τόξο) του οποίου το ημίτονο είναι y».  Η έκφραση αυτή γράφεται:

			x=τοξημ(y)   ή   x=arcsin(y)   ή   x=sin-1(y)

			Εναλλάσσοντας τα x και y παίρνουμε την έκφραση της συνάρτησης με εξαρτημένη μεταβλητή το y και ανεξάρτητη μεταβλητή το x.

			y=τοξημ(x)   ή   y=arcsin(x)   ή   y=sin-1(x)

			Παράδειγμα: 

			[image: ]

			◊

			Επειδή η συνάρτηση ημx δεν είναι μονότονη σε ολόκληρο το Πεδίο Ορισμού της, μπορεί να αντιστραφεί μόνο σε ένα τμήμα του όπου παραμένει μονότονη.  Επιλέγεται λοιπόν το διάστημα [image: ]

			όπου είναι γνησίως αύξουσα, με πεδίο τιμών [-1,1].   Άρα, η αντίστροφη συνάρτηση  Τοξημ(x) θα έχει πεδίο ορισμού το διάστημα [-1,1]  και πεδίο τιμών το [image: ] Σύμφωνα με τα όσα ειπώθηκαν για τις αντίστροφες συναρτήσεις, το διάγραμμα του y=τοξημ(x) είναι συμμετρική του διαγράμματος  y=τοξημ(x) ως προς τη διχοτόμο της γωνίας [image: ].

			[image: ]

			Εικόνα 2.52 Η συνάρτηση y=ημ(x) και η αντίστροφή της y=Τοξημ(x).

			Όμοια ορίζεται και αντίστροφη συνάρτηση του συν(x).  Η συνάρτηση αυτή γράφεται:

			x=τοξσυν(y)   ή   x=arccos(y)   ή   x=cos-1(y)

			και διαβάζεται: «Το x είναι μία γωνία (ένα τόξο) του οποίου το συνημίτονο είναι y»

			Εναλλάσσοντας τα x και y παίρνουμε την έκφραση της συνάρτησης με εξαρτημένη μεταβλητή το y και ανεξάρτητη μεταβλητή το x.

			y=τοξημ(x)   ή   y=arcsin(x)   ή   y=sin-1(x)

			Παράδειγμα:

			[image: ] 

			◊

			Επειδή η συνάρτηση συνx δεν είναι μονότονη σε ολόκληρο το Πεδίο Ορισμού της, μπορεί να αντιστραφεί μόνο σε ένα τμήμα του όπου παραμένει μονότονη.  Επιλέγεται λοιπόν το διάστημα [image: ] όπου είναι γνησίως φθίνουσα, με πεδίο τιμών [-1,1].   Άρα, η αντίστροφη συνάρτηση  Τοξημ(x) θα έχει πεδίο ορισμού το διάστημα [-1,1]  και πεδίο τιμών το [image: ]

			[image: ]

			Εικόνα 2.53 Η συνάρτηση y=συν(x) και η αντίστροφή της y=Τοξσυν(x).

			Τέλος, ορίζεται με παρόμοιο τρόπο και αντίστροφη συνάρτηση της εφ(x).  Η συνάρτηση αυτή γράφεται:

			x=τοξεφ(y)   ή   x=arctan(y)   ή   x=tan-1(y)

			και διαβάζεται: «Το x είναι μία γωνία (ένα τόξο) του οποίου η εφαπτομένη είναι y».

			Εναλλάσσοντας τα x και y παίρνουμε την έκφραση της συνάρτησης με εξαρτημένη μεταβλητή το y και ανεξάρτητη μεταβλητή το x.

			y=τοξεφ(x)   ή   y=arctan(x)   ή   y=tan-1(x)

			Παράδειγμα:

			[image: ] 

			◊

			Επειδή η συνάρτηση εφx έχει σημεία ασυνέχειας (όπου δεν ορίζεται) τα 

			[image: ]

			ενώ στα ενδιάμεσα διαστήματα (μεταξύ των σημείων ασυνέχειας) είναι μονότονη, μπορεί να αντιστραφεί στο διάστημα [image: ] όπου είναι γνησίως αύξουσα, με πεδίο τιμών [image: ].  Άρα, η αντίστροφη συνάρτηση  τοξημ(x) θα έχει πεδίο ορισμού το διάστημα [image: ] και πεδίο τιμών το [image: ].

			[image: ]

			Εικόνα 2.54 Η συνάρτηση y=εφ(x) και η αντίστροφή της y=Τοξεφ(x).

			◊

			Θεωρητική Άσκηση: Με παρόμοιο τρόπο να ερμηνευτεί η αντίστροφη συνάρτηση y=τοξσφ(x)=arccot(x) της συνεφαπτομένης, να ορισθούν τα Πεδία Ορισμού και Τιμών και να γίνει η αντίστοιχη γραφική παράσταση.

			(Απ: Α=R, B=[[image: ]][image: ])

			2.2.8. Λογαριθμικές Συναρτήσεις (Αντίστροφες Εκθετικές)

			Οι λογαριθμικές συναρτήσεις (αντίστροφες εκθετικές συναρτήσεις) ορίζονται με ανάλογο τρόπο.

			Έστω η συνάρτηση:

			[image: ]

			η οποία «διαβάζεται»: «Το y είναι το αποτέλεσμα της ύψωσης του 5 στον εκθέτη x». Ας επιχειρήσουμε τώρα να διαβάσουμε την προηγούμενη ισότητα ανάποδα:  «Το x είναι ο εκθέτης στον οποίο αν υψωθεί το 5 θα δώσει την τιμή y».  Η έκφραση αυτή γράφεται:

			[image: ] 

			Παραδείγματα:

			[image: ]

			◊

			Από τα παραδείγματα αυτά καταλήγουμε στα παρακάτω συμπεράσματα:

			•	Η ισότητα  [image: ] η οποία διαβάζεται «Το y είναι ο λογάριθμος του x με βάση το α» ή αλλιώς «Το y είναι ο εκθέτης στον οποίο αν υψωθεί το α θα δώσει το x». Ο πραγματικός αριθμός α λέγεται βάση του λογαρίθμου και είναι (i) θετικός πραγματικός και (ii) διάφορος του 1.

			•	Όταν η βάση του λογαρίθμου είναι το 10, τότε μπορεί να παραλειφθεί ο αριθμός 10 από τη βάση του λογαρίθμου:  [image: ]. 

			•	Όταν η βάση του λογαρίθμου είναι το e, τότε αντί του loge(x) γράφουμε ln(x).

			•	Επειδή ισχύει η ανίσωση:  ax>0, για κάθε x που ανήκει στους πραγματικούς αριθμούς,  αντιλαμβανόμαστε πως ο loga(x) λειτουργεί μόνον εάν x>0.  Άρα το πεδίο ορισμού της συνάρτησης  loga(x)  είναι το ανοικτό διάστημα [image: ].

			Οι ιδιότητες των λογαρίθμων είναι απόρροια των ιδιοτήτων των εκθετικών συναρτήσεων:

			1.	[image: ]

			2.	[image: ]

			3.	[image: ]

			4.	[image: ]

			5.	[image: ]

			6.	[image: ]

			7.	[image: ]

			◊

			Παρατήρηση: Προσπαθώντας να διερευνήσουμε την μονοτονία της λογαριθμικής συνάρτησης πρέπει να θυμηθούμε πως:

			•	Η εκθετική συνάρτηση  y=αx είναι αύξουσα όταν α>1  και φθίνουσα όταν  0<α<1.

			•	Εάν η συνάρτηση f(x) είναι αύξουσα τότε και η αντίστροφη συνάρτηση f -1(x) θα είναι αύξουσα επίσης.   Αντίστοιχα, εάν η συνάρτηση f(x) είναι φθίνουσα τότε και η αντίστροφη συνάρτηση f -1(x) θα είναι φθίνουσα επίσης.   
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			Εικόνα 2.55 Η εκθετική και η λογαριθμική συνάρτηση  [y=2x,y=Log2(x)] αριστερά και [y=(1/2)x,y=Log(1/2)(x)]   δεξιά.

			Παρατηρώντας τις γραφικές παραστάσεις συμπεραίνουμε πως:

			[image: ]

			όπου ο συμβολισμός  [image: ]   σημαίνει πως το x πλησιάζει στο μηδέν από μεγαλύτερες τιμές (και ποτέ δεν γίνεται ακριβώς μηδέν).

			[image: ]

			Εικόνα 2.56 Η εκθετική και η λογαριθμική συνάρτηση  y=ex  ,  y=ln(x)

			Όπως και προηγουμένως, παρατηρώντας την γραφική παράσταση συμπεραίνουμε πως:

			[image: ]

			◊

			Παραδείγματα

			    1)	Να εξηγηθεί η ιδιότητα: [image: ]

			Απάντηση: Η έκφραση [image: ] ορίζει «τον εκθέτη στον οποίο αν υψωθεί ο α, θα δώσει το x».  Επειδή λοιπόν ακριβώς σ’ αυτόν τον εκθέτη υψώνεται ο α, το αποτέλεσμα θα είναι ο x.

			◊

			   2)	Να δειχθεί πως:  log(e)ln(10)=1

			Απάντηση: Τοποθετούμε την ισότητα που πρέπει να αποδείξουμε στον εκθέτη του 10 (κατά μέλη) και έχουμε:

			[image: ] 

			◊

			- Άσκηση: Να δείξετε ότι: [image: ]

			◊

			- Άσκηση: Δίνεται η συνάρτηση [image: ]. Για ποιες τιμές του α η g(x) είναι γνησίως φθίνουσα;

			(Απ: α>0)

			◊

			- Άσκηση: Να παρασταθούν γραφικά οι συναρτήσεις

			α)[image: ]     β) [image: ]    γ) [image: ]

			(Απ: [image: ],  [image: ],  [image: ])

			◊

			- Άσκηση: Δίνεται η συνάρτηση με τύπο [image: ].

			α) να βρείτε το πεδίο ορισμού της f(x) 

			β) να αποδειχθεί ότι f(x)=f[image: ]

			(Απ: Α=R-{0.1,10})

			◊

			- Άσκηση: Δίνεται η συνάρτηση [image: ], όπου α,β[image: ]R, με f(0)=f(1)=0

			α) να αποδείξετε ότι το πεδίο ορισμού της f(x) είναι το R 

			β) να βρείτε τις τιμές των α και β

			(Απ: α=log2, β=log[image: ])

			◊

			- Άσκηση: Να βρεθεί το πεδίο ορισμού της συνάρτησης με τύπο  [image: ] 

			(Απ: [image: ])

			2.2.9. Υπερβολικές Συναρτήσεις και οι αντίστροφές τους

			Υπερβολικές Συναρτήσεις

			Στο Κεφάλαιο των Μιγαδικών Αριθμών είχαμε αναφερθεί στην μιγαδική έκφραση των τριγωνομετρικών συναρτήσεων.   Ξεκινώντας από την ισότητα του Euler:

			[image: ]

			γράψαμε τις τριγωνομετρικές συναρτήσεις υπό την μορφή:

			[image: ] 

			Οι υπερβολικές συναρτήσεις (υπερβολικό ημίτονο, συνημίτονο και εφαπτομένη) ορίζονται παρόμοια (με την απόσυρση της φανταστικής μονάδας):

			[image: ]

			με γραφικές παραστάσεις:

			[image: ]

			Εικόνα 2.57 Οι υπερβολικές συναρτήσεις

			◊

			Αντίστροφες συναρτήσεις των Υπερβολικών Συναρτήσεων

			Θα προσπαθήσουμε να αντιστρέψουμε την συνάρτηση y=sinh(x).

			[image: ]

			Θέτουμε: [image: ]

			[image: ]

			Επίλυση ως προς z:

			[image: ]

			όπου επιλέγουμε το πρόσημο (+), έτσι ώστε να είναι το όρισμα του λογαρίθμου θετικό και εναλλάσσοντας τις μεταβλητές έχουμε:

			[image: ]

			[image: ]

			Εικόνα 2.58 Η συνάρτηση του υπερβολικού ημιτόνου και η αντίστροφή της

			Ασκήσεις:

			Άσκηση: Αποδείξτε ότι: [image: ]

			Άσκηση: Αποδείξτε ότι:  [image: ].

			Άσκηση: Αποδείξτε ότι:   tanh-1(x) = [image: ]  (−1 < x < 1)

			◊

			2.3  Όριο συνάρτησης

			2.3.1 Δύο λόγια για τις ακολουθίες

			Ακολουθία ονομάζουμε μία σειρά πραγματικών αριθμών, όπου ο καθένας από αυτούς αποτελεί έναν όρο της ακολουθίας.  Οι όροι είναι τοποθετημένοι με έναν συγκεκριμένο τρόπο, έτσι ώστε να γνωρίζουμε ποιος βρίσκεται σε κάθε θέση.   Η θέση του κάθε όρου καθορίζεται με τη βοήθεια ενός δείκτη (μετρητή) που συνοδεύει τον κάθε όρο.  Για παράδειγμα:

			α1=5, α2=6, α3=0, α4=6, α5=8, α6=7, α7=5, α8=7,….  

			όπου η ακολουθία αυτή περιλαμβάνει τις μετρήσεις ενός πειράματος, στα πλαίσια του οποίου μετράμε τους επιβάτες που κατεβαίνουν από κάθε λεωφορείο των αστικών συγκοινωνιών σε μία συγκεκριμένη στάση, από μία χρονική στιγμή και πέρα.  Φθάνουμε λοιπόν στον ορισμό:

			Ορισμός: Ακολουθία Πραγματικών Αριθμών λέγεται μια απεικόνιση 

			α: Ν[image: ]R.

			◊

			Η παραπάνω απεικόνιση αντιστοιχεί σε κάθε φυσικό αριθμό n τον πραγματικό αριθμό α(ν)=αν. Με αυτόν  τον τρόπο παίρνουμε μια άπειρη «συλλογή» πραγματικών αριθμών με ορισμένη διάταξη η οποία προέρχεται από την διάταξη των φυσικών αριθμών. Οι αριθμοί αν λέγονται όροι της ακολουθίας. Είναι, δηλαδή, μια σειρά αριθμών με πεπερασμένο ή άπειρο αριθμό όρων, οι οποίοι είναι τοποθετημένοι κατά μία συγκεκριμένη σειρά. Συχνά η σειρά αυτή καταδεικνύεται με τη βοήθεια ενός δείκτη, ο οποίος επιτρέπει την αναγραφή του γενικού όρου. Για μια ακολουθία (αν) οι αριθμοί α1, α2, α3,... λέγονται όροι της ακολουθίας, ο δε αν λέγεται γενικός όρος της ακολουθίας.

			◊

			Παράδειγμα:

			Η ακολουθία: 1, 2, 3, …, ν, ν+1, …  οι όροι της οποίας μπορούν να γραφούν με τον γενικό όρο:  αν = ν. Παρατηρούμε πως η ακολουθία αυτή είναι μία αύξουσα σειρά αριθμών (ο επόμενος όρος είναι πάντα μεγαλύτερος από τον προηγούμενο), ενώ μπορούμε να βρούμε όρους οσοδήποτε μεγάλους. Για την ακρίβεια, όποιος οσοδήποτε μεγάλος αριθμός Μ κι αν μας προταθεί, εμείς μπορούμε εύκολα να βρούμε κάποιον όρο αν, έτσι ώστε όλοι (οι άπειροι) όροι που βρίσκονται μετά από αυτόν να είναι μεγαλύτεροι του Μ.

			Στην περίπτωση αυτή λέμε πως η ακολουθία τείνει στο άπειρο, και γράφουμε: [image: ]

			[image: ]

			Εικόνα 2.59 Η ακολουθία αν=ν

			◊

			Παράδειγμα:

			 Η ακολουθία:  [image: ]   με γενικό όρο: [image: ]

			Παρατηρούμε πως η ακολουθία αυτή είναι μία φθίνουσα σειρά θετικών αριθμών (ο επόμενος όρος είναι πάντα μικρότερος από τον προηγούμενο), και όσο το ν μεγαλώνει, τόσο η τιμή αν πλησιάζει στο μηδέν.    Μάλιστα, εάν πάρουμε το κλειστό διάστημα [0,ε], όπου το ε είναι ένας οσοδήποτε μικρός θετικός αριθμός, εμείς μπορούμε εύκολα να βρούμε κάποιον όρο αν, έτσι ώστε όλοι (οι άπειροι) όροι που βρίσκονται μετά από αυτόν να ανήκουν στο διάστημα [0,ε].

			Στην περίπτωση αυτή λέμε πως η ακολουθία τείνει στο μηδέν, και γράφουμε:  [image: ]

			[image: ]

			Εικόνα 2.60 Η ακολουθία αν=1/ν

			◊

			Παράδειγμα:

			Η ακολουθία:  1.9, 1.99, 1.999, ….  με γενικό όρο: [image: ], όπως και η ακολουθία: 2.1, 2.01, 2.001, … με γενικό όρο: [image: ].

			 [image: ]

			Εικόνα 2.61 Οι ακολουθίες αν και βν

			Στην ιδιαίτερη αυτή περίπτωση έχουμε δύο ακολουθίες όπου η αν είναι αύξουσα ενώ η βν είναι φθίνουσα, οι οποίες όμως τείνουν και οι δύο στον αριθμό 2.  Πράγματι, εάν πάρουμε το κλειστό διάστημα: [2–ε,2+ε], όπου το ε είναι ένας οσοδήποτε μικρός θετικός αριθμός, εμείς μπορούμε εύκολα να βρούμε κάποιον όρο αν και κάποιον βμ, έτσι ώστε όλοι (οι άπειροι) όροι που βρίσκονται μετά από αυτούς, να ανήκουν στο διάστημα [2–ε,2+ε].

			Στην περίπτωση αυτή λέμε πως οι δύο ακολουθίες τείνουν στο δύο, και γράφουμε:

			[image: ]

			ενώ το διάστημα [–ε,ε] ονομάζεται περιοχή του μηδενός με ακτίνα το ε (αντίστοιχα το διάστημα (2–ε,2+ε) ονομάζεται περιοχή του δύο με ακτίνα το ε).

			◊

			Παράδειγμα:

			 Η ακολουθία:   ημ(0.2), ημ(0.4), ημ(0.6), … με γενικό όρο: [image: ] 

			[image: ]

			Εικόνα 2.62 Η ακολουθία αν=ημ(2ν/10)

			Στην ακολουθία αυτή παρατηρούμε πως οι τιμές όλες ανήκουν στο διάστημα [-1,1] και δεν τείνουν σε καμία τιμή όταν το ν τείνει στο άπειρο. Μάλιστα, αξίζει να αναφέρουμε πως οι τιμές της ακολουθίας αυτής μπορεί να υπακούουν στην περιοδικότητα της συνάρτησης ημ(x), όμως δεν επαναλαμβάνονται ποτέ διότι οι τιμή 2ν/10, η οποία είναι ένας ρητός αριθμός, και η τιμή 2π που είναι ασύμμετρος αριθμός (η περίοδος του ημx), δεν έχουν ρητό κοινό πολλαπλάσιο (η δυσνόητη αυτή τελευταία φράση σημαίνει στην ουσία πως ο αριθμός (2ν/10)/(2π) δεν είναι ρητός αλλά πραγματικός).

			◊

			2.3.2. Όριο συνάρτησης

			Με την έκφραση «η τιμή κ είναι το όριο της συνάρτησης f(x), όταν το x τείνει στην τιμή x0» εννοούμε πως υπάρχει μία τιμή κ στην οποία συγκλίνει η τιμή της f, όταν η τιμή του x πλησιάζει οσοδήποτε κοντά στο x0. Ο όρος συγκλίνει σηματοδοτεί την ιδιότητα της τιμής της  f(x)  να πλησιάζει οσοδήποτε κοντά στην τιμή κ, όταν το x πλησιάζει οσοδήποτε κοντά στο x0. 

			Χρησιμοποιώντας την έννοια της ακολουθίας μπορούμε να πούμε πως η έκφραση: «το όριο της συνάρτησης f(x) είναι η τιμή κ, όταν το x τείνει στην τιμή x0» αληθεύει, εάν για οποιαδήποτε ακολουθία τιμών

			x1, x2, x3, …, xj, …., xν

			η οποία να τείνει στο x0, η ακολουθία των τιμών της συνάρτησης

			f(x1), f(x2), f(x3), …, f(xj), …., f(xν), …

			να τείνει στην τιμή κ.  Κάτι το οποίο δηλώνεται με την γνωστή έκφραση:

			[image: ]

			Ορισμός: Έστω η συνάρτηση f(x) με πεδίο ορισμού το σύνολο Α (υποσύνολο του R).   Η συνάρτηση f συγκλίνει στην τιμή κ, όταν το x τείνει στο x0 (x→x0), αν για κάθε ε>0 (οσοδήποτε μικρό) υπάρχει  ένας πραγματικός δ>0 με την ιδιότητα: 

			Αν x∈ A και x∈(x0-δ, x0)∪(x0, x0+δ) τότε |f(x)-κ|<ε . 

			Ο αριθμός κ λέγεται όριο της f για x→x0 .

			◊

			Παρατήρηση: Είναι δυνατόν, το όριο μίας συνάρτησης να μην ανήκει στο πεδίο ορισμού της. Για παράδειγμα, το όριο της συνάρτησης f(x)=1/x όταν το x τείνει στο άπειρο, είναι το μηδέν, το οποίο δεν ανήκει στο πεδίο ορισμού, ούτε και στο πεδίο τιμών της f.

			Παράδειγμα:

			Θέλουμε να δείξουμε πως το όριο της συνάρτησης f(x)=x3 όταν το x τείνει στο 2, είναι το 8. Παρατηρούμε πως εάν θελήσουμε η τιμή της  f  να περιλαμβάνεται μία περιοχή του 8 με ακτίνα το ε=0.001, δηλαδή εάν θελήσουμε η τιμή της f  να περιλαμβάνεται στο διάστημα:  

			[image: ] (7.999,8.001) 

			τότε μπορούμε να ορίσουμε ένα διάστημα για την μεταβλητή x, το  

			[image: ] (1.99992 , 2.000083)

			που να ικανοποιεί την δοσμένη απαίτηση.

			Παρατήρηση: Προφανώς τα άκρα του διαστήματος για το x είναι η τρίτη ρίζα των αντίστοιχων άκρων που αφορούσαν στην f.

			◊

			Αντίθετα, εάν για δύο διαφορετικές ακολουθίες τιμών που τείνουν στο x0, η ακολουθία των τιμών της συνάρτησης τείνει σε διαφορετικά όρια ή δεν τείνει σε κάποιο συγκεκριμένο όριο, τότε δεχόμαστε πως το όριο της συνάρτησης, όταν η μεταβλητή x τείνει στο x0, δεν υπάρχει.  Όμως, όλα αυτά θα αντιμετωπισθούν στις επόμενες παραγράφους.

			Μία βασική προϋπόθεση για να προσεγγίσουμε την έννοια των ορίων είναι και το γεγονός πως η έκφραση «η μεταβλητή x τείνει στο x0» σημαίνει πως το x πλησιάζει οσοδήποτε κοντά στην τιμή x0, χωρίς όμως ποτέ να γίνεται «ακριβώς ίσο» με το x0.

			Τέλος, μια άλλη βασική και πρακτική ιδέα στον υπολογισμό του ορίου της συνάρτησης f(x) όταν το x τείνει στην τιμή x0, είναι πως εάν

			•	η τιμή x0 δεν είναι σημείο όπου η  f αλλάζει σκέλος (μαθηματικό τύπο) ορισμού,

			•	θέτοντας στην f την τιμή x0, μπορούμε να υπολογίσουμε την τιμή της, χωρίς να συναντούμε απροσδιόριστες μορφές ή διαιρέσεις με το μηδέν, τότε  [image: ]

			Παράδειγμα 1ο:     

			[image: ]

			◊

			Άσκηση: Να βρεθούν τα όρια: 

			α) [image: ]	β) [image: ]

			(Απ: 7/2, [image: ] )

			◊

			Άσκηση: Εάν δίνεται η συνάρτηση [image: ]να υπολογισθούν τα όρια:

			α) [image: ]		β) [image: ]		γ) [image: ]		δ) [image: ]

			(Απ: 9, 3, 3/2, +[image: ])

			◊

			Άσκηση: Εάν δίνεται η συνάρτηση [image: ] να υπολογισθούν τα όρια:

			α) [image: ]		β) [image: ]		γ) [image: ]		δ) [image: ]

			(Απ: - 1/4e2, π/6, π/3, π/2)

			◊

			2.3.3. Πλευρικά όρια

			Συχνά, το όριο μιας συνάρτησης  f  όταν το x τείνει στο x0, είναι μία συγκεκριμένη τιμή (έστω κ) όταν το x τείνει στο x0 από μικρότερες τιμές, ενώ είναι μία συγκεκριμένη αλλά διαφορετική τιμή (έστω λ) όταν το x τείνει στο x0 από μεγαλύτερες τιμές.

			Παράδειγμα:

			Η συνάρτηση

			[image: ]

			της οποίας η γραφική παράσταση παρουσιάζεται στο παρακάτω γράφημα, όπου παρατηρούμε πως όταν το x τείνει στο 1 από μικρότερες τιμές, η συνάρτηση  f τείνει στην τιμή 6, ενώ όταν το x τείνει στο 1 από μεγαλύτερες τιμές, η συνάρτηση  f τείνει στην τιμή 2.

			[image: ]

			Εικόνα 2.63 Γραφική παράσταση της f(x)

			◊

			Το όριο μιας συνάρτησης όταν το x τείνει στο x0 από μεγαλύτερες τιμές, λέγεται «πλευρικό όριο από τα δεξιά, ή δεξί πλευρικό όριο», ενώ το όριο μιας συνάρτησης όταν το x τείνει στο x0 από μικρότερες λέγεται «πλευρικό όριο από τα αριστερά, ή αριστερό πλευρικό όριο».

			Παρατηρήσεις:

			•	Ο συμβολισμός  x[image: ]λ+ σημαίνει πως το x τείνει στην τιμή λ, αλλά από μεγαλύτερες τιμές (ή όπως λέμε, από δεξιά).  Αντίστοιχα ο συμβολισμός  x[image: ]λ- σημαίνει πως το x τείνει στην τιμή λ, αλλά από μικρότερες τιμές (ή όπως λέμε, από αριστερά).  

			•	Εάν υπάρχουν τα δύο πλευρικά όρια μιας συνάρτησης  f  όταν το x τείνει στο x0 και είναι ίσα, τότε λέμε πως υπάρχει το κεντρικό όριο της  f  όταν το x τείνει στο x0.

			[image: ]

			Παράδειγμα: Αναζητούμε το όριο της συνάρτησης 

			[image: ][image: ]

			στο x=1.

			[image: ]

			ενώ

			[image: ]

			◊

			Άσκηση: Να βρεθούν (αν υπάρχουν) τα όρια:

			α) [image: ]         β)[image: ]     

			(Απ: 7,  - 1)

			◊

			Άσκηση: Για ποιες τιμές του λ[image: ]R υπάρχει το όριο [image: ];

			(Απ: 2)

			◊

			Άσκηση: Να βρεθούν (αν υπάρχουν) τα όρια της f στο x0 αν: 

			α) [image: ] στο x0=0      

			β) [image: ] στο x0= -2             

			(Απ: 1, -1)

			◊

			Άσκηση: Δίνεται η συνάρτηση f(x)=[image: ]. 

			α) Να βρεθεί το πεδίο ορισμού της. 

			β) Να βρεθεί (αν υπάρχει), το όριο: [image: ]

			(Απ: [1,2][image: ][image: ], [image: ])

			◊

			Άσκηση: Αν [image: ] να βρείτε τα α, β

			(Απ: α=2, β= - 3)

			Άσκηση: Να προσδιοριστούν οι τιμές των α,β  αν [image: ] .

			(Απ: α= -3, β=9)

			◊

			2.3.4. Ιδιότητες των Ορίων συναρτήσεων

			Εάν ισχύουν οι επόμενες ισότητες:

			[image: ]

			τότε

			[image: ]

			[image: ]

			[image: ]

			[image: ]

			[image: ]

			[image: ]

			[image: ]

			2.3.5. Ειδικές περιπτώσεις Ορίων συναρτήσεων

			α) Ο παρονομαστής τείνει στο μηδέν

			Ισχύει πως το όριο: [image: ]. Για τον υπολογισμό του πρόσημου του απείρου σκεφτόμαστε ως εξής:  Ο παρονομαστής ενός ορίου τείνει στο μηδέν, όμως δεν είναι μηδέν αλλά μία ποσότητα οσοδήποτε κοντά στο μηδέν.   Επομένως ο παρονομαστής έχει πρόσημο.  Ο συνδυασμός των πρόσημων αριθμητή και παρονομαστή δίνει το πρόσημο στο άπειρο του ορίου.

			Παρατήρηση: Εάν ο παρονομαστής είναι η μηδενική συνάρτηση (y=0), τότε απλά το κλάσμα δεν ορίζεται.

			Παράδειγμα: Να υπολογιστεί το όριο: [image: ]

			Υπολογίζουμε τα δύο πλευρικά όρια:

			[image: ]

			[image: ]

			όπου η έκφραση -0 (+0) συμβολίζει μία αρνητική (θετική) ποσότητα, οσοδήποτε κοντά στο μηδέν.

			◊

			Άσκηση: Να βρεθούν (εφ’ όσον υπάρχουν) τα παρακάτω όρια: 

			α) [image: ]              β) [image: ]          γ) [image: ]            δ) [image: ]             ε) [image: ]              

			                                                                                                                                                             (0/0)

			στ) [image: ]   ζ) [image: ]

			(Απ: α)[image: ]β) [image: ]γ) [image: ], [image: ]δ)[image: ], [image: ]ε) [image: ], στ) [image: ], [image: ]ζ) [image: ])

			◊

			Άσκηση: Να βρεθούν (αν υπάρχουν) τα όρια: 

			α) [image: ]               β) [image: ]    γ) [image: ]             δ) [image: ]   ε) [image: ] 

			(Απ: α)[image: ]β) [image: ]γ) [image: ], δ)[image: ], ε) 0) (απειρο-απειρο)

			◊

			Άσκηση: Να βρεθεί το λ[image: ]R έτσι ώστε το [image: ] να είναι πραγματικός αριθμός. 

			(Απ: 4)

			◊

			Άσκηση: Να βρείτε τις τιμές α,β[image: ]R έτσι ώστε το [image: ] να είναι πραγματικός αριθμός. 

			(Απ: α=1, β= -3)

			◊

			Άσκηση: Να βρεθεί (αν υπάρχει) λ[image: ]R έτσι ώστε το [image: ] να είναι πραγματικός αριθμός.

			(Απ: λ=0,1)

			β) Όρια όπου το x τείνει στο άπειρο

			Αρχικά να αναφέρουμε τα προφανή όρια:  

			[image: ]

			όπου το πρόσημο του απείρου στη δεύτερη ισότητα εξαρτάται από το πρόσημο του παρονομαστή.

			Για τις πολυωνυμικές συναρτήσεις P(x)=ανxv + αν-1xv-1+...+ α1x+ α0 , με αν ≠ 0 και 

			Q(x)=βκxκ + βκ-1xκ-1+...+ β1x+ β0 , με βν ≠ 0 ισχύει:

			[image: ],    [image: ]   και   

			[image: ],    [image: ]

			Έτσι για την εύρεση ορίου πολυωνυμικών ή ρητών συναρτήσεων στο ∞ περιοριζόμαστε μόνο στο όριο του μεγιστοβάθμιου όρου ή του πηλίκου τους αντίστοιχα.

			Στη συνέχεια να θυμίσουμε πως ορίσαμε την εκθετική συνάρτηση: 

			[image: ]

			οπότε:

			[image: ]

			[image: ]

			ενώ

			[image: ]

			[image: ]

			Επίσης έχουμε:

			[image: ]

			 Τέλος, ισχύει η ιδιότητα:

			[image: ]

			όπου αντικαταστήσαμε την «έννοια του απείρου» με το 2k, όταν το k τείνει στο άπειρο.

			Επίσης, για την λογαριθμική συνάρτηση ισχύει: 

			[image: ]

			[image: ]

			ενώ

			[image: ]

			[image: ]

			Συνοψίζοντας:

			Αν ένα τουλάχιστον από τα   [image: ]και [image: ] είναι ΜΗ πεπερασμένο  τότε ισχύουν οι ιδιότητες:

			Αν [image: ]   ή   [image: ]  τότε   [image: ]               

			Αν [image: ] και  f>0 κοντά στο x0 τότε [image: ]  

			Αν [image: ] και  f<0 κοντά στο x0 τότε [image: ]    

			Αν [image: ] ή [image: ] τότε   [image: ]

			Αν  [image: ] τότε [image: ]  εάν κ>0

			◊

			Άσκηση: Να βρεθούν τα όρια: 

			α) [image: ]           β) [image: ]                γ) [image: ]           δ) [image: ]           

			ε) [image: ]        στ) [image: ]      

			(Απ: α)[image: ]β) [image: ], [image: ]γ) [image: ]δ) [image: ]ε) [image: ], [image: ]στ) [image: ], δεν ορίζεται)

			◊

			 γ) Απροσδιόριστες μορφές

			Πολλές φορές στην αναζήτηση ενός ορίου, εφαρμόζοντας τις ιδιότητες οδηγούμαστε σε μη επιτρεπτές πράξεις , όπως π.χ.       

			([image: ])+([image: ])  ,  0[image: ]([image: ][image: ])  ,  [image: ]  ,   [image: ] ,  0[image: ] ,  00  ,  1[image: ]   (απροσδιόριστες μορφές ) 

			οπότε το όριο δεν προσδιορίζεται άμεσα. Στις περιπτώσεις αυτές κάνουμε άρση της απροσδιοριστίας, εφαρμόζοντας διάφορες τεχνικές ανάλογα με την συνάρτηση και την μορφή της απροσδιοριστίας.  Δεν θα ασχοληθούμε ιδιαίτερα με το θέμα αυτό, μια και αντιμετωπίζεται διεξοδικότερα με τον Κανόνα του De l’ Hopital (στο κεφάλαιο των παραγώγων).

			Είδαμε, ένα παράδειγμα της μορφής [image: ]:

			[image: ][image: ]

			Οι περισσότερες από αυτές τις περιπτώσεις θα αντιμετωπισθούν ευκολότερα με τον κανόνα του De l’ Hopital, στο κεφάλαιο των παραγώγων.   

			Παράδειγμα: Να υπολογισθεί το όριο  [image: ]

			[image: ]

			◊

			Παράδειγμα: Ένα από τα «φημισμένα» όρια συνάρτησης είναι το όριο:  [image: ]

			Είναι γνωστή η ανίσωση:

			[image: ]

			[image: ]

			Εικόνα 2.64 Το ημίτονο και η εφαπτομένη τόξου x

			αλλά γίνεται φανερό και από το παραπάνω σχήμα, όπου εμφανίζεται το δεξιό ημικύκλιο του τριγωνομετρικού κύκλου. Στο σχήμα αυτό διακρίνονται το τόξο μήκους x, το ημίτονο και η εφαπτομένη  μιας επίκεντρης γωνίας που αντιστοιχεί στο εν λόγω τόξο (x>0). Διαιρώντας την σχέση αυτή με το ημx έχουμε:

			[image: ]

			οπότε:

			[image: ]

			Δηλαδή

			[image: ]    ή     [image: ]

			◊

			Άσκηση: Να βρεθούν τα όρια: 

			α) [image: ]	β) [image: ]	γ) [image: ]

			δ) [image: ]	ε) [image: ]	στ) [image: ]

			ζ) [image: ]	η) [image: ]	θ) [image: ]

			(Απ: α) 3, β) 0, γ) 1, δ) 0, ε) [image: ]στ) 0, ζ) 2, η) -1, θ) [image: ])

			2.5. Συνέχεια Συνάρτησης

			Όταν μιλούσαμε για τις συναρτήσεις, είπαμε πως μία συνάρτηση f(x) είναι συνεχής σε ένα διάστημα (α,β) όταν μπορούμε να χαράξουμε το γράφημά της με μία μονοκονδυλιά (με μία συνεχή γραμμή, χωρίς να χρειαστεί να ανασηκώσουμε το μολύβι μας).  Χωρίς, δηλαδή, να υπάρχουν στο γράφημά της άλματα ασυνέχειας.  Με βάση τα όσα ειπώθηκαν για το όριο μιας συνάρτησης, μπορούμε να καταλήξουμε στον ορισμό:

			Ορισμός: Μία συνάρτηση f(x) είναι συνεχής σε ένα διάστημα (α,β) όταν είναι συνεχής σε όλα τα σημεία του διαστήματος αυτού. Mία συνάρτηση f(x) είναι συνεχής σε ένα σημείο x0 του Πεδίου Ορισμού της, όταν ισχύει η τριπλή ισότητα: 

			[image: ]

			◊

			Παρατηρώντας τα 3 γραφήματα που ακολουθούν, αντιλαμβανόμαστε την αναγκαιότητα αυτής της τριπλής ισότητας.
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			Εικόνα 2.64 Η συνάρτηση του αριστερού γραφήματος είναι συνεχής. Η συνάρτηση του μεσαίου γραφήματος έχει ασυνέχεια άλματος, ενώ η συνάρτηση του δεξιού γραφήματος είναι ασυνεχής, όμως η ασυνέχειά της μπορεί να αρθεί.

			Σύμφωνα με τον παραπάνω ορισμό, μια συνάρτηση f δεν είναι συνεχής σε ένα σημείο x0 του πεδίου ορισμού της όταν: 

			α) Δεν υπάρχει το όριό της στο x0 ή 

			β) Υπάρχει το όριό της στο x0 , αλλά είναι διαφορετικό από την τιμή της, f(x0) , στο σημείο x0.

			Παράδειγμα: Να υπολογισθούν οι τιμές α και β έτσι ώστε η συνάρτηση 

			[image: ]

			να είναι συνεχής.

			Λύση: Οι τρείς συναρτήσεις που απαρτίζουν τα τρία σκέλη είναι συνεχείς στο διάστημα όπου ορίζεται το κάθε σκέλος,  Επομένως πρέπει να υπολογίσουμε τα πλευρικά όρια της f στα σημεία αλλαγής σκέλους της συνάρτησης.

			[image: ]

			όπου απλοποιήσαμε τον παράγοντα (x+2), επειδή το x είναι διάφορο του -2, παρόλον ότι το x τείνει στο -2 (αλλά, όπως είπαμε, δεν γίνεται ποτέ ίσο με το -2).

			[image: ]

			[image: ]

			[image: ]

			Για να είναι η δοσμένη συνάρτηση συνεχής θα πρέπει να ισχύουν οι ισότητες:

			[image: ]

			που οδηγούν σε ένα σύστημα 2 εξισώσεων με δύο αγνώστους, τα α και β.  Λύνοντας αυτό το σύστημα (για παράδειγμα, προσθέτοντας κατά μέλη τις ισότητες έχουμε  2β=-4) έχουμε τη λύση:

			[image: ]

			Άρα, για τις τιμές των α και β που υπολογίσαμε, η συνάρτηση είναι συνεχής και η γραφική της παράσταση είναι η:

			[image: ]

			◊

			Άσκηση: Να μελετήσετε ως προς την συνέχεια τις συναρτήσεις:

			α) [image: ] ,   στο x0=1                 β) [image: ] ,  στο x0= -3                 

			γ) [image: ] ,  στο x0= -3               δ) [image: ],     στο x0=1             

			(Απ: α) ναι β) ναι γ) όχι, δ) όχι)    

			2.5.1 Βασικά Θεωρήματα

			1. ΘΕΩΡΗΜΑ ΤΟΥ BOLZANO 

			Έστω μια συνάρτηση f , ορισμένη σε ένα κλειστό διάστημα [α,β]. Αν: 

			• η f είναι συνεχής στο [α,β] και, επιπλέον, ισχύει 

			• f(α)[image: ]f(β)< 0

			τότε υπάρχει ένα, τουλάχιστον, x0 ∈(α,β) τέτοιο, ώστε 

			f(x0) = 0. 

			Δηλαδή, υπάρχει μια, τουλάχιστον, λύση της εξίσωσης f(x) = 0 στο ανοικτό διάστημα (α,β).

			Η εξήγηση του θεωρήματος ξεκινάει από την ερμηνεία των δεδομένων:

			•	Έχουμε μία συνάρτηση συνεχή σε όλο το διάστημα [α,β].  Άρα, το γράφημά της ξεκινάει από το σημείο (α,f(α)) και καταλήγει στο σημείο (β,f(β)), με μία μονοκονδυλιά. 

			•	Η ανίσωση f(α)[image: ]f(β)< 0 μαρτυρά πως οι τιμές της συνάρτησης στα δύο άκρα είναι ετερόσημες.

			Εάν θεωρήσουμε πως η τιμή f(α) είναι θετική (άρα η f(β) θα είναι αρνητική), η μονοκονδυλιά μας θα πρέπει σε κάποιο x ανάμεσα στα α και β, να τέμνει τον άξονα των x.  

			Μάλιστα το σωστό συμπέρασμα του θεωρήματος είναι πως «η συνάρτηση g(x) έχει μονού πλήθους ρίζες στο διάστημα (α,β)»!    Δηλαδή, θα έχει:

			•	είτε μία απλή (μονής τάξης) ρίζα,

			•	είτε μία διπλή και μία απλή ρίζα,

			•	είτε μία τριπλή ρίζα,

			•	είτε τρεις απλές ρίζες, κ.λ.π..

			Τέλος, αν θέλαμε να δώσουμε ένα απλό παράδειγμα, θα μπορούσαμε να πούμε πως εάν διασχίζουμε, με αυτοκίνητο, το Νομό Σερρών, από τα ανατολικά προς τα δυτικά (ή αντίστροφα), τότε υποχρεωτικά θα πρέπει να διασχίσουμε τον ποταμό Στρυμόνα…

			Άσκηση: Να δείξετε ότι η εξίσωση x3–6x2+3=0 έχει μία τουλάχιστον ρίζα στο (-1,1).

			2.ΘΕΩΡΗΜΑ ΕΝΔΙΑΜΕΣΩΝ ΤΙΜΩΝ

			Έστω μια συνάρτηση f, η οποία είναι ορισμένη σε ένα κλειστό διάστημα [α,β]. Αν: 

			• η f είναι συνεχής στο [α,β] και 

			• f(α) ≠ f (β) 

			τότε, για κάθε αριθμό ξ μεταξύ των f (α) και f (β) υπάρχει ένας, τουλάχιστον,  x0 ∈(α,β) τέτοιος, ώστε 

			f(x0) =  ξ

			Παράδειγμα:

			Αν θέλαμε να δώσουμε ένα πρακτικό παράδειγμα θα λέγαμε πως εάν ένα σκάφος που ξεκινάει από το λιμάνι της Σκοπέλου (με συντεταγμένες: (39.123ο , 23.730ο) –γεωγραφικό πλάτος και μήκος) και καταλήγει στην Μαρίνα της Θεσσαλονίκης (με συντεταγμένες (40.574ο , 22.947ο)), θα περάσει από όλα τα ενδιάμεσα γεωγραφικά πλάτη (από αυτό της Σκοπέλου έως της Θεσσαλονίκης) και απ’ όλα τα ενδιάμεσα γεωγραφικά μήκη…

			◊

			ΘΕΩΡΗΜΑ ΜΕΓΙΣΤΗΣ ΚΑΙ ΕΛΑΧΙΣΤΗΣ ΤΙΜΗΣ

			Αν f είναι συνεχής συνάρτηση στο διάστημα [α,β], τότε η f παίρνει στο [α,β] μια μέγιστη τιμή Μ και μια ελάχιστη τιμή m 

			Δηλαδή, υπάρχουν  x1 x2 ∈[α,β] τέτοια, ώστε, αν m = f(x1) και M = f(x2) , να ισχύει

			m≤f(x) ≤M , για κάθε x ∈[α,β]

			με την ιδιαιτερότητα πως οι τιμές Μ και m θα μπορούσαν να λαμβάνονται από τη συνάρτηση και στα άκρα του διαστήματος [α,β].

			Παραδείγματα: Μερικές ιδιαίτερες περιπτώσεις.

			•	Εάν m=M τότε η συνάρτηση είναι σταθερή f(x)=m για κάθε x του διαστήματος [α,β]

			•	Εάν η f(x) είναι γνησίως αύξουσα, τότε f(α)=m και f(β)=Μ

			•	Εάν η f(x) είναι γνησίως φθίνουσα, τότε f(α)=Μ και f(β)=m

			Τέλος, σαν φυσικό παράδειγμα να αναφέρουμε την περίπτωση ενός πεζοπόρου, ο οποίος από την κορυφή ενός λόφου με υψόμετρο 150 μέτρα κατεβαίνει στην ακροθαλασσιά.  Τότε στη διαδρομή του έχει περάσει από θέσεις που είχαν όλα τα ενδιάμεσα υψόμετρα…

			◊

			Άσκηση: Να δείξετε ότι η εξίσωση x3–6x2+3=0 έχει μία τουλάχιστον ρίζα στο (-1,1).

			Άσκηση: Να δείξετε ότι η εξίσωση x3–(κλ-2)x+1=0 έχει μία τουλάχιστον ρίζα στο (-1,0) όταν κ+λ=2.

			2.6. Διανύσματα και Διανυσματικές Συναρτήσεις

			Πολλά από τα φυσικά μεγέθη δεν μπορούν να ορισθούν μόνον αριθμητικά. Στο παρακάτω παράδειγμα εμφανίζεται ένα αυτοκίνητο, καθώς διαγράφει μία καμπή. Εάν δοθεί μόνο το αριθμητικό μέγεθος της ταχύτητάς του, είναι αδύνατο να αποφασίσουμε για το κατά πόσο ασφαλής είναι η συγκεκριμένη πορεία του. Για τον λόγο αυτό χρειαζόμαστε δεδομένα με βάση τα οποία να μπορούμε να απαντήσουμε στο προς τα πού κατευθύνεται το αυτοκίνητο.

			[image: ]

			Εικόνα 2.65 

			Το πρόβλημα αυτό καλύπτεται με την έκφραση του φυσικού μεγέθους «Ταχύτητα» μέσω ενός προσανατολισμένου ευθύγραμμου τμήματος, δηλαδή ενός ευθύγραμμου τμήματος του οποίου το ένα άκρο είναι η αρχή και το άλλο το τέλος του (με τη μορφή ενός βέλους), το οποίο:

			•	έχει μήκος ίσο με το αριθμητικό μέγεθος της ταχύτητας, το οποίο αποκαλείται «μέτρο της ταχύτητας»,

			•	έχει διεύθυνση που ορίζεται από ευθεία-φορέα του ευθύγραμμου τμήματος,  και

			•	έχει φορά που ορίζεται από την αρχή προς το τέλος του προσανατολισμένου ευθύγραμμου τμήματος.

			Συμβολίζουμε ένα διάνυσμα τοποθετώντας ένα οριζόντιο βελάκι πάνω από το όνομά του: [image: ]. Το μέτρο του διανύσματος φανερώνει το μήκος του και είναι ένας μη αρνητικός αριθμός.

			[image: ]

			Να παρατηρήσουμε πως υπάρχει και μηδενικό διάνυσμα, το οποίο έχει μηδενικό μέτρο και, επομένως, δεν έχει ούτε διεύθυνση, ούτε φορά.

			Σύμφωνα με τα παραπάνω, παρατηρώντας το σχεδιάγραμμα του αυτοκινήτου διαπιστώνουμε εύκολα πως εάν το διάνυσμα της ταχύτητας είναι το μπλε, τότε το αυτοκίνητο βρίσκεται σε κανονική πορεία.  Αντίθετα, εάν η ταχύτητα αντιστοιχεί στο κόκκινο διάνυσμα, τότε το αυτοκίνητο τείνει να εκτραπεί από την κανονική του πορεία, προς το εξωτερικό της στροφής.

			2.6.1. Διανύσματα στην ευθεία

			Για να μπορούν να ορισθούν διανύσματα πάνω σε μία ευθεία, θα πρέπει να δημιουργηθεί ένα σύστημα συντεταγμένων.  Δηλαδή να ορισθεί:

			•	το σημείο που αντιστοιχεί στο μηδέν (κέντρο του συστήματος συντεταγμένων) 

			•	το μοναδιαίο διάνυσμα [image: ].

			[image: ]

			Εικόνα 2.66 Ορισμός διανυσμάτων

			α) Πολλαπλασιασμός διανύσματος επί αριθμό

			Όλα τα διανύσματα της ευθείας ε προκύπτουν από τον πολλαπλασιασμό του μοναδιαίου διανύσματος επί έναν πραγματικό αριθμό:

			[image: ]

			Το διάνυσμα [image: ] έχει μέτρο [image: ], ενώ η φορά του είναι ίδια με τη φορά του μοναδιαίου εάν x>0,  ενώ έχει την αντίθετη φορά εάν x<0. 

			Όμοια, ορίζουμε το γινόμενο:

			[image: ]

			Το διάνυσμα  [image: ] έχει μέτρο  [image: ], ενώ η φορά του είναι ίδια με τη φορά του [image: ] εάν c>0,  ενώ έχει την αντίθετη φορά εάν c<0.

			Στην ευθεία έχουμε την ιδιαίτερη περίπτωση όπου το μηδενικό διάνυσμα έχει διεύθυνση (την διεύθυνση της ευθείας), αλλά δεν έχει φορά.

			β) Πρόσθεση διανυσμάτων

			Το άθροισμα των διανυσμάτων [image: ] και  [image: ] της ευθείας ε  είναι ένα διάνυσμα [image: ]  της ε,  το οποίο προκύπτει από την εξής διαδικασία:  Ολισθαίνουμε το [image: ] έτσι ώστε η αρχή του  να συμπέσει με το τέλος του [image: ], καθιστώντας τα διαδοχικά. Το άθροισμα [image: ]+[image: ]=[image: ] είναι το διάνυσμα που ξεκινάει από την αρχή του [image: ] και τελειώνει στο τέλος του [image: ].

			Η πράξη γράφεται:   [image: ]

			[image: ]

			Εικόνα 2.67 Πρόσθεση διανυσμάτων στην ευθεία

			γ) Αφαίρεση διανυσμάτων

			Η αφαίρεση δύο διανυσμάτων προκύπτει με την πρόσθεση του αφαιρετέου στον μειωτέο, αφού αντιστρέψουμε τη φορά του αφαιρετέου:

			[image: ]

			2.6.2. Διανύσματα στο επίπεδο

			α) Πρόσθεση διανυσμάτων: Για την πρόσθεση διανυσμάτων στο επίπεδο (όπως και στο χώρο των τριών διαστάσεων) ακολουθούμε την ίδια διαδικασία με την ευθεία, η οποία είναι γνωστή σαν ο «κανόνας του παραλληλογράμμου»: 

			Ολισθαίνουμε τα διανύσματα [image: ] και [image: ] πάνω στην ευθεία-φορέα του καθενός, έτσι ώστε η αρχή του [image: ] να συμπέσει με το τέλος του  [image: ], καθιστώντας τα διαδοχικά. Το άθροισμα [image: ] είναι το διάνυσμα που ξεκινάει από την αρχή του [image: ]  και τελειώνει στο τέλος του [image: ].

			[image: ]

			Εικόνα 2.68 Πρόσθεση διανυσμάτων στο επίπεδο

			Η πράξη γράφεται:   [image: ]

			β) Αφαίρεση διανυσμάτων: Στην αφαίρεση μπορούμε να σκεφτούμε με δύο τρόπους:   

			Ο 1ος χρησιμοποιεί το παραλληλόγραμμο της πρόσθεσης.   Αφού [image: ] τότε θα ισχύει πως [image: ].  Άρα, το αποτέλεσμα της αφαίρεσης θα είναι εκείνο το διάνυσμα που αν προστεθεί στο [image: ] θα δώσει το [image: ] Επομένως το αποτέλεσμα θα είναι η άλλη διαγώνιος του παραλληλογράμμου της πρόσθεσης.

			Ο 2ος τρόπος είναι παρόμοιος με αυτόν που χρησιμοποιήσαμε για την αφαίρεση των διανυσμάτων της ευθείας: Η αφαίρεση δύο διανυσμάτων προκύπτει με την πρόσθεση του αφαιρετέου στον μειωτέο, αφού αντιστρέψουμε τη φορά του αφαιρετέου.

			Και οι δύο τρόποι σκέψης φαίνονται στα δύο ακόλουθα γραφήματα.

			
				
					
					
				
				
					
							
							[image: ]

						
							
							    [image: ]

						
					

				
			

			Εικόνα 2.69 Αφαίρεση διανυσμάτων στο επίπεδο

			Παράδειγμα: Δίνονται τα διανύσματα [image: ] και [image: ] με μέτρο [image: ] και [image: ], ενώ η γωνία φ, μεταξύ των δύο διανυσμάτων, είναι ίση με 50ο, όπως δείχνει το επόμενο σχήμα:

			[image: ]

			Ζητούνται:

			•	Να υπολογισθεί το μέτρο του αθροίσματος και της διαφοράς των δύο διανυσμάτων.

			•	Να υπολογισθεί η γωνία θ ανάμεσα στο διάνυσμα α και στο άθροισμα s.

			Λύση: Θα υπολογίσουμε το μέτρο του αθροίσματος (s) με τη βοήθεια του νόμου των συνημιτόνων (Γενικότερου Πυθαγόρειου Θεωρήματος). Για τον λόγο αυτό πρέπει να υπολογίσουμε τη γωνία Α (ΟΑΓ), η οποία είναι παραπληρωματική της φ:

			φ = 180 – φ = 180 – 50 = 130ο 

			οπότε

			[image: ]

			και η διαφορά, παρόμοια:

			[image: ]

			Για τον υπολογισμό της γωνίας θ, θα χρησιμοποιήσουμε τον νόμο των ημιτόνων:

			[image: ]

			◊

			2.6.3. Διανύσματα στο Καρτεσιανό επίπεδο

			α) Διάνυσμα θέσης ενός σημείου

			Έστω οι συντεταγμένες xA και yA ενός σημείου Α, του Καρτεσιανού επιπέδου Οxy. Το διάνυσμα που ξεκινάει από το κέντρο των αξόνων Ο και καταλήγει στο σημείο Α ονομάζεται διάνυσμα θέσης του σημείου Α. Ορίζουμε τώρα τα μοναδιαία διανύσματα των αξόνων x και y, τα [image: ] και [image: ], αντίστοιχα. Ακολουθώντας τον κανόνα του παραλληλογράμμου μπορούμε να εκφράσουμε το διάνυσμα θέσης [image: ] με την επόμενη, πολύ χρηστική μορφή:

			[image: ]

			Εικόνα 2.70 Διάνυσμα θέσης σημείου

			[image: ]

			η οποία μας επιτρέπει να κάνουμε ιδιαίτερα εύκολα πράξεις, όπως φαίνεται και στα επόμενα παραδείγματα:

			Παράδειγμα: Να προστεθούν τα διανύσματα  [image: ]

			[image: ]

			όπου βγάλαμε κοινό παράγοντα τις διανυσματικές μονάδες [image: ] και [image: ].

			[image: ]

			Εικόνα 2.71 

			Παρατηρώντας το παραπάνω γράφημα, εύκολα διαπιστώνουμε πως ο τρόπος αθροίσματος που μόλις παρουσιάστηκε είναι απόλυτα σύμφωνος με τον κανόνα του παραλληλογράμμου.

			◊

			Παράδειγμα: Δίνονται τα διανύσματα  [image: ] και ζητείται το αποτέλεσμα της πράξης:  [image: ]

			[image: ]

			◊

			Ορισμός: Το μέτρο του διανύσματος [image: ] δίνεται από το Πυθαγόρειο Θεώρημα και αποκαλείται: «Ευκλείδεια Απόσταση των σημείων Ο και Α»:

			[image: ]

			◊

			Παράδειγμα: Δίνονται τα διανύσματα  [image: ] και ζητείται το μέτρο του διανύσματος:  [image: ]

			[image: ]

			Παρατηρούμε πως καταλήγουμε στον γνωστό τύπο της Ευκλείδειας απόστασης ανάμεσα στο σημείο (xa.ya) και (xb.yb).

			◊

			2.6.4. Διανύσματα στον χώρο των τριών διαστάσεων

			Στο χώρο των τριών διαστάσεων χρησιμοποιούμε το Καρτεσιανό σύστημα συντεταγμένων με άξονες τους Ox, Oy και Oz  και αντίστοιχα μοναδιαία διανύσματα τα [image: ], [image: ], [image: ]. Ανάλογα με τα προηγούμενα, στην περίπτωση αυτή το διάνυσμα θέσης ενός σημείου Α, με συντεταγμένες τις (xα, yα, zα), γράφεται:

			[image: ] 

			Το μέτρο του διανύσματος θέσης γράφεται (μετά από δύο εφαρμογές του Πυθαγόρειου Θεωρήματος):

			[image: ]

			[image: ]

			Εικόνα 2.72 Το διάνυσμα ΟΑ, στο χώρο των τριών διαστάσεων

			2.6.5. Διανυσματικές συναρτήσεις	 

			Στο επίπεδο Οxy, ορίζουμε τις διανυσματικές μονάδες [image: ][image: ] στους άξονες των x  και  y, αντίστοιχα. Μία συνάρτηση της μορφής:

			[image: ]

			όπου το t είναι η ανεξάρτητη μεταβλητή (συνήθως ο χρόνος) λέγεται διανυσματική συνάρτηση και ορίζει τη θέση ενός διανύσματος r, σαν συνάρτηση του t. Η διανυσματική συνάρτηση r (σαν διανυσματική ακτίνα) με τη σειρά της ορίζει μία καμπύλη c του επιπέδου.

			 Ο τρόπος αυτός ορισμού μιας καμπύλης στο επίπεδο, σαν συνάρτησης του t είναι ιδιαίτερα βολικός στην περιγραφή μιας κίνησης στο επίπεδο αυτό.  Εύκολα διαπιστώνουμε πως με τον ίδιο τρόπο μπορεί να οριστεί μια καμπύλη στο χώρο των τριών διαστάσεων, με τη μορφή:

			[image: ]

			όπου k είναι το μοναδιαίο διάνυσμα στον άξονα z.

			[image: ]

			Εικόνα 2.73 

			◊

			Παράδειγμα 1ο: Η διανυσματική εξίσωση του κύκλου.

			Αρχικά να τονίσουμε πως το διάνυσμα

			[image: ]

			έχει μέτρο τη μονάδα και η γωνία που σχηματίζει με τον άξονα των x είναι ίση με φ.  Πράγματι, αν σκεφτούμε αντίστροφα θεωρώντας πως το διάνυσμα e είναι το μοναδιαίο διάνυσμα στην κατεύθυνση φ, υπολογίζουμε πως οι συντεταγμένες του στους δύο άξονες είναι ίσες με τις προβολές του πάνω σε αυτές, όπως φαίνεται στην 

			[image: ]

			Εικόνα 2.74: Οι προβολές του μοναδιαίου διανύσματος στην κατεύθυνση φ, στους άξονες του Καρτεσιανών συντεταγμένων.  

			Εύκολα λοιπόν αντιλαμβανόμαστε πως η εξίσωση του κύκλου, ακτίνας R έχει την επόμενη διανυσματική εξίσωση:

			[image: ]

			αντίστοιχη της γνωστής μας εξίσωσης του κύκλου:

			[image: ]

			[image: ]

			Εικόνα 2.75: Η διανυσματική εξίσωση του κύκλου.  

			◊

			Παράδειγμα 2ο: Η διανυσματική εξίσωση της έλλειψης.

			Ως γνωστόν, η εξίσωση της έλλειψης, με ημιάξονες α και β δίνεται από την εξίσωση:

			[image: ]

			η οποία μας οδηγεί στην διανυσματική εξίσωση:

			[image: ]

			[image: ]

			Εικόνα 2.76: Η διανυσματική εξίσωση της έλλειψης.  

			◊

			Παράδειγμα 3ο: Να γίνει η γραφική παράσταση της συνάρτησης  

			[image: ]

			για διάφορες τιμές των κυκλικών συχνοτήτων ω1 και ω2.

			Τα σχήματα που παρουσιάζονται στις επόμενες γραφικές παραστάσεις, όταν η ανεξάρτητη μεταβλητή t ορίζεται στο διάστημα [0 , 2π], λέγονται σχήματα Lissasous.

			[image: ]

			[image: ]

			[image: ]

			Εικόνα 2.77 Σχήματα Lissasoux 

			◊
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			Κεφάλαιο 3. Παράγωγος  Συνάρτησης

			Σύνοψη: 

			Στο τρέχον Κεφάλαιο παρουσιάζεται ο Διαφορικός Λογισμός

			Προαπαιτούμενη γνώση: 

			Συναρτήσεις, όρια και συνέχεια συναρτήσεων

			3.1.1 Γενικά

			Ταξιδεύουμε με ένα αυτοκίνητο τη διαδρομή Θεσσαλονίκης – Αθήνας.   Θεωρούμε πως η συνάρτηση  S=S(t)  δίνει τη θέση του αυτοκινήτου, σαν συνάρτηση του χρόνου.  Έτσι προκύπτει το παρακάτω γράφημα:

			[image: ]

			Εικόνα 3.1 Συνάρτηση της θέσης του αυτοκινήτου, σαν συνάρτηση του χρόνου.

				Παρατηρήσεις:

			•	Στο γράφημα, η διαδρομή του αυτοκινήτου λαμβάνει χώρα πάνω στον κατακόρυφο άξονα  S.   Αντίθετα, η καμπύλη του γραφήματος της συνάρτησης S(t) βοηθάει στον καθορισμό της θέσης του, για κάθε χρονική στιγμή.

			•	Με δεδομένο πως η διαδρομή των 500 χιλιομέτρων (Km) καλύφθηκε σε 5 ώρες (h), η πρώτη ταχύτητα που μας έρχεται στο μυαλό είναι τα 100 Km/h, την οποία, μετά από δεύτερη σκέψη, την αποκαλούμε Μέση Ταχύτητα.

			•	Διερευνώντας, πάνω στο γράφημα, τη φυσική σημασία αυτής της μέσης ταχύτητας, η οποία προήλθε από τη διαίρεση:

			[image: ]

			διαπιστώνουμε πως η σχέση αυτή δίνει την κλίση της (κόκκινης) ευθείας, που συνδέει στο γράφημα τα σημεία αρχής (0 , 0) και τέλους (5 , 500) της διαδρομής του κινητού, είναι δηλαδή η εφφ, όπου η φ είναι η γωνία που δημιουργείται από τον άξονα των t και την ευθεία.

			Αφού λοιπόν η κλίση της ευθείας είναι   (α) σταθερή παντού και   (β) ισούται με την μέση ταχύτητα μετακίνησης, συμπεραίνουμε πως  το γράφημα της ευθείας περιγράφει την μετακίνηση ενός άλλου κινητού (φανταστικού) το οποίο διαγράφει την ίδια απόσταση (των 500 Km), στον ίδιο με εμάς χρόνο (5 h), με σταθερή ταχύτητα, το οποίο λέγεται Κινητό της Μέσης Ταχύτητας.  

			Ταυτόχρονα, συμπεραίνουμε πως στο επίπεδο  t και S, όπου περιγράφεται η θέση s ενός κινητού συναρτήσει του χρόνου t, οι κλίσεις της συνάρτησης θέσης αντιστοιχούν σε ταχύτητες.     Αν λοιπόν θεωρήσουμε την συνάρτηση θέσης ενός κινητού S=S(t), η κλίση της καμπύλης S(t)  στο σημείο  (t0,S(t0)) αντιστοιχεί στην ταχύτητα με τη οποία μεταβάλλεται η τιμή του S στην εν λόγω χρονική στιγμή, και ονομάζεται Στιγμιαία Ταχύτητα. 

			Και επειδή η κλίση μιας καμπύλης σε ένα σημείο ορίζεται με την κλίση της ευθείας (ε) που εφάπτεται στην καμπύλη, στο σημείο αυτό, ο υπολογισμός της στιγμιαίας ταχύτητας σε ένα σημείο, στο (t0,S(t0)) (όπως στο διπλανό σχήμα), καταλήγει στον υπολογισμό της κλίσης (του συντελεστή διεύθυνσης) της ευθείας ε.  

			[image: ]

			Εικόνα 3.2 Υπολογισμός στιγμιαίας ταχύτητας

			Συνοπτικά έχουμε για τη στιγμιαία ταχύτητα μιας μετακίνησης που εκφράζεται από τη συνάρτηση θέσης S=S(t):

			Στιγμιαία ταχύτητα της S στο σημείο t =

			= Κλίση της S(t) στο t 

			= Κλίση της ευθείας ε που εφάπτεται στην S(t) στο σημείο  (t,S(t)) 

			= εφ(φ)

			όπου φ η γωνία που δημιουργείται από την θετική κατεύθυνση του άξονα των t και την ευθεία ε.

				Τρόπος υπολογισμού της στιγμιαίας ταχύτητας

			Η βασική ιδέα είναι να υπολογίσουμε την τιμή της στιγμιαίας ταχύτητας, με τη γνωστή μέθοδο υπολογισμού της μέσης ταχύτητας.  Δηλαδή, να βρούμε τη μέση ταχύτητα σε ένα διάστημα πολύ μικρού χρονικού εύρους, το οποίο να ξεκινάει από το t0, έστω το (t0,t1).  Η ευθεία που ορίζεται από τα σημεία αρχής και τέλους της κίνησης είναι η ε1 (συνδέει τα σημεία (t0,s(t0)) και (t1,s(t1)), όπως φαίνεται στο σχήμα).   

			[image: ]

			Εικόνα 3.3 Υπολογισμός στιγμιαίας ταχύτητας με τη χρήση ορίου

			Η κλίση της δίνεται από τη σχέση:

			κλίση της ε1 =[image: ]

			Όμως, η κλίση της ε1 είναι σημαντικά διαφορετική από την κλίση την οποία προσπαθούμε να προσεγγίσουμε (την κλίση της ε0, η οποία εφάπτεται στην καμπύλη στο «κεντρικό» σημείο (t0,f(t0))).   

			Γι’ αυτό προσπαθούμε να «ελαχιστοποιήσουμε το μήκος του διαστήματος, επιλέγοντας για παράδειγμα το σημείο t2, το t3 κλπ, τα οποία πλησιάζουν διαρκώς στο κεντρικό σημείο t0.   

			Υπολογίζουμε, λοιπόν, τη στιγμιαία ταχύτητα (την κλίση της ε0) μέσω του παρακάτω ορίου:

			Στιγμιαία ταχύτητα στο t0 = κλίση της ε0 =[image: ]

				Κάτω από αυτό το πρίσμα, ξαναγυρνώντας στο αρχικό γράφημα της διαδρομής Θεσσαλονίκης – Αθήνας, παρατηρούμε πως σε πολλά σημεία η κλίση της καμπύλης είναι σημαντικά μεγαλύτερη της κλίσης της μέσης ταχύτητας, πράγμα που σημαίνει πως η στιγμιαία ταχύτητα ξεπερνούσε κατά πολύ την μέση ταχύτητα των100 Km/h.  Αντίθετα, φαίνεται πως για μεγάλο χρονικό διάστημα (από τις 2.25 (215) έως τις 3,75 (345)) εμφανίζεται το αυτοκίνητο ακινητοποιημένο, και η κλίση της συνάρτησης θέσης είναι μηδενική.

			3.1.2 Η παράγωγος

			Στα Μαθηματικά, η συνάρτηση θέσης του κινητού αντικαθίσταται από την έννοια της συνάρτησης, μια  γενικότερη έννοια. Ταυτόχρονα, η έννοια της ταχύτητας αντικαθίσταται από την έννοια του ρυθμού μεταβολής της τιμής της συνάρτησης, καθώς μεταβάλλεται το x. Όμως εξακολουθεί, ο ρυθμός μεταβολής 

			•	να είναι, ουσιαστικά μια γενίκευση της ταχύτητας, και 

			•	να ταυτίζεται με την κλίση του γραφήματος της συνάρτησης σε ένα σημείο (άρα με την κλίση της ευθείας που εφάπτεται στο γράφημα, στο σημείο αυτό).

			Παράδειγμα: Να υπολογισθεί η κλίση της καμπύλης της f(x) = x3, στο σημείο x=1.

			Λύση:  

			[image: ]

			Εικόνα 3.4 Υπολογισμός κλίσης της f(x)

			Η κλίση της καμπύλης f(x)=x3 , στο x=1 δίνεται (όπως και στην προηγούμενη περίπτωση) από το όριο:

			[image: ]

				Ο αριθμός 3: 

			•	αποκαλείται παράγωγος αριθμός της συνάρτησης  f(x)=x3, στο σημείο x=1, 

			•	ισούται με την κλίση της καμπύλης της f(x) στο σημείο  (x=1, f (1)=1), 

			•	είναι ο συντελεστής διεύθυνσης (η κλίση) της ευθείας ε, η οποία εφάπτεται στην καμπύλη της f(x), στο ίδιο σημείο.

			Όμως η βασική ιδέα των Μαθηματικών είναι να πραγματοποιεί τις συγκεκριμένες πράξεις στο τυχαίο x και όχι σε μια συγκεκριμένη τιμή. Έτσι μπορούν να δημιουργούν νέες συναρτήσεις, που να επιλύουν το πρόβλημα στη γενική του μορφή.  Στο προηγούμενο παράδειγμα, για την x3, έχουμε για το τυχαίο x:

			[image: ]

			Καταλήγουμε λοιπόν στην  3x2, μια νέα συνάρτηση (σε σχέση με την x3) η οποία δίνει, για κάθε x, την κλίση της x3. Αυτή η συνάρτηση ονομάζεται παράγωγος συνάρτηση.   Για την παράγωγο συνάρτηση έχουμε τους συμβολισμούς:

			[image: ]

			◊

			Ορισμός: Μία συνάρτηση για την οποία υπάρχει το όριο 

			[image: ]

			σε ένα σύνολο τιμών Α (υποσύνολο του R), λέγεται παραγωγίσιμη συνάρτηση στο σύνολο Α.  Το όριο αυτό ορίζει μια νέα συνάρτηση, με πεδίο ορισμού το σύνολο Α, η οποία λέγεται παράγωγος συνάρτηση της f  ή πρώτη παράγωγος της  f.

			◊

			3.1.3 Τύποι και Ιδιότητες των παραγώγων

			Στην παράγραφο αυτή θα αναφερθούμε στις βασικές ιδιότητες των παραγώγων, αλλά και στους τύπους παραγώγισης των συνηθισμένων συναρτήσεων μιας πραγματικής μεταβλητής.  Τα όσα αναφέρονται εδώ αποτελούν βασικό εργαλείο για τη συνέχεια, έστω και αν αγνοεί κανείς την απόδειξή τους.  Για τον λόγο αυτό αναφέρονται εδώ χωρίς απόδειξη.  Η απόδειξη των περισσοτέρων θα γίνει σε επόμενες παραγράφους. 

			1.	Συμβολισμός της παραγώγου συνάρτησης:

			[image: ]

			5.	[image: ]

			όπου τα a και b είναι σταθερές ποσότητες

			6.	[image: ]   όπου α είναι μία σταθερή.

			7.	[image: ]

			8.	[image: ], όπου το ν ανήκει στους πραγματικούς αριθμούς.

			9.	[image: ]

			Ο τύπος αυτός μπορεί να γενικευτεί. Για παράδειγμα, η παράγωγος του γινομένου τριών συναρτήσεων υπολογίζεται από την σχέση:

			[image: ]

			10.	[image: ]

			11.	[image: ] ,          	[image: ]

			12.	[image: ]  ,        	[image: ]

			13.	[image: ],	              	[image: ]

			14.	[image: ]

			15.	[image: ]  ,	[image: ]

			16.	[image: ]

			3.1.4 Παράγωγος του πολυωνυμικού μονωνύμου xν 

			Για να υπολογίσουμε την συνάρτηση που αποτελεί την πρώτη παράγωγο του xν, θα πρέπει πρώτα να αναφερθούμε στο περίφημο διώνυμο του Νεύτωνα.  Πρόκειται για έναν τύπο που συστηματοποιεί την ταυτότητα  [image: ], όταν ο ν είναι φυσικός αριθμός.  Για γράψουμε την ταυτότητα αυτή, θα πρέπει να θυμίσουμε τον τύπο των Συνδυασμών (να αναφέρουμε απλά πως «ονομάζουμε Συνδυασμούς των ν στοιχείων ανά μ, το πλήθος όλων των διαφορετικών μ-αδων που δημιουργούνται από ν στοιχεία, όταν δεν μας ενδιαφέρει η σειρά με την οποία επελέγησαν τα στοιχεία της μ-αδας»).

			[image: ] 

			όπου το ν! (ν παραγοντικό) ορίζεται από το γινόμενο: ν!=1.2.3…(ν-1)ν, με την παραδοχή 0!=1.

			Έχουμε λοιπόν για το διωνυμικό ανάπτυγμα:

			[image: ]

			◊

			Παρατήρηση 1η: Εάν η βάση του διωνύμου είναι το [image: ], τότε, γράφοντάς το υπό τη μορφή [image: ], αντιλαμβανόμαστε πως στο ανάπτυγμα εμφανίζεται το πρόσημο μείον στις περιττές δυνάμεις του b.

			Παρατήρηση 2η: Υπάρχει ένας μνημονικός κανόνας (τον οποίο θα χρησιμοποιήσουμε εδώ), σύμφωνα με τον οποίο:  «Οι όροι γράφονται με την εξής σειρά: 

			Ο 1ος περιέχει το αν, ο 2ος το aν-1b, ο 3ος το aν-2b2,…, ο (ν-1)οστος το a1bν-1 και ο νοστος το bν. 

			Ο συντελεστής του 1ου όρου είναι η μονάδα. Κάθε επόμενος συντελεστής προκύπτει από τα στοιχεία του προηγούμενου όρου: Πολλαπλασιάζουμε τον συντελεστή επί τον εκθέτη του α (του προηγούμενου όρου) και διαιρούμε με το πλήθος των όρων που υπάρχουν πριν από τον όρο του οποίου το συντελεστή υπολογίζουμε».

			Ας το δούμε:

			[image: ]

			με τους συντελεστές να επαναλαμβάνονται αντίστροφα, μετά το μέσον του αναπτύγματος.

				Ας εφαρμόσουμε τα παραπάνω στην επόμενη παράγωγο:

			[image: ]

			[image: ]

			◊

			3.1.5 Παράγωγος γινομένου και κλάσματος συναρτήσεων

			Θα δείξουμε, με τη βοήθεια του ορισμού της παραγώγου, την παράγωγο της κλασματικής συνάρτησης.  

			[image: ]

			[image: ]

			[image: ]

			[image: ]

			[image: ]

			◊

			Άσκηση: Με την ίδια μέθοδο να αποδειχθεί ο τύπος της παραγώγου του γινομένου συναρτήσεων.

			◊

			3.1.6 Παράγωγος τριγωνομετρικών συναρτήσεων

			Στην απόδειξη της παραγώγου του ημx και του συνx, θα χρησιμοποιήσουμε τα γνωστά όρια:

			[image: ]

			καθώς και τις τριγωνομετρικές ταυτότητες:

			[image: ]

			στις οποίες πρέπει να προσέξουμε την αντιστροφή των πρόσημων στην περίπτωση του συνημιτόνου.

			Έχουμε λοιπόν:

			[image: ]

			όπου χρησιμοποιήσαμε το γνωστό όριο: [image: ]

			◊

			Άσκηση: Με την ίδια μέθοδο να αποδειχθεί ο τύπος της παραγώγου του συνημιτόνου.

			◊

			3.1.7 Παράγωγος εκθετικής συνάρτησης

			Αρχικά να θυμίσουμε τον ορισμό του αριθμού e: 

			[image: ],   

			όπως και τις ιδιότητες των λογαρίθμων:

			[image: ]

			Για να υπολογίσουμε λοιπόν την παράγωγο της εκθετικής συνάρτησης f(x)=ex ξεκινούμε από τη σχέση ορισμού της παραγώγου συνάρτησης:

			[image: ]

			Θέτουμε: 

			[image: ]

			όπου, όταν το Δx τείνει στο μηδέν και το t τείνει επίσης στο μηδέν.  Έτσι συνεχίζουμε την προηγούμενη σχέση:

			[image: ]

			Η αντιμετώπιση της γενικής περίπτωσης της εκθετικής συνάρτησης θα γίνει μετά την παράγραφο που αναφέρεται στην παραγώγιση σύνθετων συναρτήσεων.

			◊

			3.1.8 Παράγωγος της λογαριθμικής συνάρτησης

			Χρησιμοποιώντας τις σχέσεις που θυμίσαμε στην προηγούμενη παράγραφο, έχουμε για την λογαριθμική συνάρτηση   y = lnx

			[image: ]

			[image: ]

			[image: ]

			◊

			3.1.9 Παράγωγος Αντίστροφης Συνάρτησης

			Αρχικά θα θέλαμε να θυμίσουμε κάποιες βασικές έννοιες που αφορούν στις αντίστροφες συναρτήσεις. Έστω, λοιπόν, η μονότονη συνάρτηση  f(x) (αν δεν είναι μονότονη δεν αντιστρέφεται) του επόμενου γραφήματος.

			[image: ]

			Εικόνα 3.5  Μονότονη συνάρτηση

			Η συνάρτηση αυτή αντιστοιχίζει την τιμή  y0 στην τιμή  x0.  Η αντίστροφη συνάρτηση κάνει το ακριβώς αντίθετο:  Αντιστοιχίζει την τιμή x0 στην τιμή  y0.  Η συνάρτηση που υλοποιεί αυτή την αντίστροφη αντιστοίχιση λέγεται (όπως είδαμε) αντίστροφη συνάρτηση και συμβολίζεται με το f -1.  Επομένως, το γράφημά της θα είναι ακριβώς ίδιο με το γράφημα της f, εάν θεωρήσουμε σαν μεταβλητή το y και συνάρτηση το  x.   Άρα, στο σημείο x0 θα έχουμε για τους παράγωγους αριθμούς των δύο συναρτήσεων:

			[image: ]

				Επειδή όμως οι γωνίες φ και φ’ είναι συμπληρωματικές, έχουμε:

			[image: ]

			α) Ας εφαρμόσουμε τις γνώσεις αυτές στην περίπτωση της συνάρτησης  

			[image: ]

				Σημείωση: Όποιος δεν καταλαβαίνει τις δύο αυτές συναρτήσεις, δεν έχει παρά να τις «διαβάσει»:  

			•	Η 1η: «Το y είναι η γωνία της οποίας το ημίτονο είναι x».  

			•	Η 2η: «Το x είναι το ημίτονο κάποιας γωνίας y».

				Παραγωγίζοντας λοιπόν την f  έχουμε:

			[image: ]

			όπου, στην τελευταία ισότητα, αντικαταστήσαμε το ημ(y) με το x.

			◊

			β) Με όμοιο τρόπο έχουμε:

			[image: ]       (να το δείξετε σαν άσκηση)

			◊

				γ) Εφαρμόζοντας την ίδια μέθοδο υπολογίζουμε και την παράγωγο της συνάρτησης   y=f(x)=Τοξεφ(x),  οπότε   x=εφ(y)

			[image: ]

			όπου, για να εκφραστεί το συνx με τη βοήθεια της εφαπτομένης (εφx), χρησιμοποιήθηκε η τριγωνομετρική ταυτότητα:

			[image: ]	     

			◊

			3.1.10 Παράγωγος σύνθετης συνάρτησης

			Μία συνάρτηση ονομάζεται σύνθετη, όταν το όρισμά της είναι μία άλλη συνάρτηση.  Η ουσία της σύνθετης συνάρτησης και ο τρόπος που συμβολίζεται, δίνονται από την επόμενη ισότητα:

			[image: ]

			◊

			Παράδειγμα: 

			Η συνάρτηση:  y = συν(x2+2), γράφεται σαν σύνθετη:

			f(g) = συν(g(x))    όπου  g(x) = x2+2

			 ◊

				Αντίθετα, η συνάρτηση    y = συν4(x), γράφεται σαν σύνθετη:

			f(g) = g(x)4   όπου  g(x) = συν(x)

			◊

			Συχνά η συνάρτηση g(x) αποκαλείται ενδιάμεση συνάρτηση.

			Η παραγώγιση της σύνθετης συνάρτησης επιτυγχάνεται με την παρακάτω σχέση:

			[image: ]

			◊

			Ο προηγούμενος τρόπος παραγώγισης της [image: ] μπορεί να περιγραφεί από έναν μνημονικό κανόνα: «Παραγωγίζουμε αρχικά την f σαν να έχει μεταβλητή την g, και το αποτέλεσμα αυτό πολλαπλασιάζεται επί την παράγωγο της g ως προς x».

			Μια παρόμοια πράξη συμβαίνει όταν οι ενδιάμεσες συναρτήσεις είναι περισσότερες της μίας:

			[image: ]

			◊

			Παράδειγμα:  Να παραγωγισθούν οι συναρτήσεις: y = συν(x2+2)   και   y = συν4(x2+2)

			Λύση:

			α) Η συνάρτηση  y = συν(x2+2) γράφεται y = συν(g(x)), όπου  g(x)=x2+2.  

			[image: ]

			◊

			β) Η συνάρτηση y = συν4(x2+2) γράφεται y=[g(u(x))]4, όπου g(u)=συν(u) και  u(x)=x2+2

			[image: ]

			◊

			Παράδειγμα:  Να γραφούν οι τύποι όταν είναι σύνθετες οι βασικές συναρτήσεις:

			α)  [image: ]

			β)  [image: ]

			γ)  [image: ]

			δ)   [image: ]       κ.λ.π.

			◊

			3.1.11 Παραγώγιση των εκθετικών συναρτήσεων (συνέχεια…)

			Αφού αναφερθήκαμε στην παραγώγιση των σύνθετων συναρτήσεων, μπορούμε να διατυπώσουμε έναν κανόνα για την παραγώγιση των εκθετικών συναρτήσεων, εν γένει:  

			«Για να παραγωγίσουμε μία εκθετική συνάρτηση, λογαριθμούμε την ισότητα ορισμού της (Νεπέρειος λογάριθμος) και την παραγωγίζουμε (σαν σύνθετη συνάρτηση) κατά μέλη.  Στη συνέχεια λύνουμε την ισότητα που θα προκύψει, ως προς τη ζητούμενη παράγωγο».   

			Ας το δούμε αναλυτικότερα.   

			Παράδειγμα: Να παραγωγισθεί η συνάρτηση:  y=f(x)=ax.

			Λύση:

			[image: ]

			◊

			Παράδειγμα: Να παραγωγισθεί η συνάρτηση:  y=f(x)=ημx(x).

			Λύση:

			[image: ]

			◊

			3.1.12 Πίνακας Παραγώγων Στοιχειωδών Συναρτήσεων, Βασικών Σύνθετων Συναρτήσεων και Κανόνες Παραγώγισης 

			α) Τύποι

			
				
					
					
				
				
					
							
							Παραγώγιση απλής συνάρτησης

						
							
							Παραγώγιση σύνθετης συνάρτησης
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			β) Ιδιότητες

			
				
					
					
				
				
					
							
							Παράγωγος αθροίσματος

						
							
							[image: ]  

						
					

					
							
							Παράγωγος διαφοράς

						
							
							[image: ]

						
					

					
							
							Παράγωγος γινομένου αριθμού επί συνάρτηση

						
							
							[image: ]  ,  λ[image: ]

						
					

					
							
							Παράγωγος γινομένου

						
							
							[image: ]

						
					

					
							
							Παράγωγος δύναμης 
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							Παράγωγος πηλίκου

						
							
							[image: ]    ,  g(x)[image: ]0

							[image: ]  , g(x)[image: ]0           

						
					

				
			

			◊

			Άσκηση: Έστω η συνάρτηση f(x)=[image: ] ,  x[image: ][0, +[image: ]). Εφαρμόζοντας τον ορισμό της παραγώγου να αποδείξετε ότι: 

			α) Η f δεν είναι παραγωγίσιμη στο σημείο 0 

			β) H f είναι παραγωγίσιμη για κάθε x>0  

			γ) Nα βρείτε τους αριθμούς [image: ](1), [image: ](4), [image: ](x) με x>0

			(Απ: 1/2, 1/4, [image: ])

			◊

			Άσκηση: Να βρείτε όπου ορίζεται την[image: ]όταν: 

			α) f(x)= [image: ]   β) f(x)= [image: ]   γ) f(x)= [image: ]   δ) f(x)= [image: ][image: ]     ε) f(x)= [image: ]     

			(Απ: α) R+, β) R*,  [1,+[image: ]), γ) R-{0, 1/2}, δ) R-{-4})

			◊

			Άσκηση: Να βρεθεί η παράγωγος των παρακάτω συναρτήσεων

			α) f(x)=4x3-2lnx+[image: ]+3συνx-ημ[image: ]     β) f(x)=(x3-x)ημx-2x3lnx+[image: ]     γ)   f(x)=[image: ]         

			δ) f(x)=x3[image: ]lnx                                   ε) f(x)=[image: ]                     στ) f(x)=ημ[image: ]              

			 ζ) f(x)=[image: ]                              η) f(x)=ημx[image: ]eσυνx                             θ) f(x)= [image: ]

			(Απ: α) -(2/x)+1/(2[image: ])+12x2-3ημx 

			β) x(-1+x2)συνx+1/4(ex+exx-8x2-24x2lnx+4(-1+3x2)ημx)

			γ) 8 (x+x5)/(-1+x4)2    

			δ) 1/2 x5/2 (2+7 lnx) 

			ε) σφx στεμx+τεμx εφx        

			στ) -2 x συν(1/(1+x2))/(1+x2)2)

			ζ) 4/(3 (-1+2 x)1/3)              

			η) e Cosx (Cosx-Sin2x)

			θ) (-1+4 x)/(2[image: ])+9 συν2(2-3 x) ημ(2-3 x) )

			◊

			Άσκηση: Nα βρεθεί η παράγωγος της f στο σημείο x0 όταν:

			α) f(x)=[image: ] και x0=2        β) f(x)=x3ημ3(πx) και x0=[image: ]      

			γ) f(x)=[image: ], x[image: ] και x0=0 

			δ) [image: ] στο x0=0        

			(Απ: α) 20 β) 1/576 (6+[image: ]) γ) 0 δ) 3e/(2 [image: ]) )

			◊

			Άσκηση: Να βρείτε όπου ορίζεται την παράγωγο των συναρτήσεων

			α) f(x)=[image: ]		 β) f(x)=[image: ]	 γ) [image: ]      

			δ)  f(x)=[image: ]         ε) f(x)= [image: ]       στ) f(x)=[image: ]

			(Απ: α) R*+ β) R*+ γ) R* δ) R*+ ε) R στ) R-{(2κ+1)π} )

			◊

			Άσκηση: Να βρείτε την παράγωγο  των συναρτήσεων:      

			α) g(x)=f(ημx)                         β) g(x)=ημ(f(x))2                γ) g(x)=[f(συνx)]2     

			δ) h(x)=ln(ημx) , x[image: ](0,π)       ε) h(x)=συν4(3x2+1)

			(Απ: α) f’(ημx)συνx 

			β) συν(f2(x)) 2f(x) f’(x) 

			γ) 2f(συνx)[f’(συνx)]ημx 

			δ) συνx/(ημx) 

			ε) 24xσυν3(3x2+1))

			◊

			Άσκηση: Να βρεθεί η παράγωγος των παρακάτω συναρτήσεων

			α) [image: ]          β) [image: ]         γ)   [image: ]         

			δ) [image: ]                     ε) [image: ]                  

			(Απ: α) x2 (3+8x) 

			β) 2x3(2+5x+4x2+3x3+2x4)/(1+x2)2 

			γ) (4-x3/2+x5/2)/(2x3) 

			δ) ex(1+(1+x) lnx) 

			ε) -e1+x (1+ e2x)/(-1+ e2x)2 )

			◊

			Άσκηση: Να βρεθεί η παράγωγος των παρακάτω συναρτήσεων

			α) [image: ]     β) [image: ]             γ)   [image: ]                  δ) [image: ]

			ε) [image: ]                στ) [image: ]       ζ) [image: ] η) [image: ]

			(Απ: α) 2ex ημx

			β) e-1+εφx τεμ2x

			γ) logx

			δ) -(1+ln(συνx)) ημx

			ε) 2x (1-x τεμ2x+2 εφx)/(1+2 εφx)2

			στ) 1/(1+συνx)

			ζ) ημx (-x+2 ημx)

			η) 0 )

			◊

			Άσκηση: Να βρεθεί η παράγωγος των παρακάτω συναρτήσεων

			α) [image: ]                β) [image: ]            γ)   [image: ]          δ) [image: ]

			ε) [image: ]     στ) [image: ]       ζ) [image: ]             η) [image: ]

			(Απ: α) α-5x+x^2 ((1-5 x+x2) +α(-5+2 x) lnα) 

			β) 2lnx/x

			γ) [image: ]

			δ) 1/2 τεμx[image: ]

			 ε) (2xCos[image: ])/[image: ]

			στ) εφ(x/2)/(-1+συνx)

			ζ) -6 συν2x συν(ημ22x) ημ(ημ2x)

			η) (33 (-5+x)2)/(1+2x)4  )

			◊

			Άσκηση: Να βρεθεί η παράγωγος των παρακάτω συναρτήσεων

			α) [image: ]         β) [image: ]      γ) [image: ]       δ) [image: ]

			ε) [image: ]    

			(Απ: α) -12 x3 συν2(5+x4) ημ(5+x4)

			β) 3/((2+6 x)[image: ])

			γ) σφ[x] ln10/((ln10)2+(ln(ημx))2)

			δ) 45 x4 συνx5 συν(ημ3 x5) ημ2(x5) ημ2 (ημ3 x5)

			ε) (8 συνx (ln(2+ημ2x)) 3 ημx)/(ln10)4 (2+ημ2x))   )

			◊

			Άσκηση: Να βρεθεί η παράγωγος των παρακάτω συναρτήσεων

			α) [image: ]         β) [image: ]        γ) [image: ]            

			δ) [image: ]                         ε) [image: ]         

			(Απ: α) 5 (2 x συν2x+ημ2x+20 x4 τεμ2x5 εφ3x5) (x ημ2x+εφ4x5)4

			β) [image: ]

			γ) -2 e-x ημ2(e-x)

			δ) συνx ln(ημx)/(1+ln(ημx))2

			ε) 2 (1+lnx)/(-1+x2 (lnx)2) )

			◊

			Άσκηση: Να βρείτε όπου ορίζεται την παράγωγο των συναρτήσεων

			α) f(x)=[image: ]           β) f(x)=[image: ]        γ) [image: ]      

			δ)  f(x)=[image: ]                      ε) f(x)= [image: ]

			(Απ: α) lnx/(-1+x)2

			β) 2/(x2+1)

			γ) (b2 τεμ2x)/(a2+b2 εφ2x)

			δ) (στεμx)/2

			ε) -(συνx ημx)/[image: ])

			◊

			Άσκηση: Να βρεθεί η παράγωγος των παρακάτω συναρτήσεων 

			α)   f(x)=xx  ,  x>0              β)  f(x)=(ημx)συνx, x[image: ]           γ) [image: ]       

			(Απ: 

			α) xx (1+lnx)

			β) ημxσυνx (συνx σφx-ln(ημx) ημx)

			γ) [image: ](1+x)(1+ln(1+1/x))/x3 )

			◊

			Άσκηση: Να βρεθεί η παράγωγος των παρακάτω συναρτήσεων 

			α)   f(x)=xlnx              β)  f(x)=[image: ]         γ) f(x)=(lnx)x , x>1          δ) f(x)=[image: ]

			(Απ: 

			α) 2 x-1+lnx lnx

			β) [image: ] (1-2x2 lnx)

			γ) (lnx)x (1/lnx+ln(lnx))

			δ) 1/2 [image: ] (2+lnx)    )

			◊

			3.1.13 Παραγώγιση Πεπλεγμένων Συναρτήσεων

			Με τις γνώσεις που έχουμε μέχρις εδώ, κατανοούμε πως η έκφραση  F(x,y) = z  καθορίζει μία συνάρτηση της εξαρτημένης μεταβλητής z, της οποίας η τιμή εξαρτάται από δύο μεταβλητές (την x και την  y).  Καθορίζοντας την τιμή των δύο μεταβλητών η F επιτρέπει τον υπολογισμό της εξαρτημένης μεταβλητής.  Θα μπορούσαμε να γράψουμε:

			[image: ]

			Συχνά, βλέπουμε την έκφραση   F(x,y) = 0, πιστεύοντας  πως πρόκειται για μια σχέση που ορίζει μια συνάρτηση δύο μεταβλητών.   Όμως, θέτοντας τιμές στις δύο «ανεξάρτητες μεταβλητές», φθάνουμε σε μία μη αληθή πρόταση:    

			[image: ]

			Επομένως στην ισότητα F(x,y) = 0,  η γνώση της τιμής της μεταβλητής x, απαιτεί τον υπολογισμό της τιμής του y, έτσι ώστε το αριστερό μέλος της ισότητας να είναι ίσο με το μηδέν.  Άρα, στην περίπτωση αυτή, η τιμή του y εξαρτάται από την τιμή που θα επιλεγεί για το x. Αντιλαμβανόμαστε, λοιπόν, πως το y είναι εξαρτημένη μεταβλητή.   Ονομάζουμε λοιπόν πεπλεγμένες συναρτήσεις αυτές που δεν είναι λυμένες ως προς την εξαρτημένη μεταβλητή τους.  

			Η μορφή μιας πεπλεγμένης συνάρτησης μιας μεταβλητής είναι η:

			F(x,y) = 0 

			η οποία, αν μπορεί να λυθεί ως προς y, μετατρέπεται στην   y = f(x)

				Η γραφή μιας συνάρτησης με πεπλεγμένη μορφή συμβαίνει είτε διότι μας βολεύει:

			•	[image: ]     

			(κύκλος με κέντρο το (0,0) και ακτίνα R=2), που λύνεται ως προς y: [image: ], όμως στην πεπλεγμένη μορφή γίνεται ευκολότερα αντιληπτή.

			•	[image: ]				         

			(κύκλος με κέντρο το (2,-1) και ακτίνα R=2), που λύνεται ως προς y:  [image: ],   δύσκολα όμως κάποιος μπορεί να αντιληφθεί πως πρόκειται για κύκλο.

			είτε γιατί δεν μπορούμε να κάνουμε διαφορετικά:

			•	[image: ]  η οποία δεν λύνεται ως προς κάποιο από τα  x και  y.

			•	[image: ]  που είναι η συνάρτηση του προηγούμενου παραδείγματος, με ένα τμήμα της να μεταφέρεται στο β’ μέλος της ισότητας.

			◊

			Κανόνας: Η παραγώγιση μιας συνάρτησης γραμμένης υπό πεπλεγμένη μορφή γίνεται με παραγώγιση της σχέσης ορισμού της, εφαρμόζοντας την μέθοδο παραγώγισης μιας σύνθετης συνάρτησης, όποτε χρειάζεται να παραγωγίσουμε την εξαρτημένη μεταβλητή (συνήθως θεωρούμε εξαρτημένη την y).

			Για να το εκφράσουμε απλούστερα: «παραγωγίζουμε την ισότητα ορισμού της πεπλεγμένης συνάρτησης κατά μέλη, ενθυμούμενοι πως το y είναι συνάρτηση και όχι μεταβλητή.   Στο τέλος λύνουμε την ισότητα που προκύπτει ως προς το y‘».

			Ο κανόνας αυτός γίνεται ευκολότερα κατανοητός με κάποια μικρά παραδείγματα:

			1.	[image: ]

			2.	[image: ]

			◊

			Παράδειγμα: Να βρεθεί η παράγωγος της συνάρτησης:[image: ]

			Λύση:

			[image: ]

			Παρόμοιο αποτέλεσμα έχουμε παραγωγίζοντας και τη σχέση: [image: ].  Πράγματι:

			[image: ]

			όπου η εναλλαγή του πρόσημου ([image: ]) έχει να κάνει με το πρόσημο της τιμής του y.

			◊

			Παράδειγμα:  Να βρεθεί η παράγωγος της συνάρτησης y(x) που ορίζεται από την ισότητα:

			 F(x,y) = x2 + y3 + 3xy2 – xlny= 0 

			Λύση: Παρατηρούμε πως η λύση της F(x,y)=0 ως προς y είναι πολύ δύσκολη, ενώ η λύση της ως προς x είναι ευκολότερη.  Πράγματι, η εξίσωση αυτή αποτελεί ένα τριώνυμο ως προς x:

			F(x,y) = x2 + x(3y2 – lny) + y3 = 0

			Για τη συγκεκριμένη περίπτωση επιμένουμε να θεωρούμε πως η εν λόγω σχέση ορίζει μια συνάρτηση y με μεταβλητή το x.   Παραγωγίζοντας σύμφωνα με τα προηγούμενα έχουμε:

			2x + 3y2y’ + 3y2 + 6xyy’ – lny –[image: ] = 0   [image: ]

			2x + 3y2 – lny = y’( [image: ] - 3y2 – 6xy)     [image: ]

			[image: ]

			◊

			Άσκηση: Να βρείτε την [image: ] αν

			α) [image: ]        β) [image: ]        γ) [image: ]         δ) [image: ]

			(Απ: α) [image: ] β) [image: ] γ) [image: ] δ) [image: ])

			◊

			Άσκηση: Να βρεθεί η παράγωγος των πεπλεγμένων συναρτήσεων: 

			α) xy3- 3x2 = xy+5 

			β) exy+ylnx=συν2x

			(Απ: α) [image: ] β) [image: ])

			◊

			Άσκηση: Να βρείτε την [image: ] αν

			α) [image: ]   για x=0          β) [image: ] για x=1         γ) [image: ] για x=1 

			(Απ: α) [image: ] β) [image: ] γ) [image: ])

			◊

			Άσκηση: Να βρεθεί η παράγωγος της συνάρτησης x(y) στο σημείο y=0, που ορίζεται με πεπλεγμένη μορφή από την εξίσωση: yxx+x-1=0

			(Απ: [image: ])

			Άσκηση: Να βρείτε την [image: ] της παράστασης  x5-xy+y5=0.

			(Απ: [image: ])

			◊

			Άσκηση: Να βρείτε την [image: ] της παράστασης  x6 + 2x3y - y7x –2 = 0.

			(Απ: [image: ])

			◊

			Άσκηση: Να βρείτε την [image: ] της παράστασης  x+συνx - ey+xy2 = 0.

			(Απ: [image: ])

			◊

			Άσκηση: Να βρεθεί η παράγωγος της πεπλεγμένης συνάρτησης που ορίζεται από τη σχέση 

			y2+x2y- 2x4 = 0

			(Απ: [image: ])

			◊

			Άσκηση: Αν μια συνάρτηση ορίζεται από την εξίσωση 8x2- 4y2+3xy-2x+y=0 να βρεθεί η παράγωγος [image: ]

			(Απ: [image: ])

			◊

			3.1.14 Παράγωγος Συνάρτησης δοσμένης με Παραμετρικές Εξισώσεις

			Πολλές φορές η σχέση της ανεξάρτητης μεταβλητής με την εξαρτημένη καθορίζεται με την διαμεσολάβηση μιας παραμέτρου.  Στην περίπτωση αυτή η συνάρτηση ορίζεται μέσω δύο παραμετρικών εξισώσεων της μορφής:

			x=x(t)   και    y=y(t)

			όπου το t είναι η ανεξάρτητη παράμετρος (στα περισσότερα προβλήματα της Φυσικής είναι ο χρόνος t).

			Αν θέλουμε να καταλήξουμε σε μία συνάρτηση με την κλασσική μορφή, θα πρέπει να απαλείψουμε την παράμετρο t ανάμεσα στις δύο εξισώσεις (πράγμα που δεν είναι πάντα δυνατό αλλά και όταν είναι δυνατό δεν θα δώσει τα ίδια αποτελέσματα, όπως θα δούμε…).

			Από τα πλέον γνωστά παραδείγματα συνάρτηση γραμμένης με παραμετρικές εξισώσεις είναι οι παραμετρικές εκφράσεις του κύκλου και της έλλειψης:

			α) Ο κύκλος:   [image: ]

			β) Η έλλειψη:  [image: ]

			Θα δείξουμε τη σχέση που αφορά στην εξίσωση της έλλειψης, θεωρώντας πως ο αναγνώστης μπορεί να δείξει με τρόπο παρόμοιο την εξίσωση του κύκλου:

			[image: ]

			Η παραγώγιση (εφόσον διατηρηθεί η παραμετρική μορφή) περιγράφεται από την επόμενη, προφανή, σχέση:

			[image: ]

			Παράδειγμα 1ο: Έστω η συνάρτηση που ορίζεται με τις παραμετρικές σχέσεις: [image: ]

			α) Με απαλοιφή να γραφεί η συνάρτηση y=y(x).

			β) Να υπολογισθεί η παράγωγος της στο y(x) σημείο x=0,5

			Λύση:

			1.	[image: ]

			Να παρατηρήσουμε εδώ πως ενώ η συνάρτηση στην παραμετρική της μορφή δεν ορίζεται για t<0, οπότε και το x(t) δεν μπορεί να πάρει αρνητικές τιμές, στην φυσιολογική της μορφή ορίζεται σε ολόκληρο το R (απόρροια της ύψωσης στο τετράγωνο).

			2.	Παραγώγιση της συνάρτησης στην κλασσική της μορφή:

			[image: ]

			3.	Παραγώγιση υπό την παραμετρική μορφή.   Για να υπολογίσουμε την παράγωγο στο  x=0,5  θα πρέπει να υπολογίσουμε την αντίστοιχη τιμή του  t:  [image: ].

			[image: ]

			◊

			Παράδειγμα 2ο: Έστω η συνάρτηση που ορίζεται με τις παραμετρικές σχέσεις: [image: ]

			α) Με απαλοιφή να γραφεί η συνάρτηση y=y(x).

			β) Να υπολογισθεί η παράγωγος της στο y(x) σημείο x=0,5

			Λύση:

			α) [image: ]

			Στο παράδειγμα αυτό παρατηρούμε πως ενώ η συνάρτηση που ορίζεται παραμετρικά, ορίζεται για κάθε τιμή του [image: ], η συνάρτηση y(x) έχει σαν πεδίο ορισμού το διάστημα: [-1,1] και επιλέγοντας πάντα τόξο θετικό. Αυτή η μεγάλη διαφορά εμφανίζεται στο γράφημα της συνάρτησης στις δύο καταστάσεις και δείχνει τις μεγάλες δυνατότητες που δίνει ο ορισμός καμπύλων με παραμετρική μορφή (κάτι που θα δούμε κι αργότερα, κατά την παραγώγιση των διανυσματικών συναρτήσεων).

			[image: ]

			Εικόνα 3.6  Γράφημα της παραμετρικής συνάρτησης

			[image: ]

			Εικόνα 3.7 Γράφημα της συνάρτησης y(x)

			•	Παραγώγιση της συνάρτησης στην κλασσική της μορφή:

			[image: ]

			•	Παραγώγιση υπό την παραμετρική μορφή: 

			Για να υπολογίσουμε την παράγωγο στο  x=0,5 θα πρέπει να υπολογίσουμε την αντίστοιχη τιμή του  t:

			[image: ].

			[image: ]

			◊

			Άσκηση: Να υπολογιστεί η [image: ] αν:

			α) [image: ] και [image: ] για t=4	β) [image: ] και [image: ] για t=[image: ]     

			(Απ: α) 17/4 β) 1)

			◊

			Άσκηση: Για κάθε μια από τις παρακάτω συναρτήσεις να υπολογιστεί η [image: ] αν:

			α) [image: ] και [image: ]                β) [image: ] και [image: ]             γ) [image: ] και  [image: ]

			δ) [image: ] και [image: ]           ε) [image: ] και [image: ]             

			(Απ: α) 3t/2 β)-σφt γ) [image: ]δ) [image: ] ε) [image: ])

			◊

			Άσκηση: Να υπολογιστεί η [image: ] στο σημείο x=1 αν x=2t- 5 και [image: ].

			(Απ: -3/e9)

			◊

			Άσκηση: Αν [image: ]και  [image: ] να βρείτε την παράγωγο [image: ].

			(Απ: [image: ])

			◊

			Άσκηση: Να υπολογιστεί η [image: ] αν x=θ-ημθ και y=1 - συνθ.

			(Απ: [image: ])

			◊

			Άσκηση: Να υπολογιστεί η [image: ] αν x=t3 και y=t2-t.

			(Απ: [image: ])

			◊

			Άσκηση: Οι εξισώσεις κίνησης στο επίπεδο xOy ενός κινητού είναι 

			x = φ(t) = t2-1

			y = g(t) = t3-t  με t>0.

			Βρείτε τα σημεία της τροχιάς του κινητού, όπου να υπάρχουν οριζόντιες εφαπτομένες της καμπύλης αυτής.

			(Απ: [image: ])

			◊

			Άσκηση: Να υπολογιστεί η παράγωγος των συναρτήσεων y=f(x) που ορίζεται παραμετρικά από τις εξισώσεις       

			α) [image: ]         β) [image: ]

			(Απ: α) [image: ] β) [image: ])

			◊

			Άσκηση: Έστω η καμπύλη με εξισώσεις x=t2-1, y=3t. Να βρεθεί η παράγωγος της y=f(x) 

			i) γενικά και ii) στο σημείο (0,3).

			(Απ: α) 3/2t β) 3/2)

			◊

			Άσκηση: Να υπολογιστεί η παράγωγος της συνάρτησης y=f(x) που ορίζεται παραμετρικά από τις εξισώσεις   [image: ]

			(Απ:  [image: ])

			◊

			Άσκηση: Έστω η καμπύλη με εξισώσεις x=ημ2θ, y=2ημθ. Να βρεθεί η παράγωγος της y=f(x) 

			(Απ:  1/ημθ)

			◊

			3.1.15 Συνέχεια και παραγωγισιμότητα

			Από τον ορισμό της παραγώγου (σαν όριο) γίνεται φανερό πως μία συνάρτηση f(x) δεν έχει παράγωγο σε ένα σημείο, στο οποίο δεν είναι συνεχής. Όμως η συνέχεια της f σε ένα σημείο, ενώ είναι όρος αναγκαίος για την παραγωγισιμότητα της f στο σημείο αυτό, δεν είναι και ικανός,. 

			Παράδειγμα:

			Λύση: Στο επόμενο γράφημα βλέπουμε την γραφική παράσταση της συνάρτησης: 

			[image: ]

			[image: ]

			Εικόνα 3.8  Γράφημα της συνάρτησης f(x)

			Η  f  είναι συνεχής στο σημείο x=0, ενώ είναι και παραγωγίσιμη, διότι οι παράγωγοι των δύο σκελών της στο μηδέν (πλευρικές παράγωγοι) είναι και οι δύο ίσες με το μηδέν.

			Πράγματι:

			[image: ]

			Αντίθετα στο σημείο x=2 η f  συνεχίζει να είναι συνεχής, δεν είναι όμως παραγωγίσιμη, διότι οι παράγωγοι των δύο σκελών της στο x=2  (πλευρικές παράγωγοι) είναι άνισες.  Όπως και προηγουμένως να δείξετε πως η αριστερή είναι ίση με το -12 και η δεξιά είναι 1.

			Τέλος, η  f  είναι ασυνεχής στο σημείο x=4 και, προφανώς, δεν είναι παραγωγίσιμη στο σημείο αυτό.

			◊

			3.1.16 Εξίσωση της ευθείας που εφάπτεται σε ένα σημείο καμπύλης

			Πρόκειται για ένα εύκολο μα και αγαπητό πρόβλημα: Δίνεται η συνάρτηση f(x) και ζητείται η εξίσωση της ευθείας που εφάπτεται στην καμπύλη της f, σε κάποιο σημείο x0 του πεδίου ορισμού της f. Η μέθοδος της λύσης είναι απλή:

			Εάν η εξίσωση της ευθείας είναι η ε:y=ax+b, τότε χρειαζόμαστε δύο εξισώσεις που να αφορούν στις άγνωστες παραμέτρους a και b, έτσι ώστε να φθάσουμε σε ένα σύστημα δύο εξισώσεων με τις δύο αυτές άγνωστες παραμέτρους.  Τα δεδομένα που έχουμε:

			1.	Η κλίση της ευθείας ε είναι ίση με την κλίση της συνάρτησης f στο σημείο x0. Επομένως θα έχουμε: [image: ]

			2.	Γνωρίζουμε ένα σημείο από το οποίο διέρχεται υποχρεωτικά η ε και αυτό είναι το σημείο επαφής με το γράφημα της f, οπότε:  

			[image: ]

			Παράδειγμα: Να υπολογισθεί η εξίσωση της ευθείας ε, η οποία εφάπτεται στο γράφημα της συνάρτησης y=ημ(x), στο σημείο x=π.

			Λύση: Παρατηρώντας το επόμενο γράφημα, το οποίο περιγράφει το πρόβλημα, καταλήγουμε πως οι τιμές που περιμένουμε για τις παραμέτρους a και b της ευθείας ε είναι:

			[image: ]

			Εικόνα 3.9  Γράφημα της συνάρτησης f(x)=ημx  και της ευθείας ε

			•	Το a περιμένουμε να είναι ίσο με το -1, διότι η ευθεία είναι φθίνουσα και «φαίνεται» να είναι παράλληλη με τη 2η διχοτόμο του Καρτεσιανού συστήματος y=-x.  Αυτό σημαίνει πως εκτιμούμε πως η γωνία που σχηματίζεται ανάμεσα στον θετικό ημιάξονα των x και την ευθεία ε είναι περίπου ίση με φ=-45ο (Προσοχή! Μια τέτοια εκτίμηση μπορεί να είναι εντελώς λανθασμένη, εάν οι δύο άξονες δεν έχουν την ίδια κλίμακα!).

			•	Το b θα είναι λίγο μεγαλύτερο από το 3, μια και στο σημείο αυτό η ευθεία τέμνει τον κατακόρυφο άξονα (Προσοχή και πάλι! Αυτό συμβαίνει μόνο στα γραφήματα όπου οι δύο άξονες τέμνονται στο σημείο (0,0)).

			Ας τα υπολογίσουμε:

			[image: ]

			[image: ]

			Επομένως η εξίσωση της ζητούμενης ευθείας είναι: 

			ε: y=-x+π

			◊

			Άσκηση: Έστω α[image: ]R και έστω η συνάρτηση 

			[image: ]. 

			α) Για ποιες τιμές του α η f είναι συνεχής στο x0=0;

			β) Για ποιες τιμές του α η f είναι παραγωγίσιμη στο x0=0;

			(Απ: α) [image: ]β) 2)

			◊

			Άσκηση: Να υπολογισθεί η εξίσωση της ευθείας ε, η οποία εφάπτεται στο γράφημα του κύκλου x2+y2=1, στο σημείο x0=0.5

			(Απ: [image: ] )

			◊

			3.2 Παράγωγοι Ανώτερης Τάξης – Θεμελιώδη Θεωρήματα

			3.2.1 Παράγωγοι Ανώτερης Τάξης

			Η παράγωγος της παραγωγίσιμης συνάρτησης  f(x) (που ονομάστηκε και πρώτη παράγωγος της f) είναι μία νέα συνάρτηση (η f ’(x)), η οποία μπορεί να ξαναπαραγωγισθεί.  Η πρώτη παράγωγος της πρώτης παραγώγου της f  λέγεται δεύτερη παράγωγος ή παράγωγος δεύτερης τάξης της f  και είναι επίσης μία νέα συνάρτηση.   Ισχύουν οι συμβολισμοί:

			[image: ]

			Στην ιδιαίτερη περίπτωση παραγώγισης μιας συνάρτησης με μεταβλητή το χρόνο, αντικαθιστούμε, στον συμβολισμό, τους δύο τόνους με δύο τελείες, πάνω από το γράμμα της συνάρτησης:

			[image: ]

			Είναι προφανές πως και στον υπολογισμό της δεύτερης παραγώγου ισχύουν οι τύποι και οι ιδιότητες παραγώγισης, όπως αναφέρθηκαν στο κεφάλαιο της πρώτης παραγώγου.

			Όμοια, από την δεύτερη παράγωγο της συνάρτησης f  προκύπτουν και οι επόμενης τάξης παράγωγοι: 

			[image: ]

			όπου παρατηρούμε πως για το συμβολισμό των παραγώγων μεγαλύτερης τάξης της τρίτης δεν χρησιμοποιούνται τόνοι, αλλά αναγράφεται στον εκθέτη η τάξη παραγώγισης, μέσα σε μία παρένθεση (αλλιώς θα ήταν o κλασσικός εκθέτης).

			Παράδειγμα 1o: Να βρεθεί η τρίτη παράγωγος της συνάρτησης [image: ].

			Λύση: Δεν είναι δυνατόν να υπολογισθεί άμεσα η τρίτη παράγωγος της f.  Είμαστε υποχρεωμένοι να υπολογίσουμε όλες τις παραγώγους προηγούμενης τάξης:

			[image: ]

			◊

			Παράδειγμα 2o: Να βρεθεί η δεύτερη παράγωγος της συνάρτησης που ορίζεται πεπλεγμένα από τη  σχέση: 

			[image: ]

			Λύση:

			[image: ]

			όπου θα μπορούσαμε στην θέση του y’  να θέσουμε το ίσο του, που υπολογίσαμε στην πρώτη παραγώγιση.   Συχνά όμως το αφήνουμε στη μορφή αυτή. 

			◊

			Παράδειγμα 3o: Να βρεθεί η δεύτερη παράγωγος της συνάρτησης του κύκλου με ακτίνα 2, που ορίζεται με παραμετρικές εξισώσεις:  [image: ].

			Λύση: Όπως είδαμε, η πρώτη παράγωγος της συνάρτησης αυτής είναι η:

			[image: ]

			την οποία πρέπει να παραγωγίσουμε και πάλι ως προς x:

			[image: ]

			Αν θέλαμε να ερμηνεύσουμε το τελευταίο σκέλος της προηγούμενης ισότητας θα λέγαμε πως «αφού παραγωγίσουμε ως προς t, σαν κλάσμα το 

			[image: ]

			(οπότε η παράγωγος dx/dt στον παρονομαστή θα υψωθεί στο τετράγωνο) θα το πολλαπλασιάσουμε και με το

			[image: ]

			 με αποτέλεσμα ο παρονομαστής να υψωθεί εις την τρίτη».   Επομένως καταλήγουμε στον τελικό τύπο:

			[image: ]

			Ας δούμε όλα αυτά στην πράξη:

			[image: ]

			και

			[image: ]

			◊

			3.2.2  Φυσική Ερμηνεία της Δεύτερης Παραγώγου

			Στο ξεκίνημα του κεφαλαίου των παραγώγων είδαμε πως η συνάρτηση s=s(t) μπορεί να θεωρηθεί σαν η συνάρτηση που δίνει την θέση s ενός κινητού, που κινείται πάνω σε μία ευθεία (εδώ ο κατακόρυφος άξονας)  και η οποία ονομάστηκε «συνάρτηση θέσης του κινητού». Επίσης είδαμε πως η πρώτη της παράγωγος είναι μία νέα συνάρτηση, που σε κάθε χρονική στιγμή t δίνει την στιγμιαία ταχύτητα του κινητού. 

			[image: ]

			Εικόνα 3.10 Συνάρτηση θέσης του κινητού

			Τώρα μπορούμε να πούμε πως η δεύτερη παράγωγος του κινητού δίνει την «στιγμιαία ταχύτητα, με την οποία μεταβάλλεται η ταχύτητα του κινητού».   Δηλαδή, η δεύτερη παράγωγος του κινητού ορίζει την συνάρτηση της ταχύτητας της ταχύτητας του κινητού και η οποία στη φυσική λέγεται «Επιτάχυνση».

			Παράδειγμα: Στη Φυσική του Λυκείου αναφέρεται πως η κίνηση ενός σώματος που εκτελεί ελεύθερη πτώση, ξεκινώντας από τη θέση s0 και έχοντας αρχική ταχύτητα v0, περιγράφεται από τη σχέση:

			[image: ]

			όπου ο άξονας s αυξάνεται προς τα πάνω (άρα έχει αντίθετη φορά από την επιτάχυνση της βαρύτητας).  Στη συνέχεια θα προσπαθήσουμε να δείξουμε πως η σταθερά g είναι η σταθερά της γήινης βαρύτητας.  Παραγωγίζοντας δύο φορές την συνάρτηση θέσης έχουμε:

			[image: ]

			Επομένως, η συνάρτηση που εξέφραζε τη θέση του κινητού, περιέγραφε μία κίνηση η οποία έχει στον πυρήνα της μία σταθερή επιτάχυνση (g), την επιτάχυνση της Βαρύτητας.

			◊

			Άσκηση: Nα βρεθεί η [image: ](x) (αν υπάρχει) και η [image: ](-1)  για την συνάρτηση  f(x)=[image: ]

			(Απ: α) f(x)=[image: ] β) f(x)=[image: ])

			◊

			Άσκηση: Αν [image: ] να δείξετε ότι: [image: ].

			◊

			Άσκηση: Έστω η συνάρτηση f(x) = eαx 

			α) Να βρείτε τις f ΄, f ΄΄ 

			β) Να βρείτε το α ∈ ℝ , ώστε να ισχύει f ΄΄(x) + 2f ΄(x) =3f(x)

			(Απ: α) αeαx, α2eαx β) – 3, 1)

			◊

			Άσκηση: Δίνεται η συνάρτηση [image: ]. Να υπολογίσετε την τιμή του α, ώστε να ισχύει η σχέση:   [image: ]

			(Απ: - 3)

			◊

			Άσκηση: Να βρεθεί η παράγωγος n-τάξης της συνάρτησης f(x)=ημx.

			(Απ: Εξαρτάται από το υπόλοιπο της διαίρεσης n/4)

			◊

			Άσκηση: Να βρεθεί η δεύτερη παράγωγος της πεπλεγμένης συνάρτησης y που ορίζεται από την εξίσωση [image: ].

			(Απ: [image: ])

			◊

			Άσκηση: Να βρεθεί η παράγωγος n-τάξης της συνάρτησης f(x)=ln(1+x).

			(Απ: [image: ])

			◊

			Άσκηση: Να υπολογιστεί η δεύτερη παράγωγος των συναρτήσεων y=f(x) που ορίζεται παραμετρικά από τις εξισώσεις       

			α) [image: ]         β) [image: ]

			(Απ: α) – 4t 2 – t+8 β) 0)

			◊

			Άσκηση: Για κάθε μία από τις παρακάτω συναρτήσεις να υπολογιστεί η [image: ] αν 

			α) [image: ] και [image: ]           β) [image: ] και [image: ]           γ) [image: ] και  [image: ]

			δ) [image: ] και [image: ]                 ε) [image: ] και [image: ]             

			(Απ: α) [image: ]β) 1/12t γ) [image: ] δ) [image: ]ε) [image: ])

			◊

			Άσκηση: Να βρεθεί η n-οστή παράγωγος των συναρτήσεων 

			α) [image: ]                   β) [image: ]                   γ) [image: ]              ε) [image: ]

			◊

			Άσκηση: Αν [image: ] δείξτε ότι:  [image: ]

			◊

			3.2.3  Το Θεώρημα της Μονοτονίας

			Υποθέτουμε πως η συνάρτηση f είναι συνεχής και παραγωγίσιμη, σε μία περιοχή ενός σημείου x0.  Το Θεώρημα της Μονοτονίας περιγράφεται από τις φράσεις: 

			«Εάν η παράγωγος f ’(x0) είναι θετική, τότε η συνάρτηση  f  είναι αύξουσα και αντίστροφα, αν η συνάρτηση  f  είναι αύξουσα, τότε η παράγωγος f ’(x0) είναι θετική. 

			Αντίθετα, εάν η παράγωγος f ’(x0) είναι αρνητική, τότε η συνάρτηση  f  είναι φθίνουσα και αντίστροφα».  

			Η μαθηματική η έκφραση του Θεωρήματος αυτού είναι η:

			[image: ] η f είναι αύξουσα στο x0 και

			[image: ]  η f είναι φθίνουσα στο x0 

			[image: ]

			Εικόνα 3.11 Θεώρημα μονοτονίας

			Η «απόδειξη» στηρίζεται στον ορισμό της παραγώγου: 

			[image: ]

			στον οποίο παρατηρούμε πως εάν 

			[image: ], 

			τότε (με δεδομένο πως το Δx>0) η συνάρτηση θα είναι αύξουσα, διότι ο αριθμητής θα είναι δετικός:

			  [image: ].  

			Στο ίδιο αποτέλεσμα οδηγούμαστε αν επιλέξουμε Δx<0, οπότε και ο αριθμητής πρέπει να είναι αρνητικός.

			Η φυσική ερμηνεία του Θεωρήματος μπορεί να αποδοθεί από τη φράση: Όταν βαδίζουμε σε ανώμαλο δρόμο, κάθε φορά που ανηφορίζουμε ο δρόμος έχει θετική κλίση (αυξάνεται το υψόμετρο της θέσης μας), ενώ όταν κατηφορίζουμε ο δρόμος έχει αρνητική κλίση.  Αντίστροφα, όταν βαδίζουμε σε ανώμαλο δρόμο με θετική κλίση, τότε ανηφορίζουμε, ενώ όταν ο δρόμος έχει αρνητική κλίση, κατηφορίζουμε.

			Παράδειγμα: Να εξεταστεί ως προς την μονοτονία η συνάρτησης:  [image: ].

			Λύση: Για να καθοριστεί η μονοτονία της  f  θα πρέπει να μελετηθεί ως προς το πρόσημό της η πρώτη της παράγωγος:

			[image: ]

			Για να καθορίσουμε το πρόσημο της f ’  θα πρέπει να υπολογισθούν οι πραγματικές της ρίζες:

			[image: ]

			Παρατηρούμε πως η  f ’ είναι θετική στο διάστημα [image: ], όπου η αρχική συνάρτηση θα είναι αύξουσα και αρνητική στο διάστημα [image: ], όπου η αρχική συνάρτηση θα είναι φθίνουσα.  

			[image: ]

			Εικόνα 3.12  Η γραφική παράσταση των συναρτήσεων f  και  f ‘

			◊

			3.2.4 Το Θεώρημα του Rolle

			Ορισμός. Έστω η συνάρτηση  f(x) για την οποία ισχύουν:

			•	η  f(x) είναι συνεχής στο κλειστό διάστημα [α,b]

			•	η  f(x) είναι παραγωγίσιμη στο ανοικτό διάστημα (α,b)

			•	f(a)= f(b)

			Τότε υπάρχει τουλάχιστον ένα σημείο [image: ] για το οποίο ισχύει η ισότητα:  [image: ]

			Η γεωμετρική ερμηνεία του Θεωρήματος του Rolle είναι η εξής: Υπάρχει ένα τουλάχιστον σημείο  ξ[image: ](α,β) στο οποίο η ευθεία που εφάπτεται στο γράφημα της f (Cf) να είναι παράλληλη με τον άξονα x’x. Το συμπέρασμα αυτό παρουσιάζεται στο επόμενο γράφημα, όπου γίνεται φανερή η λογική με την οποία επιλέγεται το σημείο ξ του θεωρήματος.  

			[image: ]

			Εικόνα 3.13 Θεώρημα  του Rolle

			Παρατηρούμε πως στο εν λόγω σημείο έχουμε:

			 [image: ]

			Στα επόμενα σχήματα παρατηρούμε τον λόγο όπου το Θεώρημα δηλώνει πως μπορούν να υπάρξουν περισσότερα του ενός ξ,  και το γιατί στις προϋποθέσεις του Θεωρήματος αρκεί η παραγωγισιμότητα στο ανοικτό διάστημα (α,b), αλλά απαιτείται η συνέχεια στο κλειστό διάστημα [α,b].

			[image: ]

			Εικόνα 3.14 Μηδενισμός της παραγώγου σε πολλαπλά σημεία

			[image: ]

			Εικόνα 3.15 Μη παραγωγισιμότητα και ασυνέχεια 

			Στο 2ο γράφημα (3.15) παρατηρούμε πως η μη παραγωγισιμότητα της συνάρτησης f  στο σημείο a,  δεν θέτει πρόβλημα ισχύος του Θεωρήματος του Rolle  ενώ, αντίθετα, η μη συνέχεια στο σημείο b επιτρέπει την ύπαρξη συνάρτησης, όπου το Θεώρημα δεν ισχύει.

			Παράδειγμα: Να εξεταστεί ως προς την μονοτονία και την ισχύ του Θεωρήματος του Rolle η συνάρτηση:  [image: ].

			Λύση: Για να καθοριστεί η μονοτονία της f  θα πρέπει να μελετηθεί ως προς τις ρίζες και το πρόσημό της η πρώτη της παράγωγος:

			[image: ]

			Επομένως οι τρεις ρίζες της παραγώγου είναι:  ρ1=0  και  ρ2,3=2 (διπλή).  Η διερεύνηση του προσήμου της παραγώγου διευκολύνεται από τον επόμενο πίνακα:
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			Παρατήρηση: Το πρόσημο που διατηρεί μια συνάρτηση στο διάστημα που ορίζεται από δύο διαδοχικές πραγματικές ρίζες, υπολογίζεται (και) με τον υπολογισμό της τιμής της συνάρτησης (εδώ της πρώτης παραγώγου) σε μία, οποιαδήποτε, τιμή του διαστήματος αυτού.   Έτσι, έχουμε για παράδειγμα πως  

			f ’ (-1)=-108<0

			Επίσης, να παρατηρήσουμε πως το πρόσημο της f ‘ δεν μεταβάλλεται εκατέρωθεν της ρίζας x=2 και αυτό γιατί η ρίζα ρ=2 είναι διπλή ρίζα της f ‘.

			Γραφική παράσταση:

			[image: ]

			Εικόνα 3.16 Γράφημα της συνάρτησης f(x)

			Παρατηρούμε πως το Θεώρημα του Rolle εποβεβαιώνεται για το σημείο x=0.  Όμως παρατηρούμε πως η πρώτη παράγωγος μηδενίζεται και στο σημείο x=2, χωρίς να υπάρχουν (με προφανή τρόπο) οι προϋποθέσεις του Θεωρήματος. Όπως είπαμε ήδη, η μονοτονία της f(x) δεν μεταβάλλεται, διότι η ρίζα ρ είναι διπλή ρίζα της f ‘. Όμως γι’ αυτό θα μιλήσουμε αργότερα με τρόπο εκτενέστερο.

			◊

			Άσκηση: Να εφαρμόσετε το θεώρημα του Rolle στη συνάρτηση [image: ] που είναι ορισμένη στο διάστημα [-2,0].

			Άσκηση: Να αποδείξετε ότι υπάρχει σημείο της γραφικής παράστασης της συνάρτησης 

			f(x)=ex(x2-1)ημx, με τετμημένη ξ[image: ](-1,1), στο οποίο η εφαπτομένη είναι παράλληλη στον άξονα x’x.

			◊

			Άσκηση: Να εφαρμόσετε το θεώρημα του Rolle στη συνάρτηση f: [-1,3][image: ]R, όπου f(x)=x3-4x2+x+11 [image: ].

			◊

			Άσκηση: Βρείτε τα διαστήματα στα οποία βρίσκονται οι ρίζες της παραγώγου της συνάρτησης 

			f(x)=x(x-1)(x-2)(x-3)(x-4)(x-5)  χωρίς να υπολογιστεί η παράγωγος.

			◊

			3.2.5 Το Θεώρημα της Μέσης Τιμής (ΘΜΤ)

			Ορισμός. Έστω η συνάρτηση  f(x) για την οποία ισχύουν:

			•	η  f(x) είναι συνεχής στο κλειστό διάστημα [α,b] και

			•	

			•	η  f(x) είναι παραγωγίσιμη στο ανοικτό διάστημα (α,b)

			τότε υπάρχει τουλάχιστον ένα σημείο [image: ] για το οποίο ισχύει η ισότητα:  

			[image: ]

			◊

			Η γεωμετρική ερμηνεία του Θεωρήματος της Μέσης Τιμής είναι η εξής: Υπάρχει ένα τουλάχιστον σημείο  ξ[image: ](α,β) στο οποίο η ευθεία εξ που εφάπτεται στο γράφημα της f (Cf) να είναι παράλληλη προς την ευθεία ε, που διέρχεται από τα σημεία (α,f(α)) και (β,f(β)) και παρουσιάζεται στο επόμενο γράφημα, όπου γίνεται φανερή η λογική με την οποία επιλέγεται το σημείο ξ του θεωρήματος.  

			[image: ]

			Εικόνα 3.17 Θεώρημα Μέσης Τιμής

			Πράγματι, το κλάσμα [image: ] ισούται με την κλίση του ευθύγραμμου τμήματος που ενώνει τα σημεία (a,f(a)) και  (b,f(b)) (δηλαδή με την κλίση της ευθείας ε στο γράφημα). Άρα το ΘΜΤ εξασφαλίζει την ύπαρξη ενός τουλάχιστον σημείου ξ, στο οποίο η κλίση της συνάρτησης είναι ίση με την κλίση του ευθύγραμμου τμήματος που ενώνει τα δύο άκρα της καμπύλης (επομένως οι ευθείες ε και εξ είναι παράλληλες).

			Η εξήγηση για το 

			•	γιατί μπορούν να υπάρξουν περισσότερα του ενός ξ,  και το 

			•	γιατί στις προϋποθέσεις του Θεωρήματος αρκεί η παραγωγισιμότητα στο ανοικτό διάστημα (α,b), αλλά απαιτείται η συνέχεια στο κλειστό διάστημα [α,b]

			είναι παρόμοια με το προηγούμενο Θεώρημα (Rolle).

			Η φυσική ερμηνεία του ΘΜΤ είναι απλή:  Ένα αυτοκίνητο που σε μία ώρα διανύει 100 Κm και ως εκ τούτου έχει μέση ταχύτητα Vμέση=100 Km/h, θα έχει τουλάχιστον μία χρονική στιγμή tξ και σαν στιγμιαία ταχύτητα τα 100 Km/h  (V(tξ)=Vμέση).

			Συνέπειες του θεωρήματος μέσης τιμής 

			1η) Αν μια συνάρτηση f είναι: 

			•	συνεχής σε ένα διάστημα 

			•	f ‘ (x) = 0 για κάθε εσωτερικό σημείο του Δ. 

			τότε η f είναι σταθερή σε όλο το διάστημα Δ. 

			2η) Αν δυο συναρτήσεις f και g 

			•	είναι συνεχείς σε ένα διάστημα Δ και 

			•	f ‘(x) = g’(x) για κάθε εσωτερικό σημείο x του Δ, 

			τότε υπάρχει σταθερά c τέτοια ώστε για κάθε x[image: ]Δ να ισχύει: f(x) = g(x) + c (δηλαδή οι δύο συναρτήσεις διαφέρουν κατά μία σταθερά, όντας «παράλληλες»).

			Παράδειγμα: Δίνεται η συνάρτηση  f(x)=x3 στο διάστημα [-1,1]. 

			α) Να βρεθούν όλα τα σημεία ξj τα οποία επαληθεύουν το ΘΜΤ.

			β) Να υπολογισθεί η εξίσωση των ευθειών που εφάπτονται στην καμπύλη της f  στα σημεία ξj του προηγούμενου ερωτήματος.

			γ) Να γίνει η γραφική παράσταση.

			Λύση:

			α) Αρχικά πρέπει να υπολογισθεί η εξίσωση (και άρα ο συντελεστής διεύθυνσης – κλίση) της ευθείας που ενώνει τα δύο άκρα της καμπύλης στο δοσμένο διάστημα:  

			Οι συντεταγμένες των άκρων:

			(-1,f(-1)), (1,f(1))   επομένως   (-1,-1) και (1,1)

			Η κλίση k της ευθείας ε:

			[image: ]

			β) Υπολογισμός των ξj:

			[image: ]

			Εικόνα 3.18 Γράφημα της συνάρτησης f(x) και της ευθείας που ενώνει τα άκρα της

			Αναζητούμε τα σημεία x για τα οποία η παράγωγος της συνάρτησης f  είναι ίση με την κλίση της ευθείας ε:

			[image: ]

			γ) Οι εξισώσεις των δύο εφαπτόμενων ευθειών:

			1) Η πρώτη ευθεία (ε1) έχει συντελεστή διεύθυνσης α=1 (όπως και η δεύτερη ευθεία ε2), ενώ διέρχεται  από το σημείο:

			[image: ]

			Αντικαθιστώντας στην εξίσωση της ευθείας  ε1: y=1x+b υπολογίζουμε την τιμή του  b:

			[image: ]

			και η εξίσωση είναι:   [image: ]

			2) Η δεύτερη ευθεία (ε2) έχει συντελεστή διεύθυνσης α=1, ενώ διέρχεται  από το σημείο:

			[image: ]

			Αντικαθιστώντας στην εξίσωση της ευθείας  ε1: y=1x+b υπολογίζουμε την τιμή του  b:

			[image: ]

			και η εξίσωση είναι:   [image: ]

			δ) Γραφική παράσταση

			[image: ]

			Εικόνα 3.19 Εφαρμογή του Θεωρήματος Μέσης Τιμής στην f(x)

			◊

			Άσκηση: Να δείξετε ότι η συνάρτηση f(x) = x3+1 ικανοποιεί τις υποθέσεις του Θ.Μ.Τ. στο διάστημα [1,2] και να βρεθούν οι τιμές του ξ που ικανοποιούν το Θ.Μ.Τ. στο διάστημα αυτό.

			(Απ: [image: ])

			◊

			Άσκηση: Δίνεται η συνάρτηση  f  με  [image: ]. Να βρείτε αριθμό [image: ], που ικανοποιεί το συμπέρασμα του θεωρήματος μέσης τιμής για την f .

			(Απ: [image: ])

			◊

			Άσκηση: Δίνεται η συνάρτηση f(x) = x3 στο διάστημα [-2,2]. Να βρεθούν οι τιμές του ξ που ικανοποιούν το Θ.Μ.Τ. στο διάστημα αυτό.

			(Απ: [image: ])

			◊

			Άσκηση: Δίνεται η  συνάρτηση  [image: ] , [image: ]. Να βρείτε  αριθμό [image: ], που ικανοποιεί το συμπέρασμα του θεωρήματος μέσης τιμής για την f .

			(Απ: [image: ])

			◊

			Άσκηση: Να εξετάσετε ποιες από τις παρακάτω συναρτήσεις ικανοποιούν τις υποθέσεις του θεωρήματος Μέσης Τιμής στο διάστημα που αναφέρεται, και στη συνέχεια για εκείνες που ισχύει, να βρείτε όλα τα ξ ∈(α, β )  για τα οποία ισχύει [image: ] 

			α) [image: ], στο [0,4] 

			β) [image: ] στο[image: ]

			γ) [image: ],  στο [-3,2]

			(Απ: α) 2 β) κπ/2 γ) [image: ])

			3.2.6  Το Θεώρημα (Κανόνας) του De l’ Hopital

			Ο κανόνας του De l’ Hopital  αποτελεί ένα ισχυρότατο εργαλείο στον υπολογισμό ορίων, όπου εμφανίζεται απροσδιόριστη μορφή.  Στη γενική περίπτωση ονομάζουμε απροσδιόριστη μορφή όταν, κατά τη διαδικασία υπολογισμού ενός ορίου, εμφανίζονται οι παρακάτω περιπτώσεις:

			[image: ]

			Ορισμός: Εάν για τις συναρτήσεις  f(x)  και  g(x)  ισχύουν οι προϋποθέσεις:

			•	οι συναρτήσεις  f  και  g  είναι παραγωγίσιμες σε μια περιοχή του σημείου x0,

			•	f(x0)= g(x0)=0     ή     [image: ]

			τότε ισχύει η παρακάτω ισότητα:

			[image: ]

			εφόσον υπάρχει το δεύτερο όριο.

			◊

			Παρατηρήσεις:

			1η) Στην περίπτωση της απροσδιόριστης μορφής  [image: ] υπάρχει η δυνατότητα υπαγωγής στον κανόνα του De l’ Hopital, μέσω της πράξης:

			[image: ]

			2η) Εάν, μετά την υλοποίηση του κανόνα του De l’ Hopital, εμφανιστεί πάλι απροσδιόριστη μορφή και ισχύουν οι προϋποθέσεις του κανόνα για το κλάσμα  [image: ], τότε ο κανόνας επαναλαμβάνεται.

			3η) Ο κανόνας του De l’ Hopital εφαρμόζεται και στην περίπτωση που συναντάται απροσδιόριστη μορφή, όταν η μεταβλητή τείνει στο άπειρο.

			Παράδειγμα 1ο: Να υπολογισθεί το όριο:   [image: ]

			Λύση:

			[image: ]

			◊

			Παράδειγμα 2ο: Να υπολογισθεί το όριο:   [image: ]

			Λύση:

			[image: ]

			Παρατηρούμε πως φθάσαμε σε ένα όριο που δεν έχει απροσδιόριστη μορφή κι επομένως πρέπει να λυθεί με τα όσα ειπώθηκαν στην παράγραφο του Ορίου Συνάρτησης.  Στη συγκεκριμένη περίπτωση θα διαπιστώσουμε πως έχουμε πλευρικά όρια διαφορετικά,  οπότε δεν υπάρχει το κεντρικό όριο:

			[image: ]

			◊

			Παράδειγμα 3ο: Να υπολογισθεί το όριο:

			 [image: ]

			Λύση:

			  [image: ]

			◊

			Άσκηση: Να υπολογιστούν τα παρακάτω όρια:                     

			α) [image: ]       β) [image: ]       γ) [image: ]       δ) [image: ]      ε) [image: ]

			στ) [image: ]     ζ)  [image: ]           η) [image: ]               θ) [image: ]

			(Απ: α) 1/2 β) 1/6 γ) 2 δ) 1 ε) 0 στ) 1 ζ) 1 η) 1/2 θ) 1 )

			◊

			Άσκηση: Να βρεθούν τα όρια:                

			α) [image: ]               β) [image: ]             γ)  [image: ]                 δ) [image: ]

			ε) [image: ]            στ) [image: ]           ζ)  [image: ]               η) [image: ]

			(Απ: α) 3/5 β) [image: ] γ) 4 δ) 1/8 ε) (β2-α2)/2 στ) 1/2 ζ) 0 η) 1 )

			◊

			Άσκηση: Να βρεθούν τα όρια:                

			α) [image: ]       β) [image: ]         γ) [image: ]              δ) [image: ]      

			ε) [image: ]             στ) [image: ]        ζ) [image: ]    η) [image: ]

			(Απ: α) 12 β) 2/e γ) –1 δ) 3/2 ε) [image: ] στ) 1 ζ) 1/3 η) 0 )

			◊

			Άσκηση: Αν [image: ] να βρείτε την τιμή του α.

			(Απ: 2)

			◊

			Άσκηση: Να βρεθούν τα όρια:             

			α) [image: ]               β) [image: ]           γ)  [image: ]                   δ) [image: ]

			ε) [image: ]               στ) [image: ]            ζ)  [image: ]           η) [image: ]

			(Απ: α) 1 β) 0 γ) 0 δ) [image: ] ε) 0 στ) 2 ζ) 0 η) 3)

			◊

			Άσκηση: Να βρεθούν τα όρια:             

			α) [image: ]                             β)  [image: ]                              γ) [image: ]        

			δ) [image: ]                ε) [image: ]                          

			(Απ: α) 1 β)[image: ] γ) 0 δ) [image: ] ε) 1/4 )

			◊

			Άσκηση: Να υπολογιστούν τα όρια:

			α) [image: ]           β) [image: ]           γ)  [image: ]                   δ) [image: ]

			ε) [image: ]                 στ) [image: ]          ζ)  [image: ]                 η) [image: ]

			(Απ: α) 1 β) 2 γ) 0 δ) 1 ε) 0 στ) 1 ζ) 1 η) 1 )

			3.2.7  Το Διαφορικό Συνάρτησης

			Μία πρακτική εξήγηση της σχέσης του διαφορικού μιας παραγωγίσιμης συνάρτησης προκύπτει από τη θεώρηση του συμβολισμού df/dx σαν ένα κλάσμα, με αποτέλεσμα να μπορεί να λάβει μέρος σε αλγεβρικές πράξεις.   Τότε μπορούμε να γράψουμε τη σχέση:

			[image: ]

			Ορισμός: Εάν η συνάρτηση  f  είναι παραγωγίσιμη, τότε ονομάζουμε Διαφορικό της συνάρτησης  f  το γινόμενο της πρώτης παραγώγου της  f , επί το διαφορικό της μεταβλητής της συνάρτησης.

			◊

			Γεωμετρική ερμηνεία του Διαφορικού

			Έστω η συνάρτηση  f(x). Υπολογίζουμε την παράγωγό της στο σημείο xo και χαράζουμε την ευθεία ε που εφάπτεται στην f(x) στο σημείο (xo,f(xo)) κι έχει κλίση  κ0 = f ’(xo).  Χαράζουμε τώρα ένα νέο σύστημα αξόνων με κέντρο το σημείο (xo,f(xo)), με τον άξονα dx παράλληλο μ’ αυτόν των x  και τον άξονα dy παράλληλο με τον αντίστοιχο των y.  

			[image: ]

			Εικόνα 3.20 Το Διαφορικό της συνάρτησης f(x)

			Παρατηρώντας το προηγούμενο σχήμα (3.20) αντιλαμβανόμαστε πως όταν από το «κεντρικό» σημείο (xo,f(xo)) μεταβαίνουμε σε ένα διπλανό (xo+dx,f(xo+dx)), τότε στον άξονα Οdx μετριέται η οριζόντια απόσταση του νέου σημείου από τα παλιό, ενώ στον άξονα Ody μετριέται η αντίστοιχη κατακόρυφη απόσταση.  Αξίζει να παρατηρήσουμε πως οι τιμές dx και dy μπορεί να είναι αρνητικές, όταν το νέο σημείο βρίσκεται αριστερότερα ή χαμηλότερα από το παλιό.

			Στο νέο σύστημα αξόνων, η εξίσωση της ευθείας ε είναι η σχέση με την οποία ορίστηκε η έννοια του διαφορικού της συνάρτησης f , στο σημείο x0:

			dy = f ’(xo)dx

			όπου στον άξονα dx μετριέται η μεταβολή στα x (με κέντρο το xo) , ενώ στον  dy η μεταβολή της τιμής της συνάρτησης  y (με κέντρο το yo).

			Ερμηνεύοντας αλγεβρικά και γεωμετρικά τη σχέση  df (x)= f ’(x)dx  θα λέγαμε πως:

			Το  διαφορικό προσεγγίζει  την μεταβολή της  τιμής  της συνάρτησης f(x), όταν περνούμε  από το σημείο xo  σε  κάποιο διπλανό, το  xo+dx.  Μόνο που τη μεταβολή της τιμής δεν την υπολογίζει από την καμπύλη της συνάρτησης, αλλά από την ευθεία που εφάπτεται στο (κεντρικό) σημείο (xo,yo)  [όπου yo= f(xo)]. Προφανώς ο υπολογισμός αυτός είναι προσεγγιστικός και ισχύει για μικρές τιμές του dx.   Έτσι η σχέση του διαφορικού «διαβάζεται»:

			Η μεταβολή της τιμής της συνάρτησης f (x), όταν περνούμε από το σημείο x στο σημείο x+dx, δίνεται, προσεγγιστικά, από το γινόμενο της παραγώγου της f (στο κεντρικό σημείο) με το ποσό της μεταβολής του x (dx). 

			Είναι φανερό πως εάν ζητείται η νέα τιμή στο σημείο xo+dx, αυτή ισούται με το άθροισμα της παλιάς τιμής με τη διαφορά dy:

			f(xo+dx) = f(xo) + dy = f(xo) + f ’(xo)dx

			Παράδειγμα 1o:  Να υπολογισθεί προσεγγιστικά, με τη βοήθεια του διαφορικού η τιμή   y = [image: ]. 

			Λύση: 

			α) Ορισμός της κατάλληλης συνάρτησης:

			Η μορφή της παράστασης, μας οδηγεί στη συνάρτηση:    y=f(x)=[image: ].  

			β) Το διαφορικό της γράφεται:  

			[image: ]

			γ) Ορισμός του κατάλληλου κεντρικού σημείου:

			Το κεντρικό σημείο στο οποίο θα καθορίσουμε την τιμή της παραγώγου (και του διαφορικού), είναι ένα σημείο βολικό στον υπολογισμό της τιμής των δύο ριζικών (συνάρτησης και παραγώγου) και ταυτόχρονα πολύ κοντά στο x που μας ενδιαφέρει:  26,82.  Προφανώς πρόκειται για το σημείο  xo=27:

			δ) Υπολογισμός του διαφορικού στο κεντρικό σημείο:

			[image: ]

			ε) Υπολογισμός της προσεγγιστικής τιμής του Δy:

			Η τιμή του dx ισούται με την απόσταση του σημείου x=26,82  και του κεντρικού σημείου  xo = 27:

			dx = 26,82 – 27 = -0,18		οπότε

			[image: ]

			Αξίζει να παρατηρήσουμε πως η τιμή της μεταβολής dx μπορεί να είναι και αρνητική (όπως συμβαίνει και στο τρέχον παράδειγμα).   

			στ) Τελικός υπολογισμός

			Προφανώς η τιμή του   y = [image: ]  υπολογίζεται εάν στην τιμή της συνάρτησης στο κεντρικό σημείο (xo=27) προστεθεί η μεταβολή της τιμής της συνάρτησης dy.  Έχουμε λοιπόν:

			[image: ] = f(26,82) = f(27) + dy = 3 – 0,0066667 = 2,993333

			αντί του ακριβούς

			y = [image: ] = 2,993318

			◊

			Άσκηση: Έστω η συνάρτηση  y=f(x)=ημx.  Να υπολογισθεί η τιμή του ημ(2.9 rad),  με τη βοήθεια της σχέσης του διαφορικού.

			Υπόδειξη: Διαλέξτε σαν κεντρική τιμή το π.

			(Απ: 0.2392)

			◊

			Άσκηση: Να υπολογιστεί κατά προσέγγιση η τιμή [image: ].

			(Απ: 1.9992)

			◊

			Άσκηση: Δίνεται η συνάρτηση y=ln(1+e10x)+Τοξεφ(e5x). Υπολογίστε την τιμή του διαφορικού στο x=0 και την αύξηση Δy της y προσεγγιστικά αν dx=0,02.

			(Απ: dy=0,11)

			◊

			3.3.  Εφαρμογές του Διαφορικού Λογισμού στη Μελέτη Συναρτήσεων

			Ένας σημαντικός τομέας εφαρμογής του Διαφορικού Λογισμού είναι και η μελέτη των συναρτήσεων.  Στη μελέτη αυτή θα εφαρμοσθούν πολλά από τα πορίσματα που απορρέουν από τα Θεωρήματα του Διαφορικού Λογισμού, όπως αυτά παρουσιάστηκαν στο προηγούμενο κεφάλαιο.

			3.3.1  Συμπεράσματα που εξάγονται για μία συνάρτηση από τις παραγώγους της

			          Ακρότατα και σημεία καμπής

			α) Από την πρώτη παράγωγο (υπολογισμός ακρότατων):

			Στον επόμενο πίνακα έχουμε δεδομένα για τις πραγματικές ρίζες και το πρόσημο της πρώτης παραγώγου μιας συνάρτησης f(x):

			[image: ]

			[image: ]

			Εικόνα 3.21 Συμπεράσματα για το γράφημα μιας συνάρτησης από την πρώτη παράγωγο

			Παρατηρήσεις:

			1η) Ορισμός: Λέμε πως η συνάρτηση  f(x)  παρουσιάζει τοπικό μέγιστο στο σημείο x0, όταν υπάρχει μία περιοχή με κέντρο το x0, της μορφής (x0–ε, x0+ε), για την οποία ισχύει η ανίσωση  f(x)<f(x0), για κάθε x που να ανήκει στην περιοχή αυτή.  Αντίστοιχα, λέμε πως η συνάρτηση  f(x)  παρουσιάζει τοπικό ελάχιστο στο σημείο x0 όταν υπάρχει μία περιοχή με κέντρο το x0, γ ια την οποία ισχύει η ανίσωση  f(x)>f(x0), για κάθε x που να ανήκει στην εν λόγω περιοχή.  Η συνάρτηση  f(x)  παρουσιάζει τοπικό ακρότατο στο σημείο x0, όταν παρουσιάζει στο σημείο αυτό είτε τοπικό μέγιστο, είτε τοπικό ελάχιστο.

			2η) Η παράγωγος f’(x) έχει πραγματικές ρίζες στο ρ1 (στο γράφημα ρ1= –2), στο ρ2 (=0), στο ρ3 (=2)  και στο ρ4 (=4).   

			•	Στο διάστημα ([image: ],–2) το πρόσημο της  f’(x) είναι αρνητικό, με αποτέλεσμα η συνάρτηση f να είναι φθίνουσα σε ολόκληρο το διάστημα.

			•	Στο διάστημα (–2,0) το πρόσημο της  f’(x) είναι θετικό, με αποτέλεσμα η συνάρτηση f να είναι αύξουσα στο διάστημα αυτό.

			•	Από τη στιγμή που η  f  είναι φθίνουσα μέχρι το –2 και αύξουσα μετά από αυτό, συμπεραίνουμε πως στο σημείο αυτό (το –2) η f παρουσιάζει τοπικό ελάχιστο.

			•	Με ανάλογη λογική η f είναι αύξουσα μέχρι το 0 και φθίνουσα μετά από αυτό, με αποτέλεσμα να παρουσιάζει τοπικό μέγιστο στο x=0.

			•	Τέλος, όμοια, η f είναι φθίνουσα μέχρι το 4 και αύξουσα μετά από αυτό, με αποτέλεσμα να παρουσιάζει τοπικό ελάχιστο στο x=4.

			3η) Η περίπτωση της ρίζας ρ3=2 είναι ιδιαίτερη.  Παρόλο που η παράγωγος f’(x) έχει ρίζα στο 2, δεν αλλάζει το πρόσημό της.  Αυτό συμβαίνει γιατί η ρίζα ρ=2 είναι πολλαπλή, άρτιας τάξης (διπλή, τετραπλή κλπ).  Στο σημείο αυτό, ενώ η παράγωγος μηδενίζεται, πράγμα που σημαίνει πως η κλίση της αρχικής συνάρτησης f μηδενίζεται, εντούτοις η μονοτονία δεν μεταβάλλεται, οπότε η συνάρτηση δεν παρουσιάζει ακρότατο.

			4η) Τα σημεία που αποτελούν πραγματικές ρίζες της πρώτης παραγώγου μιας συνάρτησης f ονομάζονται σημεία στάσης. Την εξήγηση του όρου μας την δίνει το επόμενο γράφημα στο οποίο παρουσιάζεται η συνάρτηση θέσης s=s(t).   Η μετακίνηση συμβαίνει στο χρονικό διάστημα (t0,t1), ενώ το κινητό (κινούμενο πάνω στον άξονα S) ξεκινάει από το σημείο s(t0) για να καταλήξει στο s(t1).  Στο διάστημα (t0,tm) η συνάρτηση θέσης είναι αύξουσα, ενώ στο χρονικό διάστημα (tm,t1) είναι φθίνουσα.   Επομένως το κινητό, ξεκινώντας από την αρχική θέση s(t0), μεγαλώνει διαρκώς την απόστασή του από το σημείο Ο μέχρι την θέση  s(tm), όπου φθάνει στη μεγαλύτερη απόσταση από το κέντρο Ο.   Εκεί η ταχύτητά του (η πρώτη παράγωγος) μηδενίζεται (σημείο στάσης)  και αλλάζει πρόσημο, στρέφοντας το κινητό προς τα πίσω.  Αντιλαμβανόμαστε λοιπόν πως στο σημείο tm η απόσταση του κινητού από το σημείο Ο (πάντα στο συγκεκριμένο παράδειγμα) μεγιστοποιείται, δηλαδή η συνάρτηση θέσης παρουσιάζει ένα τοπικό μέγιστο.

			[image: ]

			Εικόνα 3.22 Σημείο στάσης στη συνάρτηση θέσης s=s(t)

			5η) Στην ιδιαίτερη περίπτωση όπου μια ρίζα της πρώτης παραγώγου είναι άρτιας τάξης πολλαπλότητας, τότε στο σημείο αυτό (tm στο επόμενο γράφημα) η ταχύτητα μετακίνησης μηδενίζεται στιγμιαία και αμέσως μετά συνεχίζεται η πορεία προς την ίδια κατεύθυνση.  Θυμίζει το στιγμιαίο σταμάτημα ενός αυτοκινήτου σε αυτόματα διόδια, για να συνεχίσει αμέσως μετά την προηγούμενη πορεία του.

			[image: ]

			Εικόνα 3.23 Η πρώτη παράγωγος έχει ρίζα άρτιας τάξης πολλαπλότητας

			Τα όσα ειπώθηκαν παραπάνω, αλλά με την αντίστροφη λογική, εκφράζονται από το Θεώρημα του Fermat:

			Ορισμός. Έστω μια συνάρτηση f ορισμένη σ› ένα διάστημα Δ και x0 ένα εσωτερικό σημείο του Δ.  Εάν

			•	η f  είναι παραγωγίσιμη στο σημείο x0 και 

			•	η f παρουσιάζει τοπικό ακρότατο στο x0 

			τότε:

			f ‘(x0) = 0

			Η γεωμετρική ερμηνεία του Θεωρήματος του Fermat είναι η εξής: Αν μια συνάρτηση f είναι παραγωγίσιμη σε ένα σημείο x0 και παρουσιάζει τοπικό ακρότατο σε αυτό, η εφαπτομένη της γραφικής της παράστασης στο σημείο Α(x0, f(x0)) είναι οριζόντια (δηλαδή παράλληλη προς τον άξονα x’x). 

			◊

			β) Πληροφορίες που αντλούνται για τη συνάρτηση από τη δεύτερη παράγωγο (σημεία καμπής).

			Η βασική ιδέα είναι πως η δεύτερη παράγωγος  f’’(x)  είναι η πρώτη παράγωγος της πρώτης παραγώγου  f’(x).  Άρα ισχύουν τα παρακάτω:

			•	Εάν για κάθε x που ανήκει σε ένα διάστημα (a,b,) ισχύει πως f’’(x)>0, τότε η f’(x) είναι αύξουσα.  Επομένως, η αρχική συνάρτηση f(x) έχει τέτοια μορφή, ώστε η κλίση της να αυξάνει (καθώς αυξάνει το x).  Άρα, θα έχει την μορφή της συνάρτησης του επόμενου γραφήματος, η οποία περιγράφεται από την έκφραση: «Η συνάρτηση f(x), στο διάστημα (a,b) στρέφει τα κοίλα προς τα άνω».

			[image: ]

			Εικόνα 3.24 Η  f(x) στρέφει τα κοίλα άνω

			•	Αντίθετα, εάν για κάθε x που ανήκει σε ένα διάστημα (a,b) η  f’’(x)<0, τότε η f’(x) είναι φθίνουσα.  Επομένως η αρχική συνάρτηση f(x) έχει τέτοια μορφή ώστε η κλίση της να μειώνεται (καθώς αυξάνει το x).  Άρα θα έχει την μορφή της συνάρτησης του επόμενου γραφήματος, η οποία περιγράφεται από την έκφραση: «Η συνάρτηση f(x), στο διάστημα (a,b) στρέφει τα κοίλα προς τα κάτω».

			[image: ]

			Εικόνα 3.25 Η f(x) στρέφει τα κοίλα κάτω

			•	Εάν η δεύτερη παράγωγος  f’’(x)  έχει πραγματική ρίζα το ρ (περιττής τάξης πολλαπλότητας – μονή, τριπλή κλπ), οπότε αλλάζει  το πρόσημό της εκατέρωθεν του ρ, τότε η πρώτη παράγωγος θα παίρνει ακρότατη τιμή στο σημείο x=ρ.  Στο επόμενο σχήμα (δεξί γράφημα) υπάρχει το γράφημα μιας συνάρτησης f(x) της η δεύτερη παράγωγος  f’’(x)  είναι θετική πριν το x=ρ και αρνητική μετά.  Άρα η αρχική συνάρτηση θα στρέφει τα κοίλα προς τα άνω πριν από το x=ρ και προς τα κάτω, αμέσως μετά.   Στην περίπτωση αυτή (όπως και στην αντίθετη) το σημείο x=ρ λέγεται σημείο καμπής.

			[image: ]

			Εικόνα 3.26 Σημείο Καμπής

			γ) Καθορισμός του είδους των σημείων στάσης συνάρτησης με τη βοήθεια της δεύτερης παραγώγου.

			Αρχικά να αναφερθούμε σε ένα πόρισμα που αφορά στην παραγώγιση των πολυωνυμικών συναρτήσεων:  Εάν μία πολυωνυμική συνάρτηση παρουσιάζει πολλαπλή ρίζα στο σημείο x=ρ, με τάξη πολλαπλότητας ν, τότε

			•	η πρώτη της παράγωγος έχει την τιμή ρ ρίζα με τάξη πολλαπλότητας ν-1, 

			•	η δεύτερή της παράγωγος έχει την τιμή ρ ρίζα με τάξη πολλαπλότητας ν-2,… 

			•	η ν-1 παράγωγος έχει την τιμή ρ απλή ρίζα  και

			•	η νη παράγωγος δεν έχει σαν ρίζα την τιμή ρ.

			Αντί για απόδειξη θα δώσουμε ένα παράδειγμα:

			Παράδειγμα 1ο:

			Η πολυωνυμική συνάρτηση  p(x)=(x-a)(x-ρ)3  έχει τριπλή ρίζα την τιμή ρ.

			Η πρώτη της παράγωγος:  

			p’(x)=(x-ρ)3+3(x-a)(x-ρ)2=(x-ρ)2[3(x-a)+(x-ρ)] =(x-ρ)2(4x-3a-ρ) 

			έχει διπλή ρίζα τη τιμή ρ κλπ.    

			◊

			Παράδειγμα 2ο:

			Υποθέτουμε πως η τιμή x=ρ είναι σημείο στάσης της συνάρτησης f, δηλαδή ισχύει η ισότητα: f’(x)=0.  Αξίζει να αναφερθούμε στην παρακάτω διερεύνηση:

			[image: ]

			Παρατήρηση:  Αξίζει, ίσως, να σκεφτούμε το εξής, υπό τη μορφή παραδείγματος.  Έστω αναζητούμε το είδος του σημείου στάσης x=ρ της συνάρτησης f  και έστω ότι η τιμή ρ είναι ρίζα της 1ης, 2ης, 3ης και 4ης παραγώγου, ενώ f(5)(ρ)>0.  Με βάση την προηγούμενη διερεύνηση η αρχική συνάρτηση f έχει σημείο καμπής στο σημείο x=ρ.   Όμως η f(5)(x)  είναι η τέταρτη παράγωγος της f’, πράγμα που δηλώνει πως η f’ έχει τοπικό ελάχιστο στο σημείο ρ.   Άρα η αρχική συνάρτηση πλησιάζοντας από τα αριστερά το σημείο καμπής έχει κλίση που μειώνεται (στρέφει τα κοίλα προς τα κάτω), φθάνει σε ένα σημείο ελάχιστης κλίσης (σημείο καμπής) και στη συνέχεια η κλίση της αυξάνει (στρέφει τα κοίλα προς τα άνω).

			◊

			Παράδειγμα: Να μελετηθεί ως προς τα ακρότατα και τα σημεία καμπής η συνάρτηση:

			f(x)=x5-5x4+10x3-10x2+5x+2

			Λύση:

			f’(x)=5x4-20x3+30x2-20x+5=5(x4-4x3+6x2-4x+1)=5(x-1)4=0

			Αξίζει να σημειωθεί πως στην παραγοντοποίηση του τεταρτοβάθμιου πολυωνύμου μας βοήθησε η παρατήρηση της εμφάνισης των διωνυμικών συντελεστών.   Επομένως η πρώτη παράγωγος έχει μία τετραπλή ρίζα, την ρ=1, το οποίο αποτελεί το μοναδικό σημείο στάσης της συνάρτησης f(x).   Σύμφωνα με την προηγούμενη διερεύνηση, η συνάρτηση  f  στο σημείο στάσης παρουσιάζει σημείο καμπής (η μοναδική ρίζα της πρώτης παραγώγου είναι πολλαπλή (άρτιας τάξης - τετραπλή)).   

			Πράγματι, παρατηρούμε πως η πρώτη παράγωγος f’(x)=5(x-1)4 είναι παντού θετική, ενώ μηδενίζεται στο σημείο x=1. Άρα η συνάρτηση f  θα είναι παντού αύξουσα. Επομένως η  f  θα έχει σημείο καμπής στο x=1. Η γραφική της παράσταση που ακολουθεί, το επιβεβαιώνει.

			[image: ]

			Εικόνα 3.27 Γράφημα της συνάρτησης f(x)

			Θέλοντας να επιβεβαιώσουμε την διερεύνηση που προηγήθηκε, υπολογίζουμε τις παραγώγους:

			f’(x)=5(x-1)4

			f’’(x)=20(x-1)3

			f’’’(x)=60(x-1)2

			f(4)(x)=120(x-1)

			f(5)(x)=120>0

			Η πρώτη μη μηδενική παράγωγος (η πέμπτη) είναι θετική. Άρα, η f(x) στρέφει τα κοίλα προς τα κάτω μέχρι το σημείο x=1και προς τα άνω μετά από αυτό.   Το σημείο καμπής έχει συντεταγμένες (1, f(1))=(1,3).

			◊

			Άσκηση: Να δείξετε ότι η συνάρτηση f(x)=x3+x2+x+1 δεν έχει τοπικά ακρότατα.

			◊

			Άσκηση: Να βρεθούν τα τοπικά ακρότατα της συνάρτησης f(x)=x3-27x+36.

			(Απ: (3,-18),(-3,90))

			◊

			Άσκηση: Να βρεθούν οι συντεταγμένες των σημείων στάσης σε κάθε μια από τις παρακάτω συναρτήσεις, που ορίζονται παραμετρικά:

			α) [image: ] και [image: ]        β) [image: ] και [image: ] για t>0       γ) [image: ] και  [image: ] για t>0       

			δ) [image: ] και [image: ]  για 0<t<π         ε) [image: ] και [image: ] για t>0                 

			(Απ: α) (5/4,1/2e) β) (1,0),([image: ]) γ) (0,0),(5/1296,-1/46656) δ) ([image: ]) ε) (0,0),(2e4,4/e2))

			◊

			Άσκηση: Να βρεθεί η μέγιστη τιμή της συνάρτησης f(x)=ημ2x+συνx στο διάστημα [0,π].

			(Απ: (π/3,5/4), )

			◊

			Άσκηση: Δίνεται ότι το άθροισμα δύο θετικών αριθμών x και y είναι 18. Να βρεθεί το μέγιστο του xy2.

			Υπόδειξη: Εκφράστε την ποσότητα xy2 σαν συνάρτηση του x.

			(Απ: (6, 864))

			◊

			Άσκηση: Να μελετήσετε ως προς τη μονοτονία και τα ακρότατα τις συναρτήσεις: 

			α) [image: ]

			β) [image: ]

			γ) [image: ]

			(Απ: α) Αύξουσα-Σημείο Καμπής στο (1,2)-Αύξουσα

			 β) Αύξουσα-Μέγιστο στο (-1,4)-Φθίνουσα-Ελάχιστο στο (1,0)-Αύξουσα 

			γ) Αύξουσα-Μέγιστο στο (0,-1)-Φθίνουσα-Ελάχιστο στο (1,-2)-Αύξουσα)

			◊

			Άσκηση: Να μελετήσετε ως προς τη μονοτονία και τα ακρότατα τις συναρτήσεις: 

			α) [image: ]                β) [image: ]

			(Απ: α)  Φθίνουσα-Ελάχιστο στο (0,1)-Αύξουσα

			β) Φθίνουσα-Ελάχιστο στο (1/e,1/[image: ])-Αύξουσα )

			◊

			Άσκηση: Nα βρείτε τις τιμές των α, β ϵ R για τις οποίες η συνάρτηση f(x) = αx3 + βx2 − 3x + 1 παρουσιάζει τοπικά ακρότατα στα σημεία x1=−1  και  x2=1. Να καθορίσετε το είδος των ακρότατων.

			(Απ: α=1,β=0, Μέγιστο στο (-1,3), Ελάχιστο στο (1,1))

			◊

			Άσκηση: Αν [image: ], να αποδείξετε ότι δεν υπάρχει σημείο καμπής στη γραφική παράσταση της συνάρτησης [image: ] με τύπο:       

			[image: ]

			◊

			Άσκηση: Μία ώρα μετά τη λήψη x mgr ενός αντιπυρετικού, η μείωση της θερμοκρασίας ενός ασθενούς δίνεται από τη συνάρτηση [image: ],   0 < x < 3. Να βρείτε ποια πρέπει να είναι η δόση του αντιπυρετικού, ώστε ο ρυθμός μεταβολής της μείωσης της θερμοκρασίας ως προς x, να γίνει μέγιστος.

			(Απ: 4/3 mgr)

			◊

			Άσκηση: Δίνεται η συνάρτηση f(x) = 2ημx − x + 3,    x ϵ [0,π]. Να μελετήσετε την f ως προς τη μονοτονία και ακρότατα.

			(Απ: Αύξουσα-Μέγιστο στο (π/3, 3+[image: ]-π/3)-Φθίνουσα)

			◊

			Άσκηση: Να μελετήσετε ως προς τη μονοτονία και τα ακρότατα τη συνάρτηση f(x)=lnx+x-1.

			(Απ: Αύξουσα)

			◊

			Άσκηση: Να βρεθούν τα διαστήματα στα οποία οι παρακάτω δύο συναρτήσεις στρέφουν τα κοίλα άνω ή κάτω (είναι κυρτές ή κοίλες). 

			α) f (x)= x3  

			β) f (x)= x3- 3x2+ 1

			(Απ: α) κοίλα κάτω στο ([image: ],0), κοίλα άνω στο (0,[image: ])

			β) κοίλα κάτω στο ([image: ],1), κοίλα άνω στο (1,[image: ]))

			◊

			Άσκηση: Να βρεθούν τα τοπικά μέγιστα, τοπικά ελάχιστα και σημεία καμπής των παρακάτω συναρτήσεων 

			α) f(x)=x3-3x                     β) f(x)=x3                        γ) f(x)=[image: ]

			δ) f(x)=[image: ]                  ε) f(x)=x2(3-x)              στ) f(x)=(x-3)(2x+1)  

			ζ) f(x)=x4                           η) f(x)=x2(x2-2)               θ) f(x)=x2(3+2x-3x2)

			(Απ: α)  Μέγιστο στο (-1,2), Ελάχιστο στο (1,-2), Σημείο Καμπής στο (0,0)

			β)  Σημείο Καμπής στο (0,0)

			γ) Ελάχιστο στο (2,3)

			δ) Μέγιστο στο (-2,-3)

			ε) Μέγιστο στο (2,4), Ελάχιστο στο (0,0), Σημείο Καμπής στο (1,2)

			στ) Ελάχιστο στο (5/4,- 49/8)

			ζ) Ελάχιστο στο (0,0)

			η) Μέγιστο στο (0,0), Ελάχιστα στο (-1,-1) και (1,-1), Σημεία Καμπής στο ([image: ],) και στο ([image: ])

			θ) Μέγιστα στο (-1/2,5/16) και (1,2), Ελάχιστο στο (0,0), Σημεία Καμπής στο ([image: ],[image: ]) και ([image: ],[image: ]))

			◊

			Άσκηση: Να  μελετήσετε ως προς τη μονοτονία και τα ακρότατα τη  συνάρτηση f με τύπο [image: ]  

			(Απ: Αύξουσα-Μέγιστο στο (1, 1/e)-Φθίνουσα)

			◊

			Άσκηση: Να μελετήσετε ως προς τη μονοτονία και τα ακρότατα τη συνάρτηση f με τύπο [image: ] 

			(Απ: Φθίνουσα-Ελάχιστο στο (1,1)-Αύξουσα)

			◊

			Άσκηση: Να βρεθούν οι τιμές των α , β [image: ] ώστε η συνάρτηση f(x)= x2+αx+βlnx να έχει ακρότατα στα σημεία x=1 και x=3. Μετά να καθορίσετε το είδος των ακρότατων.

			(Απ: α= - 8, β=6, Μέγιστο στο (1,-7), Ελάχιστο στο (3,-15+6ln3)) 

			3.3.2 Ασύμπτωτες Ευθείες Συνάρτησης

			Στην παράγραφο αυτή προσπαθούμε να απαντήσουμε στην ερώτηση:  «Μπορούμε να περιγράψουμε, με τη βοήθεια ευθειών, τη μορφή του γραφήματος μιας συνάρτησης f(x), στα σημεία όπου το γράφημα πηγαίνει στο άπειρο;»  Η ερώτηση αυτή περιλαμβάνει την περίπτωση όπου στην περιοχή ενός σημείου x0 η f απειρίζεται, αλλά και αυτήν όπου η μεταβλητή x τείνει στο άπειρο.

			Στη παρακάτω γραφική παράσταση υπάρχουν τρεις ευθείες που περιγράφουν τον τρόπο με τον οποίο κατευθύνεται το γράφημα της συνάρτησης προς το άπειρο.

			1. Η κατακόρυφη ευθεία x=1 περιγράφει την κατεύθυνση της συνάρτησης, στην περιοχή του x=1 και λέγεται κατακόρυφη ασύμπτωτη.

			2. Η οριζόντια ευθεία y=1 περιγράφει την κατεύθυνση της συνάρτησης όταν το x τείνει στο μείον άπειρο  και λέγεται οριζόντια ασύμπτωτη.

			3. Η ευθεία y=x+1 περιγράφει την κατεύθυνση της συνάρτησης όταν το x τείνει στο άπειρο  και λέγεται πλάγια ασύμπτωτη.

			[image: ]

			Εικόνα 3.28  Ασύμπτωτες Ευθείες

				Ορισμός: Μία ευθεία ε λέγεται ασύμπτωτη της συνάρτησης f  όταν η απόσταση ανάμεσα σε ένα σημείο Σ της καμπύλης και στην ευθεία ε τείνει στο μηδέν, όσο το σημείο Σ απομακρύνεται προς το άπειρο.

			α) Κατακόρυφες ασύμπτωτες.

			Η ευθεία x=k είναι κατακόρυφη ασύμπτωτη της συνάρτησης f(x), εάν αληθεύει τουλάχιστον ένα από τα επόμενα πλευρικά όρια:

			[image: ]

			◊

			Παρατήρηση: Οι συναρτήσεις που έχουν κατακόρυφες ασύμπτωτες είναι, συνήθως, κλασματικές, των οποίων η τιμή k είναι ρίζα του παρονομαστή (και όχι του αριθμητή. Βέβαια υπάρχουν και μη κλασματικές συναρτήσεις που έχουν κατακόρυφη ασύμπτωτη, όπως η συνάρτηση ln(x), με ασύμπτωτη τον άξονα των y.

			Παράδειγμα 1ο: Να ορισθεί, εάν υπάρχει, η κατακόρυφη ασύμπτωτη της συνάρτησης:

			[image: ]

			Λύση: Υπολογίζουμε τα πλευρικά όρια:

			[image: ]

			[image: ]

			Άρα η δοσμένη συνάρτηση έχει κατακόρυφη ασύμπτωτη, την x=1, όπως αυτό γίνεται φανερό από την διπλανή γραφική παράσταση.

			[image: ]

			Εικόνα 3.29 Γράφημα της συνάρτησης f(x) και η κατακόρυφη ασύμπτωτή της

			β) Οριζόντιες ασύμπτωτες.

			Η ευθεία y=b είναι οριζόντια ασύμπτωτη της συνάρτησης f(x), εάν αληθεύει τουλάχιστον ένα από τα επόμενα όρια:

			[image: ]

			όπου η τιμή b μπορεί να είναι ίση και με το μηδέν, οπότε έχουμε σαν οριζόντια ασύμπτωτη τον άξονα των x.

			◊

			Παράδειγμα 2ο: Να ορισθεί, εάν υπάρχει, η οριζόντια ασύμπτωτη της συνάρτησης: 

			[image: ]

			Λύση: Υπολογίζουμε το (διπλό) όριο:

			[image: ]

			Άρα η δοσμένη συνάρτηση έχει οριζόντια ασύμπτωτη, την y=0, δηλαδή τον άξονα των x, όπως αυτό γίνεται φανερό από την διπλανή γραφική παράσταση.

			[image: ]

			Εικόνα 3.30  Γράφημα της συνάρτησης f(x) και η οριζόντια ασύμπτωτή της

			◊

			Παράδειγμα 3ο: Να ορισθεί, εάν υπάρχει, η οριζόντια ασύμπτωτη της συνάρτησης:

			 [image: ]

			Λύση: Υπολογίζουμε το (διπλό) όριο:

			[image: ]

			Άρα η δοσμένη συνάρτηση έχει οριζόντια ασύμπτωτη, την y=3, όπως αυτό γίνεται φανερό από την επόμενη γραφική παράσταση.

			[image: ]

			Εικόνα 3.31 Γράφημα της συνάρτησης f(x) και η οριζόντια ασύμπτωτή της

			◊

			γ) Πλάγιες ασύμπτωτες

			Μία πλάγια ασύμπτωτη είναι μία ευθεία με εξίσωση  ε:y=ax+b  και αποτελεί μια γενική περίπτωση των οριζόντιων ασύμπτωτων.   Μία πλάγια ασύμπτωτη είναι μία ευθεία προς την οποία πλησιάζει το γράφημα της συνάρτησης όταν η μεταβλητή της τείνει στο αρνητικό ή στο θετικό άπειρο.    Αυτό σημαίνει πως η απόσταση καμπύλης και ευθείας γίνεται οσοδήποτε μικρή όταν η μεταβλητή της συνάρτησης τείνει προς κάποιο από τα δύο αυτά άπειρα.

			Αντιλαμβανόμαστε λοιπόν πως μία συνάρτηση, η οποία έχει πλάγια ασύμπτωτη την ευθεία  ε:y=ax+b,  θα έχει την ίδια κλίση με την ε (δηλαδή θα έχει κλίση ίση με το a) όταν το x θα τείνει στο ανάλογο άπειρο.  Όμως, γνωρίζουμε πως η κλίση μιας συνάρτησης περιγράφεται από την πρώτη της παράγωγο.  Επομένως θα πρέπει να ισχύει:

			[image: ]     

			ή    

			[image: ]

			όπου το α είναι μια πραγματική σταθερά.

			Επίσης, η αναγκαιότητα μηδενισμού της απόστασης ευθείας-καμπύλης, όταν το x θα τείνει στο ανάλογο άπειρο, οδηγεί στη ν ισότητα:

			[image: ]      

			ή         

			[image: ]

			και η εξίσωση αυτή επιτρέπει τον υπολογισμό της σταθεράς b, με δεδομένο πως προηγουμένως έχει υπολογισθεί η τιμή του a.

			◊

			Παρατήρηση: Ένας άλλος τρόπος υπολογισμού του συντελεστή διεύθυνσης a της ευθείας ε δίνεται από τη σχέση:

			[image: ]

			η οποία γίνεται κατανοητή εάν φανταστούμε πως όταν το x τείνει στο ανάλογο άπειρο, η καμπύλη «ταυτίζεται οριακά» με την ευθεία ε.   Άρα η προηγούμενη σχέση μπορεί να γραφεί:

			[image: ]

			Πρακτικός Κανόνας: Έστω η ρητή συνάρτηση f(x) (δηλαδή κλασματική συνάρτηση με αριθμητή και παρονομαστή πολυωνυμικές συναρτήσεις).   Εάν να είναι ο βαθμός της πολυωνυμικής συνάρτησης του αριθμητή και νπ ο βαθμός της πολυωνυμικής συνάρτησης του παρονομαστή, τότε ισχύει η επόμενη διερεύνηση:

			•	Εάν να<νπ, τότε η συνάρτηση έχει οριζόντια ασύμπτωτη τον άξονα των x (y=0).

			•	Εάν να=νπ, τότε η συνάρτηση έχει οριζόντια ασύμπτωτη την ευθεία y=b, όπου b είναι το κλάσμα στον αριθμητή του οποίου τίθεται ο συντελεστής του μεγιστοβάθμιου όρου του αριθμητή  και στον παρονομαστή ο αντίστοιχος συντελεστής του παρονομαστή. 

			•	Εάν να=νπ+1, τότε η συνάρτηση έχει πλάγια ασύμπτωτη, η οποία υπολογίζεται κατά τα γνωστά.

			◊

			Παράδειγμα: Να μελετηθεί ως προς την ύπαρξη ασύμπτωτων η συνάρτηση:

			 [image: ]

			Λύση:

			α) Αναζητούμε τα πλευρικά όρια της f  στα δύο σημεία που δεν ανήκουν στο πεδίο ορισμού της:

			[image: ]

			Επομένως υπάρχουν δύο κατακόρυφες ασύμπτωτες, την x=–2   και  x=2.

			β) Παρατηρώντας πως η δοσμένη συνάρτηση είναι ρητή, με τον αριθμητή να έχει βαθμό κατά μία μονάδα μεγαλύτερο του παρονομαστή, συμπεραίνουμε (βάση του προηγούμενου πρακτικού κανόνα) πως υπάρχει τουλάχιστον μία πλάγια ασύμπτωτη.  Θεωρώντας πως η εξίσωσή της είναι η  ε: y=ax+b,  αρχικά υπολογίζουμε τον συντελεστή διεύθυνσης:

			1ος τρόπος: 

			[image: ]

			[image: ]

			2ος τρόπος:

			[image: ]

			Στη συνέχεια υπολογίζουμε το b:

			[image: ]

			Άρα η πλάγια ασύμπτωτη είναι η ε: y=x.  

			Όλα τα παραπάνω παρουσιάζονται στην επόμενη γραφική παράσταση:

			[image: ]

			Εικόνα 3.32 Γράφημα της συνάρτησης f(x) με τις δύο κατακόρυφες και την μία πλάγια ασύμπτωτη

			Άσκηση: Να βρείτε (αν υπάρχουν) τις κατακόρυφες ασύμπτωτες των γραφικών παραστάσεων των συναρτήσεων : 

			α) f(x)=[image: ]        β) f(x)=[image: ]

			(Απ: α) x=1 β) x=2 )

			◊

			Άσκηση: Δίνεται η συνάρτηση  [image: ] με [image: ] [image: ] και [image: ].  

			α) Για ποιες τιμές του  μ η γραφική παράσταση της [image: ] έχει  κατακόρυφη ασύμπτωτη ;

			β) Αν [image: ] και το ν παίρνει διαδοχικά τις τιμές 1,2,3, να βρείτε τις ασύμπτωτες στη γραφική παράσταση της [image: ] σε κάθε περίπτωση.     

			(Απ: α) μ<0 β) y=0, y=3, y=3x)

			◊

			Άσκηση: Να βρείτε (αν υπάρχουν) τις οριζόντιες ασύμπτωτες της γραφικής παράστασης της συνάρτησης: [image: ]

			(Απ: y=2)

			◊

			Άσκηση:  Να βρεθούν οι πλάγιες ασύμπτωτες των γραφικών παραστάσεων των 

			α)  f(x)=2x+3+[image: ]        β)  g(x)=3x-2+[image: ]

			(Απ: α) y=2x+8 β) y=3x-2)

			◊

			Άσκηση: Να βρείτε τις κατακόρυφες ασύμπτωτες των γραφικών παραστάσεων για τις παρακάτω συναρτήσεις: 

			α) [image: ]        β) [image: ]

			(Απ: α) x=0 β) x=0 )

			◊

			Άσκηση: Δίνεται η συνάρτηση f με [image: ]. Η γραφική παράσταση της f έχει κατακόρυφη ασύμπτωτη την x=2 και  οριζόντια την  y=2.

			α) Να βρείτε τις τιμές των κ και μ. 

			β) Να κατασκευάσετε την γραφική παράσταση της f.

			(Απ: α) κ=2, μ=1 β) [image: ])

			◊

			Άσκηση: Nα βρείτε τις οριζόντιες κατακόρυφες και πλάγιες ασύμπτωτες των γραφικών παραστάσεων των συναρτήσεων:

			α) f(x)=[image: ]               β) f(x)=[image: ]         γ) f(x)= [image: ]          δ) f(x)= [image: ]         

			ε)  f(x)= [image: ]      

			(Απ: α) y=1 β) x=1 γ) x=2 δ) y=x+1/2 ε) y=0)

			◊

			Άσκηση: Δίνεται η συνάρτηση f(x)=[image: ] 

			Να δείξετε ότι η ευθεία ε1: y= -x-1 είναι πλάγια ασύμπτωτη της Cf  στο [image: ] και  η ε2:  y=x+1 είναι πλάγια ασύμπτωτη της Cf  στο [image: ]

			◊

			Άσκηση: Να βρεθούν (αν υπάρχουν) οι πλάγιες – οριζόντιες - κατακόρυφες ασύμπτωτες των γραφικών παραστάσεων των συναρτήσεων: 

			α) f(x)=[image: ]               β) f(x)=[image: ]         

			(Απ: α) y=2x+10 , x=2 β) y=x+2, y= -x-2)

			Ά◊

			Άσκηση: Nα βρεθούν οι ασύμπτωτες της γραφικής παράστασης της συνάρτησης [image: ]

			(Απ: x=0, y=x)

			◊

			Άσκηση: Να βρεθούν οι ασύμπτωτες (κατακόρυφες – πλάγιες –οριζόντιες) των γραφικών παραστάσεων των παρακάτω συναρτήσεων, όπου υπάρχουν

			α) f(x)=[image: ]      β) f(x)= εφx ,  x[image: ][image: ]                     γ) f(x)= σφx ,  x[image: ](0,π)

			δ) f(x)= [image: ]            ε)  f(x)=[image: ]                             στ)  f(x)= [image: ]

			ζ)  f(x)=x+[image: ]  , x[image: ]0         η) f(x)= x[image: ] , x [image: ](0,1]                   θ) f(x)=[image: ] , x [image: ]1         

			(Απ:α) y=x+2, x=1 β) x=[image: ]π/2 γ)x=0, x=π δ) x=0, y=0 ε) y=x  στ) x=0, y=0 ζ) y=x η) x=0, y=x+1 θ)  y=0)

			3.3.3 Μελέτη Συνάρτησης

			Ονομάζουμε Μελέτη Συνάρτησης ένα σύνολο εργασιών, τις οποίες υλοποιούμε στην προσπάθεια να υπολογίσουμε κάποια βασικά στοιχεία και παραμέτρους μιας συνάρτησης.  Το σύνολο αυτών των εργασιών για μία δοσμένη συνάρτηση είναι τα επόμενα:

			1.	Ορισμός του Πεδίου Ορισμού 

			2.	Μελέτη της Συνέχειας 

			3.	Μελέτη της Παραγωγισιμότητας

			4.	Διερεύνηση για την ύπαρξη ασύμπτωτων

			5.	Μελέτη της μονοτονίας και των σημείων στάσης (μέσω της πρώτης παραγώγου)

			6.	Μελέτη των κατεύθυνσης των κοίλων και των σημείων καμπής (μέσω της δεύτερης παραγώγου)

			7.	Κατασκευή κεντρικού πίνακα

			8.	Γραφική παράσταση

			Παράδειγμα: Να γίνει η πλήρης μελέτη της συνάρτησης:  

			 [image: ]

			Λύση:

			1) Το πεδίο ορισμού 

			Το πεδίο ορισμού της συνάρτησης είναι ολόκληρο το σύνολο των πραγματικών αριθμών, διότι όλα τα σκέλη της συνάρτησης είναι ρητές συναρτήσεις, οι οποίες είναι συνεχείς σε ολόκληρο το R, με εξαίρεση τα σημεία που μηδενίζουν τον παρονομαστή τους. Ταυτόχρονα, στα σημεία όπου οι παρονομαστές μηδενίζονται, η συνάρτηση ορίζεται με άλλο σκέλος.

			2) Μελέτη συνέχειας. 

			Η συνάρτηση ορίζεται, ουσιαστικά, από δύο σκέλη, που το καθένα του είναι μία ρητή συνάρτηση.  Οι ρητές συναρτήσεις είναι συνεχείς συναρτήσεις (σαν κλάσματα πολυωνυμικών συναρτήσεων, οι οποίες είναι συνεχείς), με εξαίρεση τα σημεία που αποτελούν ρίζες του παρονομαστή.  Επομένως πρέπει να μελετηθεί η συνέχεια στα δύο κρίσιμα σημεία (το x=–3 και το x=2), καθώς επίσης και στο σημείο όπου αλλάζει σκέλος η συνάρτηση (το x=0).

			α) Στο x=-3

			[image: ]

			Τα πιο πάνω πλευρικά όρια αποδεικνύουν πως  (i) η συνάρτηση είναι ασυνεχής στο σημείο x=-3 και  (ii) η ευθεία x=–3 είναι κατακόρυφη ασύμπτωτη της f.

			β) Στο x=2

			[image: ]

			Τα πιο πάνω πλευρικά όρια αποδεικνύουν πως  (i) η συνάρτηση είναι ασυνεχής στο σημείο x=2 και  (ii) η ευθεία x=2 είναι κατακόρυφη ασύμπτωτη της f.

				γ) Στο x=0

			[image: ]

			Τα πιο πάνω πλευρικά όρια αποδεικνύουν πως η συνάρτηση είναι συνεχής στο σημείο x=0.

			3) Παραγωγισιμότητα.  

			Μία ρητή συνάρτηση είναι παραγωγίσιμη σε ολόκληρο το πεδίο ορισμού της.  Στην δοσμένη συνάρτηση θα πρέπει να μελετήσουμε την παραγωγισιμότητα στα σημεία αλλαγής σκέλους.  Στα κρίσιμα σημεία (το x=–3 και το x=2, όπου η συνάρτηση απειρίζεται) η f  δεν είναι παραγωγίσιμη διότι, όπως είδαμε, δεν είναι συνεχής στα σημεία αυτά.  Στη συνέχεια πρέπει να εξετάσουμε την παραγωγισιμότητα στο σημείο αλλαγής σκέλους της συνάρτησης, στο x=0.

			[image: ]

			[image: ]

			Παρατηρούμε πως οι δύο πλευρικές παράγωγοι στο σημείο x=0 είναι διαφορετικές, κάτι που αποδεικνύει πως η συνάρτηση f  δεν είναι παραγωγίσιμη στο σημείο αυτό.

			4) Ασύμπτωτες.  

			Ήδη αναφερθήκαμε στις δύο κατακόρυφες ασύμπτωτες, την x=–3 και την x=2.  Με βάση τα όσα ειπώθηκαν στην παράγραφο των πλάγιων ασύμπτωτων και αφορούσαν στις ρητές συναρτήσεις, αναμένουμε την ύπαρξη μιας οριζόντιας ασύμπτωτης στα αριστερά (όταν το x τείνει στο μείον άπειρο) και μιας πλάγιας στα δεξιά (όταν το x τείνει στο θετικό άπειρο).  Πράγματι:

			[image: ]   

			Οπότε στα αριστερά του γραφήματος υπάρχει η οριζόντια ασύμπτωτη  y=4.  Στα δεξιά, αναζητούμε την πλάγια ασύμπτωτη (ε: y=ax+b) που αντιστοιχεί στο 2ο σκέλος της συνάρτησης:

			[image: ]     και   

			[image: ]

			Έχουμε λοιπόν την πλάγια ασύμπτωτη ε: y=x+2.

			5) Μονοτονία και σημεία στάσης. 

			Αρχικά υπολογίζουμε την πρώτη παράγωγο:

			[image: ]

			υπενθυμίζοντας, ταυτόχρονα πως η παράγωγος δεν  ορίζεται στα σημεία:  x=–3,  x=0 και  x=2. 

			Υπολογισμός των ριζών της παραγώγου:

			[image: ]

			[image: ]

			Η μονοτονία και τα σημεία στάσης αναδεικνύονται με τη βοήθεια του επόμενου πίνακα:

			[image: ]

			Αξίζει να παρατηρήσουμε πως αν και στα σημεία –3,  0 και 2 η παράγωγος δεν ορίζεται, εντούτοις στο σημείο x=0, όπου η συνάρτηση f  είναι συνεχής, παρουσιάζει σημείο στάσης και μάλιστα τοπικό μέγιστο (η συνάρτηση είναι αύξουσα αριστερά του μηδενός και φθίνουσα στα δεξιά, ενώ υπάρχει και συνέχεια).

			Αντίθετα, στο σημείο x=4 έχουμε σημείο στάσης και μάλιστα πρόκειται για τοπικό ελάχιστο.

			6) Μελέτη των κατεύθυνσης των κοίλων και των σημείων καμπής.  

			Αρχικά υπολογίζουμε τη δεύτερη παράγωγο:

			[image: ]

			[image: ]

			υπενθυμίζοντας και πάλι πως η δεύτερη παράγωγος δεν  ορίζεται στα σημεία:  x=–3,  x=0 και  x=2.   Παρατηρούμε πως η δεύτερη παράγωγος δεν έχει ρίζες, άρα δεν θα έχει και σημεία καμπής.  Ο επόμενος πίνακας μας επιτρέπει να μελετήσουμε την φορά των κοίλων της συνάρτησης:

			[image: ]

			7) Κατασκευή κεντρικού πίνακα

			[image: ]

			8) Γραφική παράσταση

			[image: ]

			Εικόνα 3.33 Γράφημα της συνάρτησης f(x)

			◊

			Άσκηση: Να μελετηθεί η συνάρτηση f με τύπο [image: ].

			(Απ: [image: ])

			◊

			Άσκηση: Να γίνει η μελέτη και να σχεδιαστούν τα γραφήματα των παρακάτω συναρτήσεων:

			α) f(x)=x2-x3                             β) f(x)=1-x4                γ) f(x)=x2-x+3        δ) f(x)= -4x3 -21x2+24x+3        

			ε) f(x)=2x4                              στ) f(x)=3x5- 5x3          ζ) f(x)=x4+2x3 -1       

			(Απ: α)  [image: ]β)  [image: ]γ) [image: ]δ) [image: ]

			ε) [image: ]στ)  [image: ]ζ) [image: ])

			◊

			Άσκηση: Να γίνει η μελέτη και να σχεδιαστούν τα γραφήματα των παρακάτω συναρτήσεων:

			α) f(x)=x(x-1)3                         β) f(x)=(x-1)4

			(Απ:α)  [image: ]β)  [image: ])

			◊

			Άσκηση: Να μελετηθεί η συνάρτηση f με τύπο [image: ].

			(Απ: [image: ])

			◊

			Άσκηση: Να μελετηθεί η συνάρτηση [image: ].

			(Απ: [image: ])

			◊

			Άσκηση: Δίνεται η συνάρτηση  [image: ]  με  [image: ]σταθερό.

			α) Να μελετήσετε την [image: ] ως προς τη μονοτονία , τα ακρότατα  και τα σημεία καμπής.

			β) Αν λ=0 να κατασκευάσετε την γραφική της παράσταση

			γ) Να βρείτε τις τιμές του λ για τις οποίες η καμπύλη εφάπτεται του άξονα xx΄.

			(Απ: β) [image: ] γ) λ=2 και λ=-2)

			◊

			Άσκηση: Να γίνει η μελέτη και η γραφική παράσταση της συνάρτησης: [image: ], x> 0.

			(Απ: [image: ])

			3.4 Παραγώγιση διανυσματικών συναρτήσεων

			Στο Κεφάλαιο των συναρτήσεων αναφερθήκαμε στις διανυσματικές συναρτήσεις και είδαμε αρκετά παραδείγματα, έχοντας την ευκαιρία να διαπιστώσουμε τις πολύ μεγάλες δυνατότητες που δίνουν οι συναρτήσεις αυτές, επιτρέποντας την έκφραση με απλό τρόπο, ιδιαίτερα σύνθετων καμπύλων.

			3.4.1 Γενικά

			Στην παράγραφο αυτή θα περιγράψουμε τον τρόπο παραγώγισης των διανυσματικών συναρτήσεων. Όμως, θεωρούμε απαραίτητο, ο αναγνώστης να ξαναρίξει μια ματιά στην παράγραφο 2.5.5.

			Να θυμίσουμε πως στο επίπεδο Οxy, ορίζουμε τις διανυσματικές μονάδες [image: ], στους άξονες των x  και  y, αντίστοιχα.

			Μία συνάρτηση της μορφής:

			[image: ]

			όπου το t είναι η ανεξάρτητη μεταβλητή (συνήθως ο χρόνος) λέγεται διανυσματική συνάρτηση και ορίζει τη θέση ενός διανύσματος r=[image: ], όπου, για λόγους ευκολίας γραφής ας μας επιτρέψει ο αναγνώστης να δηλώνουμε ένα διάνυσμα με την έντονη γραφή, χωρίς το κλασσικό βελάκι από πάνω.

			[image: ]

			Εικόνα 3.34 Γραφική παράσταση διανυσματικής συνάρτησης.

			Ο τρόπος αυτός ορισμού μιας καμπύλης στο επίπεδο, σαν συνάρτησης του t είναι ιδιαίτερα βολικός στην περιγραφή μιας κίνησης στο επίπεδο αυτό.  Εύκολα διαπιστώνουμε πως με τον ίδιο τρόπο μπορεί να οριστεί μια καμπύλη στο χώρο των τριών διαστάσεων, με τη μορφή:

			[image: ]

			όπου k είναι το μοναδιαίο διάνυσμα στον άξονα z.

			Το μέτρο της διανυσματικής συνάρτησης δίνεται από τον γνωστό τύπο της Ευκλείδειας απόστασης:

			[image: ]

			για τις δύο διαστάσεις και ο επόμενος, για τις τρεις διαστάσεις:

			[image: ]

			[image: ]

			Εικόνα 3.35 Μέτρο του διανύσματος διαφοράς.

			Θεωρούμε τώρα τα διανύσματα [image: ]και [image: ]της διανυσματικής συνάρτησης r, σε δύο διαφορετικές χρονικές στιγμές.  Για το μέτρο της διαφοράς τους έχουμε:

			[image: ]

			3.4.2 Παραγώγιση των διανυσματικών συναρτήσεων

			Θα προσπαθήσουμε να υπολογίσουμε τις παραγώγους της συνάρτησης αυτής:

			[image: ]

			πράγμα που σημαίνει πως «για να παραγωγίσουμε μια διανυσματική συνάρτηση, παραγωγίζουμε τις συναρτήσεις που είναι συντελεστές των μοναδιαίων διανυσμάτων».

			Παρατηρώντας το σχήμα 3.35  και σκεπτόμενοι πως η παράγωγος της διανυσματικής συνάρτησης  r(t) προκύπτει από το όριο

			[image: ]

			αντιλαμβανόμαστε πως η παράγωγος αυτή είναι ένα διάνυσμα παράλληλο και ομόρροπο του διανύσματος Δr, δηλαδή ένα διάνυσμα που εφάπτεται στην καμπύλη c που ορίζεται από την διανυσματική ακτίνα r(t).  

			[image: ]

			Εικόνα 3.36 Η διανυσματική παράγωγος είναι ένα διάνυσμα εφαπτόμενο στην καμπύλη c της διανυσματικής συνάρτησης.

			Μπορούμε λοιπόν να καταλήξουμε στα παρακάτω συμπεράσματα:

			•	Η διανυσματική ακτίνα r(t) «χαράσσει» στο επίπεδο Οxy μια καμπύλη c, σαν συνάρτηση της μεταβλητής t, που θα μπορούσε να περιγράφει την κίνηση ενός σημείου πάνω στο επίπεδο αυτό.

			•	Η παράγωγος της r(t) είναι μια διανυσματική συνάρτηση η οποία δίνει την ταχύτητα με την οποία μετατοπίζεται το σημείο πάνω στην καμπύλη c.

			•	Το διάνυσμα της ταχύτητας εφάπτεται στην καμπύλη c. Δηλαδή το

			το διάνυσμα   [image: ]  εφάπτεται στην καμπύλη c, στο σημείο:  [image: ]

			Με όμοια μέθοδο υπολογίζεται η δεύτερη παράγωγος (η παράγωγος της πρώτης παραγώγου – της διανυσματικής ταχύτητας):

			[image: ]

			Η δεύτερη παράγωγος περιγράφει την επιτάχυνση της κίνησης την οποία ορίζει η διανυσματική συνάρτηση r(t), λειτουργώντας σαν συνάρτηση θέσης.  Ισχύουν δηλαδή οι σχέσεις:

			
				
					
					
				
				
					
							
							Συνάρτηση θέσης:
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							Συνάρτηση ταχύτητας:
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							Συνάρτηση επιτάχυνσης:
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			Παράδειγμα: Δίνεται η διανυσματική συνάρτηση

			[image: ]

			•	Να γίνει η γραφική της παράσταση.

			•	Να υπολογιστούν η πρώτη και η δεύτερη παράγωγός της.

			Λύση: 

			Αρχικά, κάνουμε έναν πίνακα τιμών, της μορφής:
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			με τη βοήθεια του οποίου έχουμε την γραφική παράσταση μιας καμπύλης, η οποία λέγεται «Σπείρα του Αρχιμήδη»:

			[image: ]

			Εικόνα 3.37  Η σπείρα του Αρχιμήδη.

			Οι παράγωγοι της διανυσματικής συνάρτησης r(t):

			[image: ]
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			Εικόνα 3.38  Η σπείρα του Αρχιμήδη υπό τη μορφή διανυσματικής συνάρτησης και η πρώτη (στο μέσον) και η δεύτερη (δεξιά) παράγωγός της ως προς τον χρόνο.

			Παρατήρηση: Αξίζει να παρατηρήσουμε πως στο ξεκίνημα της σπείρας (t=0), το διάνυσμα της ταχύτητας είναι το 

			[image: ],

			δηλαδή το μοναδιαίο διάνυσμα στον άξονα των x και άρα εφαπτόμενο στην καμπύλη της σπείρας στο σημείο εκείνο. Αντίθετα, στο ίδιο σημείο το διάνυσμα της επιτάχυνσης είναι το 

			[image: ]

			το οποίο είναι κάθετο στην καμπύλη της σπείρας, στο σημείο εκείνο (κεντρομόλος επιτάχυνση).

			[image: ]

			Εικόνα 3.39  Τα διανύσματα της ταχύτητας και της επιτάχυνσης της διανυσματικής συνάρτησης του παραδείγματος η οποία διαγράφει τη σπείρα του Αρχιμήδη.

			◊

			3.4.3 Η Γωνιακή ταχύτητα

			Παρατηρώντας την γραφική παράσταση της σπείρας του Αρχιμήδη, αντιλαμβανόμαστε πως αυτού του είδους οι καμπύλες διανυσματικών συναρτήσεων, «γράφονται» μέσω της περιστροφής του διανύσματος r(t).  Πολύ συχνά, είναι ουσιαστικός ο ρυθμός με τον οποίο περιστρέφεται το διάνυσμα r(t), γύρω από το κέντρο Ο των αξόνων. 

			Τίθεται, λοιπόν, το ζήτημα του μαθηματικού καθορισμού αυτού του ρυθμού περιστροφής, στον οποίο (καθορισμό) κυρίαρχο ρόλο κατέχει ο ρυθμός μεταβολής της γωνίας θ, η οποία ορίζεται από τον άξονα των x και το διάνυσμα r(t).  

			Η γνώση της τιμής της γωνία θ σε κάθε χρονική στιγμή συμβαίνει μέσω μιας συνάρτησης θ=θ(t).  Ονομάζουμε Γωνιακή Ταχύτητα το ρυθμό μεταβολής της τιμής της συνάρτησης θ(t), δηλαδή την πρώτη της παράγωγο, η οποία συχνά συμβολίζεται με το ω:

			Γωνιακή Ταχύτητα: [image: ]

			Παράδειγμα:

			Η διανυσματική συνάρτηση:

			[image: ]

			αντιστοιχεί (όπως είδαμε στην παράγραφο 2.5.5) σε ένα μοναδιαίο διάνυσμα το οποίο περιστρέφεται με τον ρυθμό που καθορίζει η θ(t) (θα μπορούσαμε να την ονομάσουμε και συνάρτηση θέσης της γωνίας).

			◊

			3.4.4 Ομαλή κυκλική κίνηση

			Αρχικά, να αναφέρουμε πως ιδιαίτερο ενδιαφέρον έχει η περίπτωση όπου η γωνιακή ταχύτητα παραμένει σταθερή:

			[image: ]

			Ένα υλικό σημείο που διαγράφει με σταθερή γωνιακή ταχύτητα την περιφέρεια ενός κύκλου, εκτελεί ομαλή κυκλική κίνηση. Ο όρος αυτός σημαίνει πως η «επιβατική» ακτίνα του υλικού σημείου περιστρέφεται με σταθερή γωνιακή ταχύτητα (ω=στ.),  Άρα η γωνία της επιβατικής ακτίνας δίνεται από τη σχέση:

			θ(t) = ωt + θ0     (= ωt  εάν θ0=0)

			Εάν λοιπόν R είναι η ακτίνα του κύκλου, τότε θα πολλαπλασιάσουμε με το R την έκφραση της διανυσματικής μονάδας που περιστρέφεται: 

			[image: ]

			Η παράγωγος της συνάρτησης αυτής, μας δίνει την διανυσματική συνάρτηση που περιγράφει το διάνυσμα της ταχύτητας ενός σημείου της περιφέρειας του κύκλου:

			[image: ]

			της οποίας το μέτρο ισούται με  

			 [image: ]

			με κατεύθυνση η οποία είναι κάθετη στην κατεύθυνση της διανυσματικής ακτίνας r(t).  Η φορά της εξαρτάται από το πρόσημο της γωνιακής ταχύτητας ω.

			Παραγωγίζοντας για δεύτερη φορά την διανυσματική συνάρτηση θέσης, υπολογίζεται η διανυσματική έκφραση της επιτάχυνσης της κίνησης:

			[image: ]

			της οποίας το μέτρο ισούται με  α=ω2R, με κατεύθυνση η οποία είναι αντίθετη της κατεύθυνσης της διανυσματικής ακτίνας r(t), έχει δηλαδή κατεύθυνση προς το κέντρο του κύκλου και γι’ αυτό καλείται κεντρομόλος επιτάχυνση.

			◊

			Άσκηση: Να υπολογισθεί η πρώτη και η δεύτερη παράγωγος της διανυσματικής συνάρτησης της έλλειψης:

			[image: ]

			με ημιάξονες τον a (στα x)  και τον b (στα y).

			◊
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			Κεφάλαιο 4. Ολοκληρωτικός Λογισμός

			Σύνοψη 

			Το κεφάλαιο του Ολοκληρωτικού Λογισμού περιλαμβάνει δύο μεγάλες ενότητες. Η πρώτη περιέχει την Αόριστη Ολοκλήρωση, ενώ η δεύτερη την Ορισμένη Ολοκλήρωση. Η χρησιμότητα των εννοιών του κεφαλαίου αυτού, στην Επιστήμη του Μηχανικού, γίνεται καταφανής σε όποιον ξεφυλλίσει ένα σύγγραμμα Τεχνικής Μηχανικής, Αντοχής, Στατικής ή Δυναμικής, τα οποία χρησιμοποιούν κατά κόρο τα πάσης φύσης ολοκληρώματα.

			Προαπαιτούμενη γνώση: 

			Η ενασχόληση με τον Ολοκληρωτικό Λογισμό απαιτεί την γνώση των περισσότερων εργαλείων των Μαθηματικών. Από τους τύπους της Τριγωνομετρίας, τις συναρτήσεις, τα όρια, έως την πολύ καλή γνώση του Διαφορικού Λογισμού.

			4.1 Αόριστη ολοκλήρωση

			4.1.1 Γενικά

			Αν θέλαμε να περιγράψουμε, όσο πιο απλά γίνεται την έννοια του αόριστου ολοκληρώματος, θα λέγαμε πως πρόκειται για την αντίστροφη πράξη της παραγώγισης. Από τη στιγμή, λοιπόν, που η παράγωγος της συνάρτησης  x2 είναι η  2x, το αόριστο ολοκλήρωμα της 2x είναι η συνάρτηση x2.

			Αν όμως σκεφτούμε πως και η συνάρτηση x2+c (όπου c μία αυθαίρετη σταθερή ποσότητα), έχει σαν παράγωγο τη συνάρτηση 2x, καταλήγουμε στο συμπέρασμα πως το αόριστο ολοκλήρωμα της 2x είναι η συνάρτηση x2+c.   Άρα, το αόριστο ολοκλήρωμα μιας συνάρτησης f(x) είναι η F(x), η οποία, εκτός από αόριστο ολοκλήρωμα ονομάζεται και «αρχική» συνάρτηση ή «παράγουσα» συνάρτηση της f(x), και είναι γνωστή κατά προσέγγιση μιας αυθαίρετης σταθεράς.

			Στο γράφημα που ακολουθεί προσπαθούμε να προσεγγίσουμε γραφικά την αρχική συνάρτηση F(x) μιας δοσμένης F’(x).  

			[image: ]

			Εικόνα 4.1 Δίνεται η παράγωγος (μαύρη συνεχής καμπύλη) και προσεγγίζουμε γραφικά την αρχκή συνάρτηση. Αν θυμηθούμε πως η παράγωγος είναι μια νέα συνάρτηση που δίνει τις κλίσεις της αρχικής της, αντιλαμβανόμαστε πως υπάρχει μία απειρία συναρτήσεων, που έχουν την ίδια κλίση σε κάθε σημείο του κοινού πεδίου ορισμού, διαφέροντας μεταξύτους κατά μία αθροιστική σταθερή ποσότητα.

			Παρατηρήσεις:

			1.	Από τα θεωρήματα των παραγώγων γνωρίζουμε πως το πρόσημο της παραγώγου αποκαλύπτει την μονοτονία της αρχικής συνάρτησης, ενώ οι ρίζες της παραγώγου είναι τα σημεία στάσης (πιθανά ακρότατα) της αρχικής.   Επομένως, έχουμε πως η αρχική συνάρτηση είναι:

			•	Αύξουσα στο διάστημα [image: ] (όπου η F’(x) είναι θετική),

			•	φθίνουσα στο διάστημα [image: ] (όπου η F’(x) είναι αρνητική),

			•	αύξουσα στο διάστημα [image: ] (όπου η F’(x) είναι θετική),

			•	φθίνουσα στο διάστημα [image: ] (όπου η F’(x) είναι αρνητική),  

			•	αύξουσα στο διάστημα [image: ] (όπου η F’(x) είναι θετική).

			ενώ,

			•	έχει τοπικό μέγιστο στα σημεία:  x=-1, x=1,

			•	έχει τοπικό ελάχιστο στα σημεία:  x=0  και  x=3.

			2.	Αν ξεκινήσουμε να χαράσσουμε το γράφημα της F(x) από το σημείο (-2,-5), πράγμα που είναι εντελώς αυθαίρετο, θα χαράξουμε την καμπύλη της F1(x) (μπλε καμπύλη). Αν ξεκινήσουμε από το σημείο (-2,+5), επίσης αυθαίρετα, θα χαράξουμε την καμπύλη της F2(x) (μπλε καμπύλη), ενώ αν ξεκινήσουμε από το σημείο (-2,+51), εξίσου αυθαίρετα, θα χαράξουμε την καμπύλη της F3(x) (πράσινη καμπύλη).

			3.	Οι τρείς αυτές καμπύλες, όπως και άπειρες άλλες, έχουν την ίδια κλίση σε κάθε x του πεδίου ορισμού, και αυτή είναι η γεωμετρική ερμηνεία για την παρουσία της αυθαίρετης σταθεράς c, σε κάθε αποτέλεσμα της αόριστης ολοκλήρωσης.

			4.1.2 Βασικές ιδιότητες και τύποι των αόριστων ολοκληρωμάτων

			Πολλές από τις ιδιότητες των αόριστων ολοκληρωμάτων έχουν άμεση σχέση με αντίστοιχες ιδιότητες των παραγώγων.   

			1.	Ο συμβολισμός [image: ] δηλώνει πως το αόριστο ολοκλήρωμα της συνάρτησης f(x) είναι η  F(x) (κατά προσέγγιση μιας αυθαίρετης σταθεράς). Αντίστροφα, δηλώνει πως «εάν παραγωγισθεί η συνάρτηση F(x), δίνει την συνάρτηση  f(x) (που ολοκληρώνεται)».

			2.	[image: ]

			3.	[image: ]

			όπου η 3η ιδιότητα, που αναφέρεται στη γραμμικότητα των ολοκληρωμάτων, προκύπτει από την αντίστοιχη ιδιότητα των παραγώγων:  

			[image: ]

			4.	[image: ]

			όπου η 4η ιδιότητα προκύπτει από την αντίστοιχη σχέση των παραγώγων:

			[image: ]

			5.	Για την ιδιαίτερη περίπτωση όπου ν= -1 έχουμε:  [image: ]

			6.	Από τις αντίστοιχες ιδιότητες των παραγώγων προκύπτουν οι παρακάτω τύποι:

			[image: ]

			7.	Και πάλι από τους τύπους της παραγώγισης έχουμε:

			[image: ]

			8.	Με όμοιο τρόπο έχουμε

			[image: ]

			Σημαντική Παρατήρηση:

			Συχνά ο αμύητος στην αόριστη ολοκλήρωση εφαρμόζει μία ιδιότητα η οποία δεν ισχύει και αφορά στην ολοκλήρωση του γινομένου δύο (ή περισσότερων) συναρτήσεων.  Με τη μορφή αντιιδιότητας γράφουμε τη σχέση, όπου πρέπει να προσεχθεί το σύμβολο «διάφορο» που συνδέει τα δύο μέλη:

			[image: ]

			Για να το θυμόμαστε, θα αναφερθούμε σε ένα κλασσικό ολοκλήρωμα:

			Το ολοκλήρωμα 

			 [image: ]  

			δεν έχει αναλυτική λύση (δεν υπάρχει συνάρτηση που παραγωγιζόμενη να μας δώσει το κλάσμα ημx/x ).   Αντίθετα, αν ίσχυε η ιδιότητα του γινομένου, το αποτέλεσμα θα «υπολογίζονταν» εύκολα: 

			 [image: ]!!!

			Να θυμίσουμε, άλλωστε, πως ούτε στην παραγώγιση γινομένου ίσχυε μία ανάλογη σχέση.  Αντίθετα είχαμε: 

			[image: ].

			Παράδειγμα 1ο:

			[image: ]

			◊

			Παράδειγμα 2ο:

			[image: ]

			◊

			Παράδειγμα 3ο:

			[image: ]

			◊

			Παράδειγμα 4ο:

			[image: ]

			◊

			Άσκηση: Να υπολογιστούν τα ολοκληρώματα: 

			α)[image: ]                β) [image: ]            γ) [image: ]

			δ) [image: ]

			(Απ: α) lnx+ημx β)  1/6 x (24-16 [image: ]+3 x) γ) 3 x 1/3  δ) x3/3+(2 x5)/5+x7/7)

			Άσκηση: Να υπολογιστούν τα ολοκληρώματα: 

			α)  [image: ]              β) [image: ]        γ) [image: ]            

			(Απ: α) (3 x 4/3)/4+(2 x 3/2)/3+(4 x 7/4)/7 β) 2[image: ]+lnx γ) -συνx+2σφx)

			Άσκηση: Να υπολογιστούν τα ολοκληρώματα: 

			α)[image: ]             β) [image: ]             γ) [image: ]         δ) [image: ]                            

			(Απ: α) -συνx+lnx β) 4/7 x[image: ] γ)  2/9 (-(2+x)3/2+(5+x)3/2) 

			δ) (2 [image: ] (-2+[image: ]+x))/[image: ] )

			Άσκηση: Να υπολογιστεί το ολοκλήρωμα: 

			[image: ]

			Υπόδειξη: Υπάρχει μία ιδιότητα των λογαρίθμων η οποία λέγεται «αλλαγή Βάσης».  Ας την δούμε: [image: ]

			Αν την χρησιμοποιήσετε σωστά θα λύσετε εύκολα την άσκηση.

			(Απ: ([image: ]ln10)/(1+ln10))

			4.1.3 Μέθοδοι ολοκλήρωσης: (1) «Παιχνίδια» με το διαφορικό!

			Στο κεφάλαιο των παραγώγων παρουσιάστηκε η έννοια του διαφορικού μιας συνάρτησης, μέσω της σχέσης:

			[image: ]

			την οποία «διαβάσαμε» ως εξής: «Το διαφορικό μιας συνάρτησης f(x) ισούται με την παράγωγο της συνάρτησης f ’(x) επί το διαφορικό της μεταβλητής της (x)», ενώ την  ερμηνεύσαμε (γεωμετρικά) με τη φράση: «Η διαφορά της τιμής της συνάρτησης f(x), όταν από το σημείο  x μεταβαίνουμε στο σημείο  x+dx  ισούται (προσεγγιστικά) με το γινόμενο της τιμής της παραγώγου της f στο κεντρικό σημείο (x), επί την ποσότητα κατά την οποία μεταβλήθηκε το x (το dx)».

			Επομένως, η παρουσία του διαφορικού dx στο εσωτερικό του ολοκληρώματος, κάθε άλλο παρά διακοσμητική είναι.  Την ουσία της παρουσίας του θα την αναλύσουμε διεξοδικά στο κεφάλαιο της ορισμένης ολοκλήρωσης.   Προς το παρόν θα αρκεστούμε στα εξής:

			1.	Το διαφορικό της μεταβλητής που υπάρχει στο εσωτερικό ενός ολοκληρώματος έχει όλη την αξία και τις ιδιότητες του διαφορικού.

			2.	Ότι υπάρχει στο εσωτερικό του διαφορικού θεωρείται από το ολοκλήρωμα σαν η «μεταβλητή ολοκλήρωσης», ενώ οποιαδήποτε άλλη παράμετρος θεωρείται σταθερή.

			Τώρα μπορούμε να αναφερθούμε σε μία βασική ιδιότητα της ολοκλήρωσης, σύμφωνα με την οποία: «η πράξη της ολοκλήρωσης είναι αντίστροφη της πράξης της διαφόρισης». Επομένως, όπου η μία πράξη συναντά την άλλη, αλληλοαναιρούνται.  Αυτή η ιδιότητα εκφράζεται μέσω της σχέσης:

			[image: ]

			της οποίας η απόδειξη είναι απλούστατη και στηρίζεται στην σχέση του διαφορικού:

			[image: ]

			όπου χρησιμοποιήσαμε τον προφανή συλλογισμό, πως το ολοκλήρωμα της παραγώγου της f’(x) είναι η ίδια η f(x).

			Ξαναγυρνώντας στη σχέση του διαφορικού

			[image: ]

			καταλήγουμε στα εξής δύο πρακτικά συμπεράσματα:  

			1ο: «Όταν μία συνάρτηση βρίσκεται μέσα στο διαφορικό, βγαίνοντας παραγωγίζεται, ενώ στη θέση της (μέσα στο διαφορικό) εμφανίζεται η μεταβλητή της».   

			2ο: «Για να εισάγουμε στο εσωτερικό ενός διαφορικού μία συνάρτηση που το πολλαπλασιάζει, αντικαθιστούμε την μεταβλητή του διαφορικού με το αόριστο ολοκλήρωμα της συνάρτησης (ως προς την εν λόγω μεταβλητή)» 
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			Στη συνέχεια θα συστηματοποιήσουμε τις προηγούμενες απλές σχέσεις με το διαφορικό, ως προς το πώς χρησιμοποιούνται κατά την επίλυση ενός ολοκληρώματος:

			A.	[image: ] ,  δηλαδή στο εσωτερικό του διαφορικού μπορούμε να προσθέσουμε μια οποιαδήποτε σταθερά (και βεβαίως θα επιλέξουμε αυτή που μας ενδιαφέρει).

			◊

			Παράδειγμα 1ο:

			[image: ]

			όπου, από τη στιγμή που (μετά την πρόσθεση του  -10 στο διαφορικό) η νέα μεταβλητή του ολοκληρώματος ήταν το (x-10), μετονομάσαμε το x-10=t.

			◊

			Παράδειγμα 2ο:

			 Όμοια έχουμε:  [image: ]

			◊

			Παράδειγμα 3ο:

			 [image: ]

			◊

			Παράδειγμα 4ο:

			 [image: ]

			◊

			Άσκηση: Να υπολογιστούν τα ολοκληρώματα: 

			α) [image: ] 	β) [image: ]	γ) [image: ]

			(Απ: α) 1/6 (-10+x)6 β)  -3/(4 (-10+x)4) γ) e 1+x+(2 x 3/2)/3)

			◊

			B.	[image: ]  και γενικότερα  [image: ],  πράγμα που σημαίνει πως μία σταθερή ποσότητα k που πολλαπλασιάζει το διαφορικό «φαίνεται να μπαινοβγαίνει» στο διαφορικό.

			◊

			Παράδειγμα 1ο:

			[image: ]

			όπου, επειδή χρειαζόμασταν έναν συντελεστή του dx ίσο με το 5, πολλαπλασιάσαμε και διαιρέσαμε το ολοκλήρωμα με το 5, μετακινώντας τον αριθμητή μέσα στο ολοκλήρωμα και από εκεί, μέσα στο διαφορικό.  Παρόμοιος είναι και ο τρόπος λειτουργίας και στα επόμενα δύο παραδείγματα.

			◊

			Παράδειγμα 2ο:

			[image: ]

			Το παράδειγμα αυτό δείχνει πως το ολοκλήρωμα ενός κλάσματος 

			•	με αριθμητή μία σταθερά (πολυωνυμική συνάρτηση μηδενικού βαθμού) και 

			•	παρονομαστή μια πρωτοβάθμια πολυωνυμική συνάρτηση 

			είναι ίσο με τον λογάριθμο του παρονομαστή, πολλαπλασιασμένο με ένα κλάσμα, του οποίου ο αριθμητής είναι ίσος με τον αριθμητή της συνάρτησης που ολοκληρώνεται, ενώ ο παρονομαστής είναι ο συντελεστής του x.

			Στο επόμενο παράδειγμα εμφανίζεται μια τεχνική η οποία θα γενικευτεί στην παράγραφο που αφορά στην ολοκλήρωση ρητών συναρτήσεων.

			◊

			Παράδειγμα 3ο:

			[image: ]

			◊

			Παράδειγμα 4ο:

			[image: ]

			◊

			Άσκηση: Να υπολογιστούν τα ολοκληρώματα: 

			α) [image: ]	β) [image: ]	γ) [image: ]

			δ) [image: ]	ε) [image: ]	στ) [image: ]

			(Απ: α) 5/3 e-2+3 x β) -e-x+1/7 ημ7x γ) -(2/5) ημ[π/6-5x] 

			δ) 1/3 ln[3 (2+x)] ε) 128/9 (-5+2 x)9 στ) -1/(16 (17-6 x)8) )

			◊

			C.	Γενικεύουμε την μέθοδο αυτή, εισάγοντας στο διαφορικό βολικά τμήματα της συνάρτησης που ολοκληρώνεται.

			◊

			Παράδειγμα 1ο:

			[image: ]

			όπου θα μπορούσαμε να γενικεύσουμε αυτή τη διαδικασία επίλυσης, στην περίπτωση όπου το πολυωνυμικό μονώνυμο έχει εκθέτη κατά μία μονάδα μικρότερο από το μονώνυμο που υπάρχει μέσα στην συνάρτηση ημ(x), συν(x), ex κ.λ.π..  Δηλαδή αν είναι της μορφής:

			[image: ]

			◊

			Παράδειγμα 3ο: Στο παράδειγμα αυτό, όπως και στα επόμενα δύο, θα αντιμετωπίσουμε συναρτήσεις κλασματικές στις οποίες θα μετατρέψουμε το κλάσμα σε γινόμενο σύμφωνα με το σχήμα:

			[image: ]

			 εισάγοντας στο διαφορικό αυτό που μας βολεύει.

			[image: ]

			◊

			Παράδειγμα 4ο:

			[image: ]

			◊

			Παράδειγμα 5ο:

			[image: ]

			◊

			Παράδειγμα 6ο:

			Στο τρέχον παράδειγμα, όπως και στο επόμενο, θα ολοκληρώσουμε γινόμενα των συναρτήσεων ημ(x) και συν(x), εκ των οποίων, τουλάχιστον το ένα θα είναι υψωμένο σε περιττό εκθέτη.  Τότε, επιλέγουμε το «ένα από τα μονά» και το εισάγουμε στο διαφορικό.  Ας το δούμε:

			[image: ]

			Στο σημείο αυτό να παρατηρήσουμε πως το ολοκλήρωμα «βλέπει», τώρα, σαν μεταβλητή το ημ(x).  Άρα, για να μην θεωρηθεί η συνάρτηση συν(x) σαν μία σταθερή ποσότητα, πρέπει να εκφραστεί με τη βοήθεια του ημιτόνου, προφανώς με τη βοήθεια της γνωστής σχέσης:

			[image: ]

			την οποία χρησιμοποιούμε στη συνέχεια:

			[image: ]

			◊

			Παράδειγμα 7ο:

			[image: ]

			◊

			Ασκήσεις εμπέδωσης: Να λυθούν τα αόριστα ολοκληρώματα:

			[image: ]

			◊

			Άσκηση: Να υπολογιστούν τα ολοκληρώματα:

			α)[image: ]                β) [image: ]    

			(Απ: α) lnx-1/2 ln[1+x2] β) 4/(4+x)+ln[4+x] )

			4.1.4 Μέθοδοι ολοκλήρωσης: (2) Μέθοδος της Αντικατάστασης 

			Η μέθοδος της ολοκλήρωσης με αντικατάσταση έρχεται να θεωρητικοποιήσει και να γενικεύσει την προηγούμενη μέθοδο, των «παιχνιδιών με το διαφορικό», η οποία άλλωστε δεν είναι παρά μια ιδιαίτερη περίπτωση αντικατάστασης.

			Στην μέθοδο της αντικατάστασης αντικαθιστούμε ένα τμήμα της συνάρτησης που ολοκληρώνεται με μία άλλη μεταβλητή.   Υποθέτουμε, λοιπόν, πως η αντικατάσταση ορίζεται με τη σχέση:

			[image: ]  η οποία μπορεί να αντιστραφεί:   [image: ]

			Στη συνέχεια πρέπει στο ολοκλήρωμα να αντικατασταθούν:

			•	όλα τα x με το t,  και

			•	το [image: ]

			Όλα αυτά πρέπει να μας οδηγήσουν σε ένα ολοκλήρωμα που να λύνεται ευκολότερα. Αξίζει να παρατηρήσουμε πως συχνά δεν είναι απαραίτητο να αντικαταστήσουμε, στη συνάρτηση που ολοκληρώνεται, το σύνολο της παλιάς ανεξάρτητης μεταβλητής, επειδή προκύπτουν απλοποιήσεις…  Θα ξεκινήσουμε με ένα παράδειγμα που θα μπορούσε να λυθεί και με την μέθοδο της προηγούμενης παραγράφου.

			◊

			Παράδειγμα 1ο:

			[image: ]

			όπου παρατηρούμε πως στο εσωτερικό του ολοκληρώματος συνυπάρχουν η παλιά μεταβλητή (x) και η νέα (t), γεγονός που είναι μη επιτρεπτό.   Δεν μας ενοχλεί όμως, διότι συμβαίνει στιγμιαία, μια και η απλοποίηση θα το επιλύσει:

			[image: ]

			◊

			Παράδειγμα 2ο:

			[image: ]

			Αγνοώντας πως το ολοκλήρωμα αυτό αποτελεί τύπο με γνωστό αποτέλεσμα, σκεφτόμαστε ως εξής (μια και συναντούμε συχνά ολοκληρώματα με παρόμοια υπόρριζη ποσότητα και συνήθως επιχειρούμε την ίδια αντικατάσταση):   Η συνάρτηση που ολοκληρώνεται έχει πεδίο ορισμού το διάστημα: (-1,1) (όπου παίρνει πραγματικές τιμές).   Το γεγονός αυτό μας οδηγεί στην υιοθέτηση της αντικατάστασης του x με το  ημt.

			[image: ]

			◊

			Παράδειγμα 3ο:

			[image: ]

			Η μορφή της συνάρτησης που ολοκληρώνεται μας οδηγεί σε αποτέλεσμα της μορφής Τόξου ημιτόνου.  Για τον λόγο αυτό προσπαθούμε να φτάσουμε σε μία υπόρριζη ποσότητα της μορφής 1-t2.  Ας προσπαθήσουμε να το φέρουμε στη μορφή αυτή…

			[image: ]

			◊

			Παράδειγμα 4ο:

			Ένα αντίστοιχο ολοκλήρωμα, που με ανάλογο τρόπο οδηγεί σε ένα αποτέλεσμα της μορφής Τόξου εφαπτομένης (όπου ο παρονομαστής πρέπει να πάρει τη μορφή 1+t2), είναι και το επόμενο:

			[image: ]

			◊

			Άσκηση: Να λύσετε τα επόμενα δύο ολοκληρώματα, ακολουθώντας την μέθοδο των παραπάνω παραδειγμάτων.

			[image: ]

			(Απ: α) [image: ]β) [image: ]  )

			Άσκηση: Να λυθούν τα επόμενα αόριστα ολοκληρώματα:

			[image: ]

			(Απ: α) 4[image: ]β)  [image: ] γ)  x )

			Άσκηση: Να υπολογιστούν τα ολοκληρώματα: 

			α)[image: ]                   β) [image: ]                   γ) [image: ]

			δ) [image: ]    ε) [image: ]     στ) [image: ]

			(Απ: α) [image: ]x β) [image: ]/ln2 γ) ημ(lnx) δ) 6εφ[image: ] ε) ημ6x/6 στ) [image: ])

			Άσκηση: Να υπολογιστούν τα ολοκληρώματα: 

			α)[image: ]                β) [image: ]             γ) [image: ]

			δ) [image: ]                                   ε) [image: ]                στ) [image: ]

			ζ) [image: ]    

			(Απ: α) 3συν(συνx) β) εφ(lnx) γ) [image: ] δ) [image: ] ε) [image: ] στ) [image: ] ζ) συν(π/x)/π )

			Άσκηση: Να υπολογιστούν τα ολοκληρώματα: 

			α)[image: ]             β) [image: ]             γ) [image: ]            δ) [image: ]                                   

			ε) [image: ]       στ) [image: ]            ζ) [image: ]    η) [image: ]

			(Απ: α) x-ln[2 (1+e2x)] β) x-ln(ex-x] γ) lnx+ln(lnx) δ) ln(1+lnx) 

			ε) 1/2 ln[1+(lnx)2] στ) 1/3 ln[1+(lnx)3] ζ) –[1/(1+ex)] η) 4/21 (1+ex)3/4 (-4+3ex) )

			Άσκηση: Να υπολογιστούν τα ολοκληρώματα: 

			α)[image: ]             β) [image: ]             γ) [image: ]            

			(Απ: α) (2/3) (συν[x/2]+ημ[x/2])2[image: ] β) -(2/3) (1+1/x)3/2 γ) 4/3 ((2+[image: ])/x)3/2 x3/2  )

			Άσκηση: Να υπολογιστούν τα ολοκληρώματα: 

			α) [image: ]          β) [image: ]             γ) [image: ]            δ) [image: ]                                   

			ε) [image: ]                            

			(Απ: α) ½ (ln(ημx)2 ) β) 1/2 ln[lnx]2 γ) –ln(ln(συνx))  δ) 2 (ln(ημ[image: ]) ε)  3 ln[5+3 ημx]-ημx )

			4.1.5 Μέθοδοι ολοκλήρωσης: (3) Ολοκλήρωση κατά παράγοντες 

			Όπως ειπώθηκε ήδη, το ολοκλήρωμα ενός γινομένου συναρτήσεων δεν είναι ίσο με το γινόμενο των ολοκληρωμάτων των δύο αυτών συναρτήσεων.  Άλλωστε, ένας αντίστοιχος τύπος δεν ίσχυε ούτε για την παραγώγιση του γινομένου δύο συναρτήσεων.  Από τον τύπο αυτό (της παραγώγισης γινομένου συναρτήσεων) θα ξεκινήσουμε την παρούσα παράγραφο:

			[image: ]

			Πολλαπλασιάζοντας την σχέση αυτή επί το dx, έχουμε την ισότητα:

			[image: ]

			την οποία, ολοκληρώνοντας κατά μέλη, φθάνουμε στον τύπο της ολοκλήρωσης κατά παράγοντες:

			[image: ]

			οπότε

			[image: ]

			όπου εφαρμόσαμε τη γνωστή ιδιότητα των ολοκληρωμάτων:

			[image: ]

			Ο τύπος στον οποίο καταλήξαμε θα μπορούσε να γραφεί και υπό τη μορφή:

			[image: ]

			Βέβαια προκύπτει η απορία για το πώς βρέθηκε η συνάρτηση g(x) μέσα στο διαφορικό του ολοκληρώματος (ή μέσα στην αγκύλη που παραγωγίζεται).   Η απάντηση είναι απλή:  Το αρχικό ολοκλήρωμα περιείχε το γινόμενο της f με την παράγωγο της g, η οποία ολοκληρώθηκε μπαίνοντας στο διαφορικό (ή αντίστοιχα στην αγκύλη που παραγωγίζεται).  Αυτό γίνεται αντιληπτό με το επόμενο παράδειγμα:

			[image: ]

			Το επόμενο ερώτημα αφορά στο ποια από τις δύο συναρτήσεις του γινομένου, στο εσωτερικό του ολοκληρώματος, θα επιλεγεί για να ολοκληρωθεί και να μπει μέσα στο διαφορικό.  Ξεχωρίζουμε τις περιπτώσεις:

			•	Εάν η πρώτη συνάρτηση είναι πολυωνυμική, ενώ η δεύτερη είναι μία από τις ημ(kx), συν(kx)  και  ekx, τότε ολοκληρώνουμε και τοποθετούμε στο διαφορικό τις τριγωνομετρικές ή την εκθετική συνάρτηση, δηλαδή, τη συνάρτηση που δεν ανεβάζει τον εκθέτη της όταν ολοκληρώνεται.

			•	Εάν η πρώτη συνάρτηση είναι πολυωνυμική, ενώ η δεύτερη είναι λογαριθμική, τότε ολοκληρώνουμε και τοποθετούμε στο διαφορικό την πολυωνυμική συνάρτηση.

			◊

			Παράδειγμα 1ο: Να λυθεί το ολοκλήρωμα: [image: ]

			  [image: ]  

			◊

			 Παράδειγμα 2ο: Να λυθεί το ολοκλήρωμα:  [image: ]  

			[image: ]

			Παρατηρούμε πως  

			(α) Η διαδικασία της ολοκλήρωσης κατά παράγοντες, ολοκληρώνεται με την έξοδο της συνάρτησης από το διαφορικό, αφού, φυσικά, παραγωγισθεί.  

			(β) Με τον τρόπο αυτό, η πολυωνυμική συνάρτηση μειώνει κατά μία μονάδα το βαθμό της.  Επομένως, θα απαιτηθεί να επαναλάβουμε την διαδικασία της ολοκλήρωσης κατά παράγοντες, τόσες φορές, όσος είναι ο βαθμός της πολυωνυμικής συνάρτησης.   Συνεχίζουμε λοιπόν…

			[image: ]

			◊

			 Παράδειγμα 3ο: Να λυθεί το ολοκλήρωμα:  [image: ] 

			Σαν άσκηση ας δείξει ο αναγνώστης τα αποτελέσματα των δύο επόμενων ολοκληρωμάτων, που θα χρειαστούν κατά τη λύση του παραδείγματος αυτού:

			[image: ]  

			… και η λύση του παραδείγματος:

			[image: ]

			◊

			  Παράδειγμα 4ο: Να λυθεί το ολοκλήρωμα:  [image: ]  

			Το πολύ γνωστό αυτό ολοκλήρωμα ανήκει σε μία ομάδα ολοκληρωμάτων που λύνονται με την ίδια μέθοδο:  Εφαρμόζουμε την ολοκλήρωση κατά παράγοντες τόσες φορές (συνήθως δύο) έτσι ώστε να καταλήξουμε σε ένα ίδιο ολοκλήρωμα, έτσι ώστε να φτάσουμε σε μια ισότητα της μορφής Ι=g(x)+kI (όπου Ι το ολοκλήρωμα).  Λύνοντας την εξίσωση αυτή ως προς το Ι έχουμε τη λύση του ολοκληρώματος.

			[image: ]

			Παρατηρούμε πως φτάσαμε στην ισότητα:

			[image: ]

			από την οποία προκύπτει η τιμή του ολοκληρώματος Ι:

			[image: ]

			◊

			 Παράδειγμα 5ο: Να λυθεί το ολοκλήρωμα:  [image: ].

			Ένα ολοκλήρωμα που μπορεί να λυθεί με παρόμοιο τρόπο με το προηγούμενο. Βέβαια, θα το λύσουμε σε επόμενο παράδειγμα, εκφράζοντας το ημ2(x) συναρτήσει του συνημιτόνου του διπλάσιου τόξου, με τη βοήθεια του αντίστοιχου τύπου «αποτετραγωνισμού».

			[image: ]

			◊

			Παράδειγμα 6ο: Να λυθεί το ολοκλήρωμα:  [image: ].   

			Σκεφτόμαστε και πάλι (όπως την προηγούμενη φορά που αντιμετωπίσαμε την ίδια υπόρριζη ποσότητα), στηριζόμενοι στο πεδίο ορισμού της συνάρτησης που ολοκληρώνεται [-1 , 1], να επιλέξουμε την αντικατάσταση  x=συνt.  Βέβαια, αντί του συνημιτόνου θα μπορούσαμε να διαλέξουμε το x=ημt, όμως τότε δεν θα μπορούσαμε να χρησιμοποιήσουμε το αποτέλεσμα του προηγούμενου παραδείγματος:

			[image: ]

			όπου, εκτός από το αποτέλεσμα του προηγούμενου παραδείγματος χρησιμοποιήσαμε την προφανή σχέση:

			[image: ]

			◊

			Άσκηση: Να υπολογιστούν τα ολοκληρώματα: 

			α)[image: ]                 β) [image: ]         γ) [image: ]              δ) [image: ]

			ε)[image: ]   στ) [image: ]        ζ) [image: ]                η) [image: ]

			(Απ: α) 1/9 x3 (-1+3ln3x) β) 1/8x2(-1+2lnx) γ) 1/2(-x+(1+x)ln[1+x]) δ) 1/2(x+x2 ln[1+1/x]-ln[1+x]) 

			ε) -[image: ]+x ln[x+[image: ]] στ) (x lnx-(1+x) ln[1+x])/x 

			ζ) 1/27 x3 (-2+6 lnx-9 (lnx)2+9 (lnx)3) η) 1/4 (-(-2+x) x+2 (-1+x2) ln[1+x]) )

			◊

			Άσκηση: Να υπολογιστούν τα ολοκληρώματα: 

			α)[image: ]                β) [image: ]      γ) [image: ]              δ) [image: ]

			ε) [image: ]        στ) [image: ]                     ζ) [image: ]   

			(Απ: α) -xστεμx-ln[2 συν[x/2]]+ ln[2ημ[x/2]] β) 1/4 x (-x+2(2+x) ln[2+x]) 

			γ) - στεμx(συνx(1+ ln[ημx])+xημx) δ) 1/4 (2x+(-1+2 ln [συνx]) ημ2x) 

			ε) [image: ]-x- ln [1+[image: ]]+x ln[[image: ]+x] στ) (x1+v (-1+(1+v) lnx))/(1+v)2 

			ζ) -(x1-v (1+(-1+v) lnx))/(-1+v)2 )

			◊

			Άσκηση: Να υπολογιστούν τα ολοκληρώματα: 

			α)[image: ]                β) [image: ]          γ) [image: ]                              δ) [image: ]

			ε) [image: ]        στ) [image: ]   ζ) [image: ]           η) [image: ]

			(Απ: α) (ax (2-2 x lna+x2 (lna)2))/ (lna)3 β) 1/18 (x (-6+3x-2x2)+6 (1+x3) ln[1+x]) 

			γ) [image: ]/3  δ) -ln[-1-e-x]-e-x ln [1+ex] ε) e-1/x x στ) x+συνx- συνx ln [1+ ημx] 

			ζ) ln [1+ ημx]+(-1+ ln [1+ημx]) ημx η) x+(-1+ ln [1+ συνx])ημx )

			◊

			Άσκηση: Να υπολογιστούν τα ολοκληρώματα (με κατάλληλη αντικατάσταση):

			α) [image: ]                β) [image: ] 

			(Απ: α) -ex+(1+ex) ln[1+ex] β) 1/2 (-x2+(3+x2) ln[3+x2])

			◊

			Άσκηση: Να υπολογιστούν τα ολοκληρώματα:

			α) [image: ]                   β) [image: ]

			(Απ: α) ln[-2 (1+x)]- ln[1+x]/(2+x)- ln[2 (2+x)] 

			β) - ln[1+x]+2 ln[2+x]+x ln[(2+x)/(1+x)])

			4.1.6 Μέθοδοι ολοκλήρωσης: (4) Ολοκλήρωση ρητών συναρτήσεων 

			Για τη λύση των ολοκληρωμάτων των ρητών συναρτήσεων πρέπει να γνωρίζουμε τη λύση των παρακάτω ολοκληρωμάτων, τα οποία  ο αναγνώστης (θεωρητικά) τα γνωρίζει ήδη:

			(i)   [image: ]

			(ii)  [image: ]

			(iii) [image: ]

			ενώ αξίζει να αναφέρουμε και μία ακόμη περίπτωση (την οποία αντιμετωπίζουμε για πρώτη φορά):  

			[image: ]

			Επίσης θα πρέπει να θυμόμαστε τη σχέση της ατελούς διαίρεσης, η οποία συνδέει τον Διαιρετέο (Δ), τον Διαιρέτη (δ), το Πηλίκο (π) και το Υπόλοιπο (υ):

			 [image: ]

			Αναζητούμε λοιπόν λύση για το ολοκλήρωμα:

			[image: ]

			όπου p(x) και q(x) είναι δύο πολυωνυμικές συναρτήσεις, νp και νq βαθμού, αντίστοιχα, ενώ ισχύει και η ανίσωση:  νp<νq, δηλαδή ο βαθμός του αριθμητή πρέπει να είναι μικρότερος από το βαθμό του παρονομαστή.  Αν αυτό δεν συμβαίνει, τότε φθάνουμε στο επιθυμητό αποτέλεσμα εκτελώντας τη διαίρεση.  Εάν οι πολυωνυμικές συναρτήσεις π(x) και υ(x) είναι το πηλίκο και το υπόλοιπο της διαίρεσης, το προηγούμενο ολοκλήρωμα γίνεται:

			[image: ]

			καταλήγοντας στον υπολογισμό του ολοκληρώματος μιας πολυωνυμικής συνάρτησης και μιας ρητής, της οποίας ο βαθμός του αριθμητή είναι μικρότερος του βαθμού του παρονομαστή.   Διακρίνουμε τις εξής περιπτώσεις:

			(i) Ο παρονομαστής q(x) έχει απλές πραγματικές ρίζες.

			Έστω πως η πολυωνυμική συνάρτηση του παρονομαστή q(x) έχει μόνον απλές πραγματικές ρίζες (τάξης πολλαπλότητας 1), έστω τις  ρ1, ρ2, …, ρν.   Τότε, αναλύουμε την κλασματική συνάρτηση που ολοκληρώνεται, σε άθροισμα ν απλών κλασμάτων:

			[image: ]

			Επομένως, η ολοκλήρωση του αρχικού κλάσματος καταλήγει στην ολοκλήρωση του αθροίσματος των ν απλών κλασμάτων, που δίνουν σαν αποτέλεσμα ένα άθροισμα ν λογαρίθμων.

			◊

			Παράδειγμα 2ο: Να λυθεί το ολοκλήρωμα: [image: ]  

			Εφόσον ο βαθμός της πολυωνυμικής συνάρτησης του παρονομαστή είναι μεγαλύτερος από το βαθμό της πολυωνυμικής συνάρτησης του παρονομαστή, μπορούμε να εφαρμόσουμε αμέσως τα όσα ειπώθηκαν θεωρητικά προηγουμένως.

			α) Ρίζες του παρονομαστή:

			[image: ]

			όπου εφαρμόσαμε τον τύπο του τριωνύμου, βρίσκοντας τις ρίζες ρ1=0, ρ2=2 και ρ3=-3.

			β) Ανάλυση του κλάσματος:

			[image: ]

			Εφόσον ισχύουν οι πέντε διαδοχικές ισότητες, θα ισχύει και η ισότητα του πρώτου κλάσματος με το έκτο. Επειδή τα κλάσματα αυτά έχουν τον ίδιο παρονομαστή, θα είναι ίσα εάν και οι αριθμητές τους είναι ίσοι. Εάν δηλαδή ισχύουν οι ισότητες (που καταλήγουν ένα σύστημα τριών εξισώσεων με τρεις αγνώστους):

			[image: ]

			Επομένως το ολοκλήρωμα γράφεται:

			[image: ]

			◊

			Παράδειγμα 2ο: Να λυθεί το ολοκλήρωμα: [image: ]  (Δίνεται q(2)=0)

			Επειδή ο αριθμητής είναι μεγαλύτερου βαθμού από τον παρονομαστή, πρέπει να κάνουμε τη διαίρεση:
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			Άρα το ολοκλήρωμα παίρνει τη μορφή:

			[image: ]

			Στη συνέχεια, για να λύσουμε το ολοκλήρωμα που απέμεινε, θα πρέπει να υπολογίσουμε τις τρεις ρίζες του παρονομαστή.   Εφόσον έχει μία ρίζα, το x=2 (διότι  p(2)=0), διαιρώντας με τον παράγοντα (x-2) υπολογίζουμε τις υπόλοιπες δύο ρίζες από το πηλίκο:

			[image: ]

			Ανάλυση του κλάσματος σε απλά κλάσματα:

			[image: ]

			Επειδή η προηγούμενη σχέση είναι μια συνεχής ισότητα, σημαίνει πως το πρώτο κλάσμα είναι ίσο με το τελευταίο, και επειδή τα δύο κλάσματα έχουν τον ίδιο παρονομαστή, θα πρέπει να έχουν και τον ίδιο αριθμητή.   Εξισώνοντας τους συντελεστές των ομοιόβαθμων όρων, καταλήγουμε σε ένα σύστημα 3 εξισώσεων με τρεις αγνώστους:

			[image: ]

			όπου παραλείφθηκε η λύση του συστήματος, σαν κάτι εύκολο και γνωστό.  Επομένως η λύση του ολοκληρώματος:

			[image: ]

			◊

			Παράδειγμα 3ο: Να λυθεί το ολοκλήρωμα: [image: ]

			Εδώ θα επιχειρήσουμε μια αρκετά συνηθισμένη αλλαγή μεταβλητών, επιχειρώντας να απαλλαγούμε ταυτόχρονα από την ρίζα αλλά και από το εκθετικό μέρος:

			[image: ]

			◊

			Άσκηση: Να υπολογιστούν τα ολοκληρώματα: 

			α)[image: ]     β) [image: ]     γ) [image: ]       δ) [image: ]     ε) [image: ]

			(Απ: α) 1/2 ln[3+2x+x2] β) 3/7 (4 ln[4-x]+3 ln[3+x]) γ) 1/6 (38 ln[-65 (-3+x)]-27 ln [65 (-2+x)]+ lnx) 

			δ) ln[-1+x]- lnx ε) 1/12 (9 ln[10-15x]- ln[5 (2+3x)]) )

			◊

			Άσκηση: Να υπολογιστούν τα ολοκληρώματα (με διαίρεση πολυωνύμων):

			α)[image: ]               β) [image: ]            γ) [image: ]                   δ) [image: ]     

			(Απ: α) 5 (3+x)-16 ln[3+x] β) -6-2 x+x2/2- ln[2+x] γ) -(3/2)+x+x2/2+ ln[-1+x] 

			δ) 1/2 ((-2+x) x+4 lnx-2 ln[1+x]) )

			◊

			Άσκηση: Να υπολογιστούν τα ολοκληρώματα

			α)[image: ]            β) [image: ]        γ) [image: ]          δ) [image: ]

			ε) [image: ]       στ) [image: ]

			Υπόδειξη: Ο παρονομαστής του (β) ολοκληρώματος έχει ρίζα το x=1.

			(Απ: α) -(1/x)+lnx-ln[1+x] β) 3ln[-1+x]+ ln[2 (3+2 x+x2)] γ) Τοξεφ[x/α]/α

			δ) 1/(1-x)- ln[-1+x]+ lnx ε) ln[6-2x]- ln[2 (-2+x)] στ) -(1/(2+x))+ lnx )

			◊

			Άσκηση: Να υπολογιστούν τα ολοκληρώματα (με διαίρεση πολυωνύμων):

			α)[image: ]   β) [image: ]        γ) [image: ]    δ) [image: ]     

			(Απ: α) 2x-3 ln[1-x+3 x2] β) 3x+2ln[3+5x2] 

			γ) 4x+x2/2+x3/3+5 ln[-8 (-2+x)]+2lnx-3ln[8 (2+x)] 

			δ) 3x+x2/2+ln[6-3 x]-2ln[3 (-1+x)]+ lnx)

			◊

			Άσκηση: Να υπολογιστούν τα ολοκληρώματα (μετά από κατάλληλη αντικατάσταση καταλήγουν σε επίλυση ολοκληρωμάτων ρητών συναρτήσεων):

			α) [image: ]            β) [image: ]         γ) [image: ]        δ) [image: ]     ε) [image: ]

			(Απ: α) (3 ln[-1-5 2x])/ ln32 β) (x ln2- ln[3+2x])/ ln8 γ) -x+ ln[-2 (1+e2x)] 

			δ) 1/3 (-x+2 ln[-4 (3+e2x)])  ε) (2x+x ln2-2 ln[2 (1+2x)])/ ln2 )

			◊

			 (ii) Ο παρονομαστής q(x) έχει πολλαπλές πραγματικές ρίζες.

			Ας υποθέσουμε πως η πολυωνυμική συνάρτηση του παρονομαστή q(x) έχει απλές, αλλά και πολλαπλές πραγματικές ρίζες.  Χωρίς να προσπαθούμε να περιορίσουμε την γενικότητα υποθέτουμε πως η πολυωνυμική συνάρτηση του παρονομαστή είναι 4ου βαθμού και έχει τέσσερις πραγματικές ρίζες, έστω τις  ρ1 (απλή) και ρ2 (τριπλή).   Τότε, αναλύουμε την κλασματική συνάρτηση που ολοκληρώνεται, σε άθροισμα τεσσάρων απλών κλασμάτων:

			[image: ]

			Επομένως, η ολοκλήρωση του αρχικού κλάσματος καταλήγει στην ολοκλήρωση του αθροίσματος των τεσσάρων αυτών κλασμάτων.

			Παράδειγμα: Να λυθεί το ολοκλήρωμα:  [image: ]

			Λύση:

			[image: ]

			Αναλύουμε το κλάσμα σε άθροισμα απλών κλασμάτων:

			[image: ]

			οπότε, εξισώνοντας τους συντελεστές των ομοιόβαθμων όρων των αριθμητών του πρώτου και του τελευταίου κλάσματος, καταλήγουμε στο επόμενο σύστημα τριών εξισώσεων με τρεις αγνώστους:

			[image: ]

			και το κλάσμα γράφεται:

			[image: ]

			Η λύση του ολοκληρώματος:

			[image: ]

			◊

			Άσκηση: Να υπολογιστούν τα ολοκληρώματα:

			α) [image: ]	β) [image: ]

			(Απ: α) (-3 x-(-3+x)2 ln[-3+x]+(-3+x)2 lnx)/(27 (-3+x)2) 

			β) 1/27 (3 (1/x-5/(3+x))+5 lnx-5 ln[3+x]) )

			◊

			 (ii) Ο παρονομαστής q(x) έχει μιγαδικές ρίζες.

			Θα επικεντρωθούμε στην ιδιαίτερη περίπτωση όπου ο παρονομαστής είναι ένα τριώνυμο με δύο μιγαδικές, συζυγείς ρίζες.   Στην περίπτωση αυτή (όπου η διακρίνουσα Δ είναι αρνητική) πρέπει να ξαναθυμηθούμε τον τρόπο με τον οποίο αποδεικνύεται ο περίφημος τύπος των ριζών του τριωνύμου:

			[image: ]

			όπου απλά βγάλαμε κοινό παράγοντα το α.  Στη συνέχεια προσπαθούμε να σχηματίσουμε, με βάση τους πρώτους δύο όρους, ένα τέλειο τετράγωνο, προσθαφαιρώντας την κατάλληλη σταθερά:

			[image: ]

			Για τις ανάγκες της ολοκλήρωσης, αυτή η τελευταία σχέση είναι επαρκής.  Απλά θα πρέπει να θυμηθούμε πως ο αριθμητής του δεύτερου κλάσματος (δηλαδή η διακρίνουσα Δ) είναι αρνητικός στην περίπτωση των μιγαδικών ριζών, οπότε η ισότητα συνεχίζει…

			[image: ]

			πράγμα που μας επιτρέπει, με την κατάλληλη αλλαγή μεταβλητής, να καταλήξουμε σε ένα ολοκλήρωμα, με αποτέλεσμα ένα τόξο εφαπτομένης.  Ας το δούμε με δύο παραδείγματα.

			Παράδειγμα 1ο: Να υπολογιστεί το ολοκλήρωμα  [image: ]

			Λύση: Παρατηρώντας πως το τριώνυμο του παρονομαστή έχει μιγαδικές ρίζες ([image: ]), επιχειρούμε την προτεινόμενη ανάλυση:

			[image: ]

			◊

			Παράδειγμα 2ο: Να υπολογιστεί το ολοκλήρωμα  [image: ]

			Λύση: Στην ιδιαίτερη αυτή περίπτωση θα προσπαθήσουμε, με τις κατάλληλες προσθαφαιρέσεις, να καταλήξουμε σε δύο κλάσματα, όπου ο αριθμητής του πρώτου θα είναι η παράγωγος του παρονομαστή, ενώ ο αριθμητής του δεύτερου θα είναι ένας σταθερός αριθμός:

			[image: ]

			με το δεύτερο ολοκλήρωμα να είναι παρόμοιο με αυτό του προηγούμενου παραδείγματος, οπότε ας λυθεί από τον αναγνώστη σαν παράδειγμα.

			◊

			Παράδειγμα 3ο: Να υπολογιστεί το ολοκλήρωμα  [image: ]

			Λύση: Το ολοκλήρωμα αυτό αποτελεί τον οδηγό για τη λύση ρητών ολοκληρωμάτων, όταν ο παρονομαστής έχει ταυτόχρονα πραγματικές και μιγαδικές ρίζες. 

			α) Υπολογισμός των ριζών του παρονομαστή:

			[image: ]

			β) Ανάλυση του κλάσματος: 

			[image: ]

			και η σύγκριση των αριθμητών του πρώτου και του τελευταίου κλάσματος οδηγεί στο σύστημα:

			[image: ]

			γ) Η λύση του ολοκληρώματος:

			[image: ]

			◊

			Άσκηση: Να υπολογιστούν τα ολοκληρώματα:

			α) [image: ]	β) [image: ]	γ) [image: ]

			(Απ:  γ) -(1/x)+2/3 τοξεφ[(1+x)/3]+lnx-1/2 ln[10+2x+x2]  )

			4.1.7 Μέθοδοι ολοκλήρωσης: (5) Ολοκλήρωση τριγωνομετρικών συναρτήσεων 

			Η ολοκλήρωση τριγωνομετρικών συναρτήσεων προϋποθέτει τη γνώση κάποιων βασικών τύπων της Τριγωνομετρίας:

			Από τους τύπους: [image: ]  προκύπτουν:

			1) προκύπτουν οι τύποι του αποτετραγωνισμού:

			[image: ]

			2) και οι τύποι του «ημίσεως τόξου»: 

			[image: ]

			◊

			Παράδειγμα 1ο: Στη συνέχεια θα λύσουμε (και πάλι) το ολοκλήρωμα [image: ] χρησιμοποιώντας τους τύπους αποτετραγωνισμού:

			[image: ]

			όπου το τελευταίο αυτό αποτέλεσμα «φαίνεται» διαφορετικό από το αποτέλεσμα που βρήκαμε στο 5ο παράδειγμα της παραγράφου της ολοκλήρωσης κατά παράγοντες, αλλά δεν είναι…

			◊

			Παράδειγμα 2ο: Να λυθεί το ολοκλήρωμα [image: ] με τη βοήθεια του τύπου του «ημίσεως τόξου»

			[image: ]

			[image: ]

			[image: ]

			[image: ]

			Ή αλλιώς:

			[image: ]

			Ομοίως:

			[image: ]

			◊

			Άσκηση: Να υπολογιστούν τα ολοκληρώματα: 

			α) [image: ]           β) [image: ]            γ) [image: ]         

			δ) [image: ]      ε) [image: ]      στ) [image: ]

			(Απ: α) -x+2 εφ[x/2] β) [image: ] γ) 1/2 ex-ημx δ) -(1/4) συν2[x2]

			ε) 1/8 (2x2+ημ2x2) στ) - συνx+ημx )

			◊

			Άσκηση: Να υπολογιστούν τα ολοκληρώματα: 

			α) [image: ]           β) [image: ]            γ) [image: ]         

			δ) [image: ]        ε) [image: ]               στ) [image: ]

			ζ) [image: ]	η) [image: ]

			(Απ: α) -ln[3+συν2x] β) ln[α2+β2+(-a2+b2) συν2x]/(a2-b2) 

			γ) ln[-συνx-ημx] δ) (2 ημ5x)/5 ε) -(1/2)[image: ] στ) -2 στεμ2x ζ) -ex+εφ[ex] η) σφ(1/x) )

			◊

			Άσκηση: Να υπολογιστούν τα ολοκληρώματα: 

			α) [image: ]           β) [image: ]            γ)    [image: ]       

			δ) [image: ]               ε) [image: ]               

			(Απ: α) -2 σφ2x     β) -συνx+ημx      γ) τοξεφh[εφx]

			δ) (εφ3x)/3 ε) 4 ln[συν(x/2)]+x εφ(x/2) )

			◊

			Άσκηση: Να υπολογιστούν τα ολοκληρώματα (χρησιμοποιώντας τύπο αποτετραγωνισμού προκύπτει ολοκλήρωση κατά παράγοντες) : 

			α) [image: ]        β)  [image: ]       γ) [image: ]         

			δ)[image: ]                               

			(Απ: α) 1/4 (συν2x+2 (5 συνx ημx+x (5+x+ημ2x))) 

			β) 1/128 (16 συν2x+συν4x+4x (6x+8 ημ2x+ημ4x)) 

			γ) 1/24 (4 x3-6 x συν2x+(3-6 x2) ημ2x) 

			δ) 2 ln[συν(x/2)]+x εφ(x/2) )

			◊

			Άσκηση: Να υπολογιστούν τα ολοκληρώματα (με κατάλληλη αντικατάσταση): 

			α) [image: ]       β) [image: ]       γ) [image: ]        δ)[image: ]         

			ε)[image: ]         στ) [image: ]                    ζ)[image: ]           η) [image: ]

			(Απ: α) (4 (συν(x/2)+ημ(x/2))2 (-2+ημx))/(3[image: ])

			β) (3 ημx1/3 (178 ημx+39 ημ3x+5 ημ5x))/1280 

			γ) εφ3x/3 

			δ) [image: ]

			ε) -(1/180)[image: ] (303-52 συν2x+5 συν4x) 

			στ) 1/4 (συν2x-4 ln[συνx])  ζ) -(1/8) στεμ(x/2)4 η) -x-2σφ(x/2) )

			◊

			Άλλες μορφές τριγωνομετρικών συναρτήσεων

			   α)	Είδαμε ήδη αρκετά τριγωνομετρικά ολοκληρώματα της μορφής:

			[image: ]

			όπου τα κ και λ ήταν φυσικού αριθμοί, από τους οποίους τουλάχιστον ο ένας ήταν περιττός.  Τότε, δείξαμε πως το ολοκλήρωμα καταλήγει στην ολοκλήρωση μια πολυωνυμικής συνάρτησης.  Ακολουθήσαμε τη μέθοδο: «Παίρνουμε ένα από τα μονά και το βάζουμε (ολοκληρώνοντάς το) στο διαφορικό:

			Παράδειγμα 1ο: Να λυθεί το ολοκλήρωμα: [image: ]

			[image: ]

			◊

			 Παράδειγμα 2ο: Θα προσπαθήσουμε στη συνέχεια να λύσουμε ολοκληρώματα της μορφής: [image: ]και [image: ], όπου το ν είναι ένας άρτιος φυσικός αριθμός (εάν είναι περιττός γνωρίζουμε ήδη τον τρόπο με τον οποίο το μετατρέπουμε σε πολυωνυμικό ολοκλήρωμα).

			(i) Αρχικά υπολογίζουμε το [image: ]

			  [image: ]

			Η τελευταία σχέση ορίζει έναν αναδρομικό τύπο, που επιτρέπει τη συστηματική επίλυση των ολοκληρωμάτων αυτής της μορφής.   Εφαρμόζοντας ακριβώς την ίδια μέθοδο, υπολογίζουμε και τον επόμενο αναδρομικό τύπο:

			[image: ]

			◊

			Παράδειγμα 3ο: Να λυθεί το ολοκλήρωμα: [image: ]

			[image: ]

			[image: ]

			[image: ]

			όπου χρησιμοποιήθηκε το ανάπτυγμα του διωνύμου του Newton για ν=4:

			[image: ]

			◊

			Παράδειγμα 4ο: Να λυθεί το ολοκλήρωμα: [image: ], με τη χρήση της αναδρομικής σχέσης.

			[image: ]

			◊

			Άσκηση: Να υπολογιστούν τα ολοκληρώματα: 

			α)[image: ]                β) [image: ]          γ) [image: ]         δ) [image: ]   

			ε) [image: ]	     στ) [image: ]

			(Απ: α) -((συν7x (365-364 συν2x+63 συν4x))/5544) 

			β) (1/5120)(-70 συν2x+20 συν4x+5 συν6x-5συν8x+συν10x)

			γ) (5 ημx)/8+5/48 ημ3x+1/80 ημ5x 

			δ) 1/840 (157+108 συν2x+15 συν4x) ημ3x 

			ε) 1/30 συν3x (-7+3 συν2x) 

			στ) 1/32 (12 x+8 ημ2x+ημ4x))

			◊

			4.2 Ορισμένη Ολοκλήρωση

			4.2.1 Γενικά

			Χωρίς την ύπαρξη της Ορισμένης Ολοκλήρωσης, η Αόριστη Ολοκλήρωση ίσως να ήταν ένα παιχνίδι των Μαθηματικών, που θα απαντούσε στο ερώτημα «πες μου ποιας συνάρτησης η παράγωγος είναι η f(x)».  Βέβαια, η Αόριστη Ολοκλήρωση είναι κι ένα ισχυρότατο εργαλείο στην επίλυση των Διαφορικών Εξισώσεων (οι οποίες είναι εξισώσεις που περιέχουν πληροφορίες για μία παράγωγο μιας άγνωστης συνάρτησης, αναζητώντας αυτή την άγνωστη συνάρτηση) και θα γίνουν αντικείμενο μελέτης στα πλαίσια ενός επόμενου μαθήματος.

			Ένα παράδειγμα που εισάγει με εύληπτο τρόπο την έννοια (και την αναγκαιότητα ύπαρξης) του Ορισμένου Ολοκληρώματος είναι αυτό που αφορά στο Έργο μιας δύναμης. Έστω, λοιπόν, μία ευθεία ε, εφοδιασμένη με ένα σύστημα αναφοράς (δηλαδή με ένα σημείο Ο που αποτελεί την αρχή μέτρησης των αποστάσεων και ένα μοναδιαίο διάνυσμα).   Η ευθεία ε είναι ο φορέας μιας σταθερής δύναμης [image: ] η οποία  μετακινεί το σημείο εφαρμογής της από το σημείο Α στο σημείο Β.

			[image: Kallipos_Eik_4_1]			

			Εικόνα 4.2  Φορέας δύναμης

			Ως γνωστόν το έργο της δύναμης [image: ] (στο παράδειγμα που περιγράφουμε, η φορά του διανύσματος της [image: ] είναι η ίδια με τη φορά της μετακίνησης του σημείου εφαρμογής της), είναι ένα μονόμετρο μέγεθος (δεν είναι δηλαδή διανυσματικό)  και ισούται με το γινόμενο του μέτρου της [image: ] επί το μήκος του διαστήματος [Α,Β].   Θα έχουμε επομένως:

			[image: ]

			Μεταφέρουμε αυτό το πρόβλημα σε ένα Καρτεσιανό σύστημα, όπου ο οριζόντιος άξονας (ο άξονας των τετμημένων) είναι η ευθεία ε, ενώ ο κατακόρυφος (ο άξονας των τεταγμένων) ορίζει το μέγεθος της δύναμης [image: ] (έστω [image: ]).  Τότε θα έχουμε το παρακάτω γράφημα:

			[image: ]

			Εικόνα 4.3  Γράφημα δύναμης

			Παρατηρούμε πως στην περίπτωση αυτή το έργο της [image: ] είναι το αποτέλεσμα του γινομένου του μήκους ενός διαστήματος του άξονα των x, με τη σταθερή τιμή c μιας συνάρτησης [image: ]  και ισούται με το εμβαδόν του τόπου Τ (σκιασμένη περιοχή του γραφήματος).

			Βέβαια προκύπτει το ερώτημα για το κατά πόσο το Έργο μιας δύναμης ισούται με ένα εμβαδόν.  Για να απαντήσουμε, παίρνουμε την περίπτωση όπου μία δύναμη μετακινεί το σημείο εφαρμογής της αντίθετα από τη φορά της (για παράδειγμα πρόκειται για την περίπτωση όπου οι δυνάμεις τριβής και της αντίστασης του αέρα «φρενάρουν» ένα αυτοκίνητο που κινείται σε οριζόντιο δρόμο).  Τότε έχουμε σχηματικά:

			[image: Kallipos_Eik_4_3]

			Εικόνα 4.4  Φορέας δύναμης

			που αντιστοιχεί στο γράφημα:

			  [image: Kallipos_Eik_4_4]

			Εικόνα 4.5  Γράφημα δύναμης

			[image: ]

			Στην περίπτωση αυτή το παραγόμενο έργο από την δύναμη [image: ](όπου [image: ] είναι το μοναδιαίο διάνυσμα στην ευθεία ε) είναι αρνητικό.  Μπορεί η απόλυτη τιμή του Έργου να είναι ίση με το εμβαδόν του τόπου Τ, όμως δεν μπορούμε πλέον να ταυτίσουμε Έργο και εμβαδόν.

			Όλα αυτά συνέβαιναν με το δεδομένο πως η δύναμη F που παράγει το έργο είναι σταθερή!  Τα πάντα όμως μεταβάλλονται, εάν η δύναμη F είναι συνάρτηση της θέσης x, στην οποία βρίσκεται το σημείο εφαρμογής της:

			[image: ]

			[image: Kallipos_Eik_4_5]

			Εικόνα 4.6  Γράφημα μεταβλητής δύναμης

			Στην περίπτωση αυτή αντιλαμβανόμαστε πως το Έργο της μεταβλητής δύναμης F είναι ένα γινόμενο της συνάρτησης f(x), επί το μήκος του διαστήματος [Α,Β], μόνο που δεν ξέρουμε τον τρόπο για να το υπολογίσουμε. Για τον λόγο αυτό ξαναγυρίζουμε στο Έργο σταθερής δύναμης. Για να μπορέσουμε να εκμεταλλευτούμε την κατακτημένη γνώση θα πρέπει να «μετατρέψουμε» την μεταβλητή δύναμη, σε σταθερή!  Για τον λόγο αυτό διαμερίζουμε το διάστημα [Α,Β] σε πολλά μικρά υποδιαστήματα, έτσι ώστε να μπορούμε να θεωρήσουμε πως κατά μήκος του κάθε υποδιαστήματος η τιμή της δύναμης F παραμένει «σταθερή». Το τελικό αποτέλεσμα για το συνολικό Έργο είναι, προφανώς, το άθροισμα όλων των Έργων των υποδιαστημάτων.

			Βέβαια προκύπτει ένα σημαντικό ζήτημα:  Σε ποιο σημείο θα υπολογίσουμε την  «σταθερή» τιμή της συνάρτησης f(x) στο κάθε υποδιάστημα (έστω στο τυχαίο (j-οστό) υποδιάστημα).  Επειδή το πρόβλημα αυτό είναι αρκετά περίπλοκο, θα επιθλέξουμε προς το παρόν (αυθαίρετα και λανθασμένα) το μέσον του κάθε υποδιαστήματος.   Με βάση όλα αυτά καταλήγουμε στο επόμενο γράφημα:

			[image: ]

			Εικόνα 4.7  Γράφημα μεταβλητής δύναμης διαιρεμένο σε υποδιαστήματα

			Από το γράφημα αυτό προκύπτουν οι σχέσεις:

			[image: ]

			όπου  θέσαμε  Δx1 = x1-x0  και γενικά   Δxj = xj-xj-1  

			Γίνεται φανερή πλέον η αδυναμία που προκύπτει από τον τρόπο με τον οποίο ορίσαμε το σημείο του κάθε υποδιαστήματος στο οποίο υπολογίστηκε η τιμή της συνάρτησης f, σαν η σταθερή τιμή της σε ολόκληρο το υποδιάστημα. Πρόκειται για μια αυθαιρεσία που μπορεί να κοστίσει σημαντικά σε ακρίβεια.  Εάν, στην προσπάθεια να επιτύχουμε την μέγιστη δυνατή ακρίβεια, διαμερίσουμε το διάστημα [Α,Β] σε άπειρα υποδιαστήματα, τότε γίνεται φανερό πως η πιο πάνω αδυναμία ελαχιστοποιείται.  Στην περίπτωση αυτή στο προηγούμενο άθροισμα μεταβάλλουμε το σύμβολο της άθροισης (Σ), αντικαθιστώντας το με το σύμβολο S, ελαφρώς παραφθαρμένο:

			[image: ]

			Η έκφραση  

			[image: ] 

			ονομάζεται «Ορισμένο Ολοκλήρωμα της συνάρτησης f(x), στο διάστημα ολοκλήρωσης [Α,Β]. Η κατανόηση της προηγούμενης σχέσης με την οποία ορίστηκε το ορισμένο ολοκλήρωμα είναι σημαντικότατη, μια και αποτελεί βασικό εργαλείο στα χέρια οποιουδήποτε προσπαθεί να «μεταφράσει» σε μαθηματική σχέση ένα πρόβλημα, στη βάση του οποίου βρίσκεται το γινόμενο μιας συνάρτησης επί το μήκος ενός υποδιαστήματος του διαστήματος στο οποίο ορίζεται.

			Είναι επίσης σημαντικό να αντιληφθεί ο αναγνώστης πως το Ορισμένο Ολοκλήρωμα δεν είναι ένα εμβαδόν, έστω κι αν συχνά χρησιμοποιούμε αυτή την παρομοίωση για λόγους παραστατικότητας.  

			4.2.2 Ορισμός του Ορισμένου Ολοκληρώματος

			Θεωρώντας πως ο μέσος αναγνώστης δεν ενδιαφέρεται για τον τρόπο με τον οποίο φθάνουμε στον τρόπο υπολογισμού  του Ορισμένου Ολοκληρώματος, δίνουμε «αξιωματικά» τον ορισμό:

				Ορισμός: Εάν η συνάρτηση  F(x) είναι το αόριστο ολοκλήρωμα της  f(x), εάν δηλαδή ισχύει:

			[image: ]

			τότε το Ορισμένο Ολοκλήρωμα ορίζεται με την επόμενη σχέση:

			[image: ]

			Παράδειγμα: Θα προσπαθήσουμε να υπολογίσουμε το Έργο της δύναμης:

			[image: ]

			όταν μετακινεί το σημείο εφαρμογής της από το 0 στο 4.

			Λύση: Με βάση τα όσα είπαμε στην προηγούμενη παράγραφο, το Έργο της F δίνεται από το Ορισμένο Ολοκλήρωμα:

			[image: ]

			όπου οι μονάδες του Έργου (εάν η δύναμη μετριέται σε Newton (1 N) και τη μήκος σε μέτρα (1 m)) είναι:

			1 Joule = 1Νm.

				Προσπαθώντας να υπολογίσουμε και γεωμετρικά το αποτέλεσμα, δημιουργούμε το γράφημα της συνάρτησης f(x).

			[image: ]

			Εικόνα 4.8  Γράφημα της συνάρτησης [image: ]

			Το Έργο θα δίνεται από το εμβαδόν του τραπεζίου:

			[image: ]

			◊

			4.2.3 Ερμηνεία του Ορισμού για τον υπολογισμό του Ορισμένου Ολοκληρώματος

			Αρχικά να πούμε πως η κατανόηση της τρέχουσας παραγράφου δεν αποτελεί προαπαιτούμενο για την κατανόηση των επόμενων εννοιών που θα ακολουθήσουν στη συνέχεια. Άρα, ο αναγνώστης μπορεί να την παραλείψει. 

			Στα πλαίσια του Διαφορικού λογισμού καταλήξαμε σε κάποια συμπεράσματα, τα οποία χρειαζόμαστε για τη συνέχεια.   Υπενθυμίζουμε:

				Μία συνάρτηση s=s(t) που περιγράφει τη θέση ενός κινητού λέγεται συνάρτηση θέσης του κινητού.

			[image: ]

			Εικόνα 4.9  Συνάρτηση θέσης κινητού

				Στο γράφημα της s(t) η ευθεία που ενώνει τα σημεία  (t1,s(t1)) και (t2,s(t2)) έχει κλίση Δs/Δt=[s(t2) – s(t2)]/(t2–t1), η οποία όμως είναι (εξ ορισμού) η μέση ταχύτητα της κίνησης από την χρονική στιγμή t1 έως την t2.  Επομένως οι κλίσεις στο γράφημα της συνάρτησης θέσης αντιστοιχούν σε ταχύτητες  και η κόκκινη ευθεία περιγράφει την κίνηση του (θεωρητικού) κινητού μέσης ταχύτητας.

				Η φυσική ερμηνεία του Θεωρήματος της Μέσης Τιμής περιλαμβανόταν στη φράση πως: «Σε κάθε μετακίνηση (από την χρονική στιγμή t1 έως την t2) υπάρχει τουλάχιστον μία χρονική στιγμή ξ, του εν λόγω διαστήματος, κατά την οποία η στιγμιαία ταχύτητα είναι ίση με την μέση ταχύτητα του συνολικού χρονικού διαστήματος:

			[image: ]

			Εικόνα 4.10  Εφαρμογή του Θεωρήματος της Μέσης Τιμής στη συνάρτηση θέσης κινητού

			Έστω η συνάρτηση y=f(x) της οποίας η αρχική (το αόριστο ολοκλήρωμα) είναι η  y=F(x).  Έστω, επίσης, πως στο διάστημα (Α=x0,Β=xν) η συνάρτηση F(x) είναι συνεχής στο κλειστό ξαι παραγωγίσιμη στο ανοικτό διάσυημα, έτσι ώστε να ισχύουν οι προϋποθέσεις του Θεωρήματος Μέσης Τιμής του Διαφορικού Λογισμού.

			Από το Θεώρημα της Μέσης Τιμής (ΘΜΤ) έχουμε πως για τη συνάρτηση F(x) η μέση τιμή του ρυθμού μεταβολής της είναι ίση με την κλίση της στο σημείο ξ1, είναι ίση δηλαδή με την τιμή της παραγώγου της στο ξ1 (f(ξ1)=F’(ξ1)). 

			Αν λοιπόν θεωρήσουμε πως το διάστημα (x0,x1) είναι το πρώτο υποδιάστημα, μήκους Δx1=x1–x0, από τα ν υποδιαστήματα στα οποία έχουμε διαμερίσει το συνολικό διάστημα της ορισμένης ολοκλήρωσης της f(x), τότε η τιμή της  f στο σημείο ξ1 θα είναι ίση με τον μέσο όρο των τιμών της (δηλαδή με τον μέσο όρο των κλίσεων της F στο υποδιάστημα) σε ολόκληρο το υποδιάστημα (λαμβάνοντας μάλιστα υπ’ όψην της και τις ενδεχόμενες αρνητικές τιμές – όπως στο παρακάτω γράφημα). 

			[image: ]

			[image: ]

			Εικόνα 4.11 και 4.12  Εφαρμογή του θεωρήματος της μέσης τιμής για συνάρτηση F(x) που στο παράδειγμα είναι δευτεροβάθμιο πολυώνυμο, οπότε η παράγωγός της F’(x)=f(x) είναι πρωτοβάθμια πολυωνυμική συνάρτηση.

			Γράφοντας το ΘΜΤ για την συνάρτηση F(x) έχουμε:

			[image: ]

			όπου η έκφραση [image: ] αντικαταστάθηκε από την [image: ] η οποία δίνει με απόλυτη ακρίβεια το γινόμενο της τιμής της συνάρτησης (που μεταβάλλεται διαρκώς), επί το μήκος του διαστήματος [image: ], χάρη στο ΘΜΤ.

			Η γενίκευση της παραπάνω σχέσης μπορεί να γίνει με δύο τρόπους:

			1.	Θέτοντας στη θέση του x1  το  Β και εφαρμόζοντας την ίδια σχέση:

			[image: ]

			2.	Εφαρμόζοντας ν-φορές την πιο πάνω σχέση, για κάθε υποδιάστημα:

			[image: ]

			4.2.4 Ιδιότητες του Ορισμένου Ολοκληρώματος

			Οι επόμενες ιδιότητες είναι πολύ σημαντικές και πρέπει να γίνουν αντικείμενο προσεκτικής μελέτης:

			1η) [image: ]

			η οποία προκύπτει από την αντίστοιχη ιδιότητα των Αόριστων Ολοκληρωμάτων.

			2η) Εάν [image: ] τότε   [image: ]

			[image: ]

			Εικόνα 4.13  Γράφημα συνάρτησης όταν f(x)>0

			όπου Ε το εμβαδόν του γραμμοσκιασμένου Τόπου, ο οποίος ορίζεται από τον άξονα των x, την καμπύλη της συνάρτησης  f και τις ευθείες  x=a  και  x=b. 

			3η) Εάν [image: ] τότε   [image: ]

			[image: ]

			Εικόνα 4.14  Γράφημα συνάρτησης όταν f(x)<0

			όπου Ε το εμβαδόν του γραμμοσκιασμένου Τόπου, ο οποίος ορίζεται από τον άξονα των x, την καμπύλη της συνάρτησης f και τις ευθείες  x=a  και  x=b. 

			4η) Εάν η συνάρτηση f(x) είναι η συνάρτηση του γραφήματος:

			[image: ]

			Εικόνα 4.15 

			τότε:  [image: ]   όπου Ε1 το εμβαδόν του γραμμοσκιασμένου Τόπου, ο οποίος ορίζεται από τον άξονα των x, την καμπύλη της συνάρτησης f και τις ευθείες  x=a  και  x=c, και Ε2 το εμβαδόν του γραμμοσκιασμένου Τόπου, ο οποίος ορίζεται από τον άξονα των x, την καμπύλη της συνάρτησης f και τις ευθείες  x=c  και  x=b. 

			5η) Ισχύει η ισότητα:  [image: ]

			Πράγματι έχουμε: [image: ]

			Όμως αξίζει να δώσουμε ακόμη μία ερμηνεία.  Ας υποθέσουμε πως η συνάρτηση που ολοκληρώνεται είναι αυτή που περιγράφεται στο παρακάτω γράφημα (δηλαδή [image: ]).  

			[image: ]

			Εικόνα 4.16  

			Τότε το ολοκλήρωμα [image: ] θα ισούται με το εμβαδόν Ε, διότι αποτελεί άθροισμα των θετικών ποσοτήτων [image: ].  Αντίθετα, το ολοκλήρωμα [image: ] θα είναι μία ποσότητα αρνητική, διότι θα αποτελεί άθροισμα των αρνητικών ποσοτήτων [image: ] (το dx θα είναι αρνητικό, μια και «πηγαίνουμε» από το b στο  a (άρα με βήμα αρνητικό)).  

			6η) Ισχύει η ισότητα:  [image: ], είτε το c είναι εντός του διαστήματος  (a,b), είτε εκτός.   Πράγματι, παίρνοντας το παράδειγμα του επόμενου γραφήματος

			[image: ]

			Εικόνα 4.17  

			όπου η συνάρτηση f(x) είναι θετική, για κάθε x που ανήκει στα διαστήματα (a,c), (c,b) και  (b,c’), παρατηρούμε (γεωμετρικά) πως

			[image: ]       και

			[image: ]

			όπου η τιμή του ολοκληρώματος    [image: ] ,   είναι αρνητική λόγω του ότι ολοκληρώνουμε από το c’ προς τo b.

			7η) Εάν [image: ] τότε   

			[image: ], 

			όπου Ε το εμβαδόν του γραμμοσκιασμένου Τόπου, ο οποίος ορίζεται από τις καμπύλες των συναρτήσεων  f1 και  f2  και τις ευθείες  x=a  και  x=b.  

			[image: ]

			Εικόνα 4.18  Γράφημα τόπου, που περιορίζεται μεταξύ δύο καμπυλών

			Μάλιστα, αξίζει να παρατηρήσουμε πως το εν λόγω ολοκλήρωμα θα ισούται με το εμβαδόν Ε, ανεξάρτητα από τη θέση του άξονα των x, σε σχέση με τις δύο συναρτλησεις.

			8η) Ισχύει η ισότητα: [image: ],  κάτι που περιγράφεται γεωμετρικά με την έκφραση: «Το εμβαδόν ενός ευθυγράμμου τμήματος είναι μηδέν».

			4.2.5 Παραδείγματα

			Παράδειγμα 1ο: Να υπολογισθεί το εμβαδόν του τόπου που ορίζεται από τον άξονα των x, την συνάρτηση  f(x) = -2x2+4x+6  και τις δύο ρίζες της  f, προσεγγιστικά (γεωμετρικά) και ακριβώς (με τη βοήθεια ολοκληρώματος).

			Λύση:

			α) Υπολογισμός των ριζών της f :

			[image: ]

			β) Εκτίμηση του εμβαδού του τόπου: Αρχικά να παρατηρήσουμε πως η πολυωνυμική συνάρτηση f  είναι μία παραβολή που στρέφει τα κοίλα προς τα κάτω (ο συντελεστής του μεγιστοβάθμιου όρου (α=-2) είναι αρνητικός).  Αυτό μπορούσαμε να το συμπεράνουμε παίνροντας τα όρια στο συν και στο πλην άπειρο:

			[image: ]    

			και

			[image: ]

			Αφού δημιουργήσουμε την παρακάτω γραφική παράσταση, για να μπορέσουμε να εκτιμήσουμε (γεωμετρικά) το ζητούμενο εμβαδό θα πρέπει να το αντιστοιχίσουμε με ένα γεωμετρικό σχήμα (που το εμβαδόν του να υπολογίζεται εύκολα), του οποίου το εμβαδό θεωρούμε ισοδύναμο με το ζητούμενο.

			[image: ]

			Εικόνα 4.19  Γράφημα της συνάρτησης της συνάρτησης f(x) = -2x2+4x+6  

			Αν για παράδειγμα επιλέξουμε το τρίγωνο, με βάση το επόμενο γράφημα θα είχε βάση το διάστημα ανάμεσα στις ρίζες και ύψος 10, δηλαδή Ε=4*10/2=20 (τετραγωνικές μονάδες).

			[image: ]

			Εικόνα 4.20  Προσέγγιση  της συνάρτησης f(x) = -2x2+4x+6 από τρίγωνο

			γ) Ακριβής υπολογισμός:

			[image: ]

			Αποτέλεσμα που δεν απέχει ιδιαίτερα από την πρόβλεψή μας (πρόκειται για ένα σχετικό σφάλμα μικρότερο του 8 %, απολύτως παραδεκτό για τέτοιους υπολογισμούς)!

			◊

			Παράδειγμα 2ο: Να υπολογισθεί το ολοκλήρωμα: [image: ]

			Λύση:

			α) Υπολογισμός του αόριστου ολοκληρώματος της  f .  

			[image: ]

			β) Υπολογισμός του ορισμένου ολοκληρώματος Ι:

			[image: ]

			Στη συνέχεια προσπαθήστε, με τη βοήθεια του γραφήματος, να υπολογίσετε γεωμετρικά (αντικαθιστώντας τα εμβαδά που θέλετε με γνωστού εμβαδού γεωμετρικά σχήματα) την τιμή του Ι.

			[image: ]

			Εικόνα 4.21  Γραφική παράσταση της xημ(x)

			◊

			Παράδειγμα 3ο: Να υπολογισθεί το συνολικό εμβαδό των τόπων που ορίζονται από τον άξονα των x και την συνάρτηση f(x) = 2x3-14x2+8x+24,  όταν δίνεται μία ρίζα της (ρ=2).

			Λύση:

			α) Υπολογισμός των ριζών της  f .  

			Σημαντική παρατήρηση: Στο κεφάλαιο των πολυωνυμικών συναρτήσεων (π.σ.) μάθαμε πως εάν μία π.σ. p(x), ν-ου βαθμού, έχει ρίζα την ρ, τότε θα διαιρείται με το (x-ρ).  Το πηλίκο (π(x))  της διαίρεσης είναι μία π.σ. ν-1 βαθμού και οι ρίζες του π(x) είναι οι υπόλοιπες ν-1 ρίζες της αρχικής p(x).  Ο υπολογισμός της π.σ.  γίνεται είτε με την εκτέλεση της διαίρεσης, είτε με το Σχήμα Horner.

			[image: ]

			Επομένως οι υπόλοιπες δύο ρίζες είναι οι ρίζες της πολυωνυμικής συνάρτησης  π(x) = 2x2-10x-12, που υπολογίζονται εύκολα:  ρ1,2 = -1 και 6.   

			β) Κατάστρωση του ολοκληρώματος

			Όταν αναφερθήκαμε στις γραφικές παραστάσεις των π.σ. 3ου βαθμού, εξηγήσαμε πως εάν έχουν τρεις πραγματικές ρίζες, τότε η μορφή του γραφήματός τους είναι αυτή ενός πλάγιου S και το πρόσημό τους είναι θετικό ανάμεσα στην πρώτη και τη δεύτερη ρίζα, ενώ είναι αρνητικό ανάμεσα στη δεύτερη και την τρίτη.

			Αυτό, άλλωστε, μπορεί να γίνει φανερό με τη βοήθεια των ορίων στο άπειρο και επιβεβαιώνεται και από τη γραφική παράσταση της  f.  

			Τώρα εάν θέλαμε να κάνουμε μία εκτίμηση των δύο εμβαδών (πάντα με τη βοήθεια τριγώνων), θα λέγαμε:

			Ε1 = 3*30/2=45  ,      Ε2 = 4*50/2=100

			και συνολικά   Ε=145 (τετραγωνικές μονάδες)

			[image: ]

			Εικόνα 4.22  Γράφημα πολυωνυμικής συνάρτησης 3ου βαθμού

			 Επομένως το ολοκλήρωμα που δίνει το ακριβές αποτέλεσαμα είναι:

			[image: ]

			Παρατήρηση: Το αρχικό ολοκλήρωμα θα μπορούσε να γραφεί, με τη βοήθεια της απόλυτης τιμής, υπό τη μορφή:

			[image: ]

			όμως η επίλυσή του θα κατέληγε στα προηγούμενα.

			◊

			Παράδειγμα 4ο: Να υπολογισθεί το εμβαδόν του τόπου που ορίζεται από τις συναρτήσεις:

			f1(x) = x2-2    και    f2(x) = -x      

			Λύση.

			α) Υπολογισμός των συντεταγμένων των σημείων τομής:  

			Οι συντεταγμένες των σημείων τομής έχουν την ιδιότητα να επαληθεύουν ταυτόχρονα και τις δύο συναρτήσεις.  Άρα ο υπολογισμός τους επιτυγχάνεται με τη θεώρηση των δύο συναρτήσεων σαν ένα σύστημα δύο εξισώσεων, με δύο αγνώστους (x  και y ).

			[image: ]

			και αντικαθιστώντας τις δύο τιμές του x στην μία από τις δύο εξισώσεις (έστω τη δεύτερη), υπολογίζουμε και τις αντίστοιχες τιμές του y.   Έτσι τα δύο σημεία τομής έχουν τις συντεταγμένες:  (-2 , 2)  και  (1 , -1).

			Παρατήρηση. Συχνά τίθεται η ερώτηση:  Στα γραμμικά συστήματα έχουμε τρεις δυνατές περιπτώσεις, (i) να έχουν ακριβώς μία λύση,   (ii) να έχουν άπειρες λύσεις (σύστημα αόριστο),   (iii) να μην έχουν καμία λύση (σύστημα αδύνατο).  Πως λοιπόν συμβαίνει το σύστημα που μόλις επιλύθηκε να έχει δύο (ακριβώς) λύσεις;   Η απάντηση είναι απλή:  Το σύστημα αυτό δεν είναι γραμμικό (λόγω του παράγοντα x2).

			β) Κατάστρωση του ολοκληρώματος και υπολογισμός του.

			Για να καταστρώσουμε το ολοκλήρωμα θα πρέπει να γνωρίζουμε ποια από τις δύο συναρτήσεις παίρνει μεγαλύτερες τιμές από την άλλη, στο διάστημα ανάμεσα από τα δύο σημεία τομής (-2 , 1).  Έχουμε δύο τρόπους να σκεφτούμε:   

			(i) Η f1 είναι μία παραβολή με θετικό συντελεστή του μεγιστοβάθμιου όρου.  Άρα στρέφει τα κοίλα της προς τα άνω.  Επομένως μπορεί να καθορίσει έναν κλειστό τόπο με μία ευθεία (την f2) μόνον εάν η ευθεία βρίσκεται από πάνω, ακριβώς όπως φαίνεται στο επόμενο γράφημα.

			(ii) Επιλέγουμε μία τιμή για το x, που να είναι εσωτερική του διαστήματος (-2 , 1), έστω την x=0,  και ελέγχουμε την τιμή των δύο συναρτήσεων στο σημείο αυτό:

			f1(0)=[x2-2]x=0=-2  <  f2(0)=[-x]x=0=0

			[image: ]

			Εικόνα 4.23  Γράφημα τόπου που ορίζεται από τις συναρτήσεις: f1(x) = x2-2    και    f2(x) = -x      

			Άρα το ολοκλήρωμα:

			[image: ]

			◊

			 Παράδειγμα 5ο: Να γραφεί η σχέση που δίνει το συνολικό εμβαδό των τόπων Τ1, Τ2 και Τ3, σύμφωνα με το επόμενο σχήμα.

			[image: ]

			Εικόνα 4.24 

			1ος τρόπος: [image: ]

			2ος τρόπος: [image: ]

			όπου ο 1ος τρόπος θα καταλήξει, τελικά, στον 2ο.

			◊

			Παράδειγμα 6ο: Να υπολογισθεί το ολοκλήρωμα: [image: ]

			Λύση: Αρχικά παρατηρούμε πως αντιστρέφοντας τα όρια του 2ου ολοκληρώματος (και αλλάζοντας το πρόσημό του), τα δύο ολοκληρώματα μπορούν να ενοποιηθούν:

			[image: ]

			◊

			Παράδειγμα 7ο: Να υπολογισθεί το ολοκλήρωμα: [image: ]

			Λύση: Αρχικά θα λυθεί το αόριστο ολοκλήρωμα:

			[image: ]

			οπότε το ορισμένο ολοκλήρωμα:

			[image: ]

			Αξίζει να υπολογισθεί το εμβαδόν που «γράφει» η συνάρτηση f, με τη βοήθεια του τριγώνου του επομένου γραφήματος, το οποίο θεωρούμε πως έχει παρόμοιο εμβαδό.

			[image: ]

			◊

			Παράδειγμα 8ο: Να υπολογισθεί το ολοκλήρωμα: [image: ]

			Λύση: Απαλλασσόμαστε από το σύμβολο της απόλυτης τιμής, με τη βοήθεια της σχέσης:

			[image: ]

			οπότε έχουμε:

			[image: ]

			και η συνέχεια είναι εύκολη.

			◊

			Παράδειγμα 9ο: Να υπολογισθεί το εμβαδόν που ορίζεται από τις καμπύλες Cf και Cg των συναρτήσεων f(x)=2x2+x+1 και g(x)=x2+2x+7.

			Λύση: Πρόκειται για δύο πολυωνυμικές συναρτήσεις δεύτερου βαθμού, των οποίων η γραφική παράσταση είναι η παραβολή.  Από τη στιγμή που δεν μας δίνονται τα άκρα του εμβαδού που αναζητούμε (πράγμα που θα μπορούσε να γίνει με τη βοήθεια δύο κατακόρυφων ευθειών της μορφής  x=c1 και x=c2), αντιλαμβανόμαστε πως το ζητούμενο εμβαδόν ορίζεται από τις δύο καμπύλες και από τα δύο σημεία τομής των δύο παραβολών.   Επομένως αναζητούμε τα δύο αυτά σημεία τομής.  Πρόκειται για τα δύο σημεία του επιπέδου, των οποίων οι συντεταγμένες επαληθεύουν ταυτόχρονα τις εξισώσεις των δύο παραβολών:

			[image: ] 

			όπου δεν ήταν απαραίτητος ο υπολογισμός της συντεταγμένης y του κάθε σημείου.  Όλα αυτά μπορούν να γίνουν κατανοητά με την επόμενη γραφική παράσταση:

			[image: ]

			Για τον υπολογισμό του ζητούμενου εμβαδού πρέπει αρχικά να ξεχωρίζουμε ποια συνάρτηση παίρνει μεγαλύτερες τιμές, στο διάστημα (-2,3).  Ο πιο απλός τρόπους είναι να υπολογίσουμε την τιμή των δύο συναρτήσεων σε κάποιο από τα σημεία του διαστήματος αυτού, έστω του x=0, όπου έχουμε f(0)=1  και  g(0)=7, πράγμα που μαρτυρά πως η συνάρτηση g είναι αυτή που παίρνει μεγαλύτερες τιμές.  Επομένως το ζητούμενο εμβαδό Ε:

			[image: ]

			◊

			Ασκήσεις

			Άσκηση: Nα υπολογίσετε την τιμή του κ[image: ] για την οποία ισχύει: 

			[image: ]

			◊

			Άσκηση: Nα υπολογιστούν τα ολοκληρώματα: 

			α) [image: ]           	β) [image: ]             γ) [image: ]

			δ) [image: ]            	ε) [image: ]              στ) [image: ]

			Υπόδειξη: Στο ολοκλήρωμα (α) να θέσετε t=ln(x), ενώ για το (δ) υπάρχει λυμένο αντίστοιχο παράδειγμα.

			◊

			Άσκηση: Nα υπολογιστούν τα ολοκληρώματα: 

			α) [image: ]             β) [image: ]                 γ) [image: ]

			δ) [image: ]                         ε) [image: ]              στ) [image: ]

			◊

			Άσκηση: Nα υπολογιστούν τα ολοκληρώματα: 

			α) [image: ]             β) [image: ]                 

			Υπόδειξη: Για το ολοκλήρωμα (α) χρησιμοποιείστε τον τύπο αποτετραγωνισμού.

			◊

			Άσκηση: Δίνεται η συνάρτηση [image: ]. Να υπολογιστεί το εμβαδόν του χωρίου που περικλείεται από την Cf , τον άξονα x’x,  και τις ευθείες  x=2, x=5.

			◊

			Άσκηση: Να υπολογιστεί το εμβαδόν του χωρίου που περικλείεται από την Cf : f(x)= -x2+2x+3 και την ευθεία 2x-ψ-1=0

			◊

			Άσκηση: Να υπολογιστεί το εμβαδόν του χωρίου που περικλείεται από τις καμπύλες ψ1(x)= -x2+6x-5, ψ2(x)= -x2+4x-3 και ψ3(x)= 3x-15.

			Υπόδειξη: Η γραφική παράσταση:

			[image: ]

			◊

			Άσκηση: Να υπολογιστεί το εμβαδόν του χωρίου που περικλείεται από την Cf , Cg όταν 

			α) f(x)= -x2+4x ,    g(x)= x2-4x+6  

			β) f(x)= x3+1,    g(x)= x+1  

			◊

			Άσκηση: Να υπολογιστεί το εμβαδόν του χωρίου που περικλείεται από τις γραφικές παραστάσεις f(x)=ex ,    g(x)= e-x και την ευθεία  x=1.

			Υπόδειξη: Η γραφική παράσταση:

			[image: ]

			◊

			Άσκηση: Να υπολογιστεί το εμβαδόν του χωρίου που περικλείεται από τις γραφικές παραστάσεις f(x)=x3 ,    g(x)= -x3 και την ευθεία  7x+3ψ=10.

			◊

			Άσκηση: Να υπολογιστεί το εμβαδόν του χωρίου που περικλείεται από τις γραφικές παραστάσεις [image: ],  και της παραβολής  x2= 4ψ.

			◊

			Άσκηση: Να υπολογιστεί το εμβαδόν του χωρίου που περικλείεται από τον κύκλο x2+ψ2=8 και την παραβολή  x2= -2ψ.

			◊

			Άσκηση: Να υπολογιστεί το εμβαδόν του χωρίου που περικλείεται από την Cf : f(x)= lnx, τον άξονα ψ’ψ,  και τις ευθείες  ψ= -1, ψ=1.

			◊

			Άσκηση: Αν ε είναι η εφαπτομένη της Cf : f(x)=ex στο σημείο (1,e), να υπολογιστεί το εμβαδόν του χωρίου που περικλείεται από την Cf , τον άξονα x’x,  και την ευθεία  x= -1.

			◊

			Άσκηση: Αν Α είναι το χωρίο που περικλείεται από την Cf : f(x)=ex, τις ευθείες x=0, x=1 και τον άξονα x’x, να βρεθεί η τιμή του α, ώστε η ευθεία x=α να χωρίζει το Α σε ισοεμβαδικά χωρία.

			◊

			Άσκηση: Το χωρίο μεταξύ της Cf : f(x)=4x4+1 και της ευθείας ψ=6 χωρίζεται από την ευθεία ψ=5α4 +1 (α>0) σε δύο ισοεμβαδικά χωρία. Να υπολογιστεί η τιμή του α.

			◊

			Άσκηση:  Να υπολογιστεί το εμβαδόν του χωρίου που περικλείεται από την Cf : [image: ], τον άξονα x’x, και τις ευθείες x= -1, x=1.

			◊

			Άσκηση:  Δίνονται οι συναρτήσεις f(x)=x2+x και g(x)=(x+1)ln(x+1). 

			Να υπολογιστεί το εμβαδόν του χωρίου που περικλείεται από των Cf , Cg και των ευθειών x=0 και x=1.

			◊

			Άσκηση:  Να υπολογιστεί το εμβαδόν του χωρίου που σχηματίζουν: 

			α) η Cf όπου [image: ] και ο άξονας x’x

			β) η Cg όπου [image: ] και ο άξονας x’x.

			Υπόδειξη: [image: ] και το γράφημα… (οπότε ας γίνει και μία εκτίμηση για το αποτέλεσμα)

			[image: ]

			◊

			4.2.6 Γενικευμένα Ολοκληρώματα

			Ονομάζουμε Γενικευμένα Ολοκληρώματα, τα ορισμένα ολοκληρώματα κατά τη λύση των οποίων συναντούμε έναν παράγοντα του ολοκληρώματος που απειρίζεται.  Οι δύο κατηγορίες Γενικευμένων Ολοκληρωμάτων που θα αντιμετωπίσουμε είναι:  

			(i)	Όταν κάποιο από τα όρια είναι άπειρο.   

			(ii)	Όταν, η συνάρτηση που ολοκληρώνεται, απειρίζεται σε κάποιο σημείο του διαστήματος ολοκλήρωσης.  Όταν, δηλαδή, η f(x) δεν έχει πεπερασμένη τιμή σε ένα ή περισσότερα σημεία του διαστήματος αυτού. Τέτοια σημεία καλούνται ανώμαλα σημεία της f (x).

			Βέβαια, είναι δυνατόν να συναντήσουμε ταυτόχρονα και τις δύο αυτές κατηγορίες κατά τη λύση ενός ολοκληρώματος, χωρίς αυτό να προσθέτει κάποια ιδιαίτερα σημαντικότερη δυσκολία.

			Περίπτωση Ι.  Κάποιο από τα όρια του Ορισμένου Ολοκληρώματος είναι άπειρο

			Οι δύο επόμενες σχέσεις δίνουν τον τρόπο λειτουργίας: 

			α)  [image: ]

			β)  [image: ]

			όπου F(x) είναι το αόριστο ολοκλήρωμα της  f(x).

			Παράδειγμα 1ο: Να υπολογισθεί το ολοκλήρωμα:  [image: ]

			[image: ]

			Εικόνα 4.25  Γράφημα της συνάρτησης  [image: ]

			Παρατηρώντας τη γραφική παράσταση της συνάρτησης, αντιλαμβανόμαστε πως θέλουμε να υπολογίσουμε το εμβαδόν που δημιουργείται ανάμεσα στον άξονα των x και στην συνάρτηση f που ολοκληρώνεται, από το 0 έως το άπειρο.

			Η πρώτη ιδέα είναι πως το εμβαδό αυτό θα είναι άπειρο.  Ας το δούμε:

			[image: ]

			Άρα, αυτό το Γενικευμένο Ολοκλήρωμα αποκλίνει προς το άπειρο, έστω και βραδέως (για παράδειγμα Ln(109)=20.7).

			◊

			Παράδειγμα 2ο: Να υπολογισθεί το ολοκλήρωμα:  [image: ]

			[image: ]

			Εικόνα 4.26   Γράφημα της συνάρτησης  [image: ]

			Παρατηρώντας τη γραφική παράσταση της συνάρτησης, αντιλαμβανόμαστε πως θέλουμε να υπολογίσουμε το εμβαδόν που δημιουργείται ανάμεσα στον άξονα των x και στην συνάρτηση f που ολοκληρώνεται, από το 0 έως το άπειρο.

			Η πρώτη ιδέα είναι πως και το εμβαδό αυτό (όπως του προηγουμένου παραδείγματος) θα είναι άπειρο.  Ας το δούμε:

			[image: ]

			Άρα, αυτό το Γενικευμένο Ολοκλήρωμα συγκλίνει προς το π/2.

			◊

			Παράδειγμα 3ο: Να υπολογισθεί το ολοκλήρωμα:  [image: ]

			Λύση: Παρατηρώντας τη γραφική παράσταση της συνάρτησης 

			[image: ]

			Εικόνα 4.27  Γράφημα της συνάρτησης  [image: ]

			αντιλαμβανόμαστε πως θέλουμε να υπολογίσουμε το εμβαδόν που δημιουργείται ανάμεσα στον άξονα των x και στην συνάρτηση f που ολοκληρώνεται, από το 1 έως το άπειρο.  Ας το δούμε:

			[image: ]

			Γενικό συμπέρασμα: Από τα δύο προηγούμενα παραδείγματα μπορούμε να συμπεράνουμε πως το ολοκλήρωμα:

			[image: ]

			σιγκλίνει σε μία πραγματική τιμή (θετική) όταν k>1, ενώ αποκλίνει προς το [image: ] όταν 0<k[image: ], πράγμα που μπορεί εύκολα να αποδειχθεί.

			◊

			Παράδειγμα 4ο: Να υπολογισθεί το ολοκλήρωμα:  [image: ]

			[image: Kallipos_Eik_4_26]

			Εικόνα 4.28 Γράφημα της συνάρτησης  [image: ] για την τιμή s=1

			(α) Λύση του αόριστου ολοκληρώματος:

			[image: ]

			(β) Λύση του γενικευμένου ολοκληρώματος:

			[image: ]

			όπου χρησιμοποήσαμε τα αποτελέσματα των ορίων:

			[image: ]

			[image: ]  

			και εφαρμόζοντας τον Κανόνα του De l’ Hopital (παραγωγίζοντας ως προς Μ έχουμε:

			[image: ]

			Παρατήρηση: Το ολοκλήρωμα του παραδείγματος αυτού έχει ιδιαίτερη σημασία στα Μαθηματικά.  Αρχικά να παρατηρήσουμε πως το τελικό του αποτέλεσμα ήταν μία συνάρτηση με μεταβλητή την παράμετρο s, που υπήρχε στον εκθέτη του e.  Στη γενική περίπτωση το αποτέλεσμα του ολοκληρώματος:

			[image: ]

			είναι η συνάρτηση L f  (s) που ονομάζεται «Μετασχηματισμός Laplace της συνάρτησης f».

			◊ 

			Άσκηση: Ακολουθώντας τη μεθοδολογία του προηγούμενου παραδείγματος να δείξετε τις ισότητες:

			[image: ]

			[image: ]

			◊ 

			Παράδειγμα 5ο: Να υπολογισθεί  το εκθετικό  ολοκλήρωμα το ολοκλήρωμα:  [image: ]

			Λύση: Για να μελετήσουμε την σύγκλιση του ολοκληρώματος αυτού πρέπει να υπολογίσουμε το όριο:

			 [image: ].

			 Θα έχουμε λοιπόν:

			[image: ]. 

			Άρα το εκθετικό ολοκλήρωμα συγκλίνει όταν k> 0 και αποκλίνει όταν k ≤ 0  .

			◊

			Παράδειγμα 6ο: Nα υπολογίσετε το ολοκλήρωμα: [image: ]

			Λύση: Αρχικά θα λύσουμε το αόριστο ολοκλήρωμα.  Παρατηρούμε πως ο παρονομαστής έχει μιγαδικές ρίζες [Δ=36-52=-16].  Επομένως εφαρμόζουμε την αντίστοιχη μέθοδο, η οποία (όπως είδαμε στο κεφάλαιο των αόριστων ολοκληρωμάτων) θα μας οδηγήσει σε λύση με τη βοήθεια του τόξου εφαπτομένης!

			[image: ]

			Στη συνέχεια λύνουμε το ορισμένο ολοκλήρωμα:

			[image: ]

			Μία προσπάθεια ερμηνείας του πεπερασμένου αποτελέσματος δίνεται από το γράφημα της συνάρτησης που ολοκληρώνεται:

			[image: ]

			◊

			Άσκηση: Nα υπολογιστούν τα γενικευμένα ολοκληρώματα:

			α) [image: ]           β) [image: ]     	  γ) [image: ]        δ) [image: ]

			Υπόδειξη: [image: ]

			◊

			Άσκηση: Nα υπολογίσετε το ολοκλήρωμα: [image: ]

			◊

			Άσκηση: Nα υπολογιστεί το γενικευμένο ολοκλήρωμα: [image: ]

			Υπόδειξη: Εκτελώντας την αντικατάσταση t=ex, υπολογίζετε το αόριστο ολοκλήρωμα σαν Τοξεφ(ex)+c.

			◊

			Άσκηση: Nα υπολογίσετε το ολοκλήρωμα:  [image: ]

			Υπόδειξη: Εκτελέστε την αντικατάσταση: [image: ]

			◊

			Άσκηση: Nα υπολογίσετε τα ολοκληρώματα: 

			α)[image: ]           β) [image: ]          γ) [image: ]             δ) [image: ]

			◊

			Άσκηση: Δείξτε ότι τα γενικευμένα ολοκληρώματα [image: ] και [image: ] συγκλίνουν.

			Υπόδειξη: Μην προσπαθήσετε να υπολογίσετε το αόριστο ολοκλήρωμα του (α).  Δεν υπάρχει!  Υπάρχει όμως το (β) το οποίο και θα υπολογίσετε.  Στη συνέχεια παρατηρήστε πως η συνάρτηση του (β) ολοκληρώματος είναι μεγαλύτερη της αντίστοιχης του (α) για x>1 και βγάλτε το κατάλληλο συμπέρασμα.

			◊

			Άσκηση: Nα υπολογίσετε το γενικευμένο ολοκλήρωμα: [image: ]

			◊

			Άσκηση: Nα υπολογιστεί το γενικευμένο ολοκλήρωμα: [image: ] όπου p οποιοσδήποτε πραγματικός αριθμός.

			◊

			Άσκηση: Nα γίνει υπολογισμός του [image: ] όπως και του [image: ]

			◊

			Άσκηση: Nα υπολογίσετε το γενικευμένο ολοκλήρωμα: [image: ]

			◊

			Άσκηση: Nα υπολογίσετε το γενικευμένο ολοκλήρωμα: [image: ]

			Άσκηση: Nα υπολογίσετε το γενικευμένο ολοκλήρωμα: [image: ]

			◊

			Άσκηση: Nα υπολογίσετε το γενικευμένο ολοκλήρωμα: [image: ]

			◊

			Άσκηση: Nα υπολογίσετε το γενικευμένο ολοκλήρωμα: [image: ]

			◊

			Άσκηση: Nα υπολογίσετε το ολοκλήρωμα: [image: ]

			◊

			Άσκηση: Nα υπολογίσετε το ολοκλήρωμα: [image: ]

			◊

			Άσκηση: Nα δειχθεί ότι το ολοκλήρωμα [image: ] συγκλίνει για k<1 και αποκλίνει για k>1.

			◊

			Άσκηση: Nα δειχθεί ότι το ολοκλήρωμα [image: ] συγκλίνει.

			◊

			Άσκηση: Υπολογίστε το [image: ]

			◊

			Περίπτωση ΙΙ.  Η συνάρτηση που ολοκληρώνεται απειρίζεται σε κάποιο σημείο του διαστήματος  ολοκλήρωσης

			Ξεχωρίζουμε τρεις περιπτώσεις:

			α) Αναζητείται η τιμή του ολοκληρώματος [image: ], όταν στο σημείο α ισχύει για το πλευρικό όριο:

			[image: ]

			ενώ η συνάρτηση f είναι ολοκληρώσιμη και οι τιμές της είναι πεπερασμένες σε ολόκληρο το υπόλοιπο διάστημα που απομένει από το (a,b], όταν αφαιρεθεί μία περιοχή του a.   Τότε ο υπολογισμός του ολοκληρώματος γίνεται με τη βοήθεια του παρακάτω ορίου:

			[image: ]

			β) Αναζητείται η τιμή του ολοκληρώματος [image: ], όταν στο σημείο b ισχύει για το πλευρικό όριο:

			[image: ]

			ενώ η συνάρτηση f είναι ολοκληρώσιμη και οι τιμές της είναι πεπερασμένες σε ολόκληρο το υπόλοιπο διάστημα που απομένει από το [a,b), όταν αφαιρεθεί μία περιοχή του b.   Τότε ο υπολογισμός του ολοκληρώματος γίνεται με τη βοήθεια του παρακάτω ορίου:

			[image: ]

			γ) Αναζητείται η τιμή του ολοκληρώματος  [image: ], όταν στο σημείο [image: ] ισχύει τουλάχιστον ένα από τα πλευρικά όρια:

			[image: ]

			Επομένως το αρχικό ολοκλήρωμα υπολογίζεται σύμφωνα με την επόμενη ισότητα:

			[image: ]

			Παράδειγμα 1ο: Να υπολογισθεί το ολοκλήρωμα:  [image: ]

			Λύση: Η συνάρτηση που ολοκληρώνεται απειρίζεται όταν το x τείνει στο μηδέν από δεξιά (αυτό μας ενδιαφέρει στο συγκεκριμένο ολοκλήρωμα), όπως, άλλωστε, φανερώνει και το επόμενο γράφημα.

			[image: ]

			Εικόνα 4.29  Γράφημα της συνάρτησης  [image: ]

			[image: ]

			◊

			Άσκηση: Με τον τρόπο λύσης του προηγούμενου παραδείγματος να δείξετε πως το ολοκλήρωμα:

			  [image: ]  

			συγκλίνει προς μία θετική τιμή, όταν το k<1, και αποκλίνει (τείνει στο άπειρο) όταν το [image: ].

			◊

			Παράδειγμα 2ο: Να υπολογισθεί το ολοκλήρωμα:  [image: ]

			Λϋση: Παρατηρούμε πως η συνάρτηση που ολοκληρώνεται απειρίζεται στην περιοχή του x=2.  Εύκολα αποδεικνύεται πως

			[image: ]

			πράγμα που οδηγεί στην επόμενη γραφική παράσταση:

			[image: ]

			Η λύση του ολοκληρώματος: 

			[image: ]

			Παρατηρούμε λοιπόν πως το ολοκλήρωμα καταλήγει σε απροσδιόριστη μορφή [image: ], οπότε δεν μπορούμε να αποφανθούμε για το αποτέλεσμα (στην πραγματικότητα αποδεικνύεται, μέσω της σύγκρισης απειροστών, πως το τελικό αποτέλεσμα είναι ίσο με το μηδέν, όμως η περαιτέρω ανάλυση ξεφεύγει από το όριο αυτού του συγγράμματος). 

			◊

			Παράδειγμα 3ο: Να υπολογισθεί το ολοκλήρωμα:  [image: ]

			(α) Για να λύσουμε το ολοκλήρωμα αυτό θα πρέπει να αφαιρέσουμε την απόλυτη τιμή από τον παρονομαστή, χωρίζοντάς το σε δύο ολοκληρώματα.  Αρχικά να θυμίσουμε την βασική ιδιότητα των απολύτων τιμών:

			[image: ]

			(β) Η γραφική παράσταση της συνάρτησης:  [image: ]

			[image: ]

			Εικόνα 4.30  Γράφημα της συνάρτησης  [image: ]

			(γ) Τα δύο ολοκληρώματα.

			[image: ]

			(δ) Λύση των αόριστων ολοκληρωμάτων.

			[image: ]

			[image: ]

			(ε) Η λύση των ολοκληρωμάτων.

			[image: ]

			[image: ]

			Και το συνολικό αποτέλεσμα:

			[image: ]

			◊

			Άσκηση: Nα υπολογίσετε το ολοκλήρωμα [image: ].

			Άσκηση: Nα υπολογίσετε το ολοκλήρωμα: [image: ]

			Άσκηση: Nα υπολογίσετε το ολοκλήρωμα: [image: ]

			Άσκηση: Nα υπολογίσετε το ολοκλήρωμα: [image: ]

			Άσκηση: Nα υπολογίσετε το ολοκλήρωμα: [image: ]

			4.2.7 Ορισμένα Ολοκληρώματα με μεταβλητή σε ένα όριο

			Το ολοκλήρωμα 

			[image: ],   όπου η F(x) είναι η αρχική της f(x)

			είναι ουσιαστικά το αόριστο ολοκλήρωμα της f(x), όπου έχει ορισθεί η αυθαίρετη σταθερά ολοκλήρωσης c, μέσω της τιμής -F(0).   Επομένως η μεταβλητή u στο εσωτερικό του ολοκληρώματος δεν παίζει κάποιο σημαντικό ρόλο και λέγεται «μεταβλητή ολοκλήρωσης».  Για τον λόγο αυτό συχνά, και όταν δεν υπάρχει ειδικός λόγος, μπορούμε να χρησιμοποιήσουμε ταυτόχρονα την ίδια μεταβλητή στο εσωτερικό του ολοκληρώματος και στο όριο.

			[image: ]

			Η τοποθέτηση μιας άλλης τιμής (πλην του μηδενός) στο κάτω όριο του ολοκληρώματος το μόνο που κάνει είναι να μεταβάλλει την τιμή της αυθαίρετης σταθεράς:

			[image: ]

			Βέβαια, είναι δυνατό να τοποθετηθεί η μεταβλητή στο κάτω όριο:

			[image: ]

			Με τη βοήθεια του επόμενου γραφήματος μπορούμε να έχουμε μια ερμηνεία τέτοιων ολοκληρωμάτων (πάντα με την επιφύλαξη πως τα Ορισμένα Ολοκληρώματα είναι κάτι πολύ πιο σύνθετο από εργαλεία μέτρησης εμβαδού).

			[image: ]

			Εικόνα 4.31  Γράφημα Ολοκληρώματος με μεταβλητή σε ένα όριο

			Παρατηρούμε, λοιπόν, πως στην περίπτωση αυτή το αποτέλεσμα είναι μία συνάρτηση E(x0), η οποία υπολογίζει το εμβαδό που ορίζεται ανάμεσα στον άξονα των x και σε μία θετική συνάρτηση f(x), από το σημείο a έως το τυχαίο  x0>a .

			Ιδιαίτερο ενδιαφέρον έχει και το ολοκλήρωμα  

			[image: ]

			όταν η συνάρτηση f  ορίζεται με περισσότερα σκέλη:

			[image: ]

			[image: ]

			Εικόνα 4.32  Γράφημα Ολοκληρώματος με μεταβλητή σε ένα όριο σε κλαδική συνάρτηση

			Παρατηρώντας με προσοχή τα γραμμοσκιασμένα εμβαδά αντιλαμβανόμαστε την επόμενη σχέση που ορίζει το ολοκλήρωμα I(x0). 

			[image: ]

			Ειδικός λόγος, για τη μη χρησιμοποίηση της ίδιας μεταβλητής στο όριο και εντός του ολοκληρώματος, είναι να χρησιμοποιείται η μεταβλητή των ορίων και στο εσωτερικό του ολοκληρώματος.   Για παράδειγμα το ολοκλήρωμα:

			[image: ]

			Στην περίπτωση αυτή η μεταβλητή t, παρόλο που είναι η μοναδική μεταβλητή του αποτελέσματος, στο εσωτερικό του ολοκληρώματος θεωρείται σταθερή!  Η συνέχεια του παραδείγματος

			[image: ]

			Τέλος, να μιλήσουμε και για την παραγώγιση ολοκληρωμάτων με τη μεταβλητή στο όριο.  Οι παρακάτω ισότητες παρουσιάζουν την βασική πλευρά του προβλήματος:

			[image: ]

			και

			[image: ]

			Να παρατηρήσουμε πως η παραγώγιση γίνεται ως προς τη μεταβλητή που υπάρχει στα όρια, όπως είναι αναμενόμενο.

			Παράδειγμα 1ο. Δίνεται η συνάρτηση:     

			[image: ]

			της οποίας η γραφική παράσταση φαίνεται στο παρακάτω γράφημα και ζητούνται:

			[image: ]

			Εικόνα 4.33  Γράφημα της συνάρτησης f(x)

			α) Το ολοκλήρωμα  [image: ]

			β) Το εμβαδό της πρόσοψης της μονώροφης κατοικίας με πλάτος 8 μέτρα.

			Λύση:

			α) Λύση του ολοκληρώματος:

			[image: ]

			β) Υπολογισμός του εμβαδού.

			Το ζητούμενο εμβαδόν δίνεται από τη συνάρτηση  I(x0) για την τιμή x0=8

			[image: ]

			Ο υπολογισμός αυτός μπορεί να γίνει και γεωμετρικά.  Το συγκεκριμένο εμβαδόν από δύο ίσα τραπέζια, λόγω συμμετρίας.  Έχουμε: 

			[image: ]

			◊

			Παράδειγμα 2ο.  Να παραγωγισθεί η συνάρτηση   [image: ]

			Λύση.

			α) Λύνοντας πρώτα το ολοκλήρωμα:

			[image: ]

			οπότε 

			[image: ]

			β) Χρησιμοποιώντας τον τύπο  [image: ]

			[image: ]

			◊

			Άσκηση: Να βρείτε το πεδίο ορισμού και την παράγωγο των συναρτήσεων: 

			α) [image: ]                 β) [image: ]                γ) [image: ]

			◊

			Άσκηση: Να βρείτε το πεδίο ορισμού και την παράγωγο των συναρτήσεων: 

			α) [image: ]                 β) [image: ]                γ) [image: ]

			◊

			Άσκηση: Να βρείτε την δεύτερη παράγωγο των συναρτήσεων: 

			α) [image: ]                 β) [image: ]            

			◊

			Άσκηση: Έστω η συνάρτηση [image: ]. Να βρείτε το ολοκλήρωμα [image: ].

			◊

			Άσκηση: Έστω η συνάρτηση [image: ]. Να βρείτε το ολοκλήρωμα [image: ].

			◊

			Άσκηση: Να βρεθεί [image: ] αν [image: ], x>0.

			◊

			Άσκηση: Να βρεθεί [image: ] αν [image: ].

			◊

			Άσκηση: Δίνεται η συνάρτηση [image: ]. Να υπολογίσετε το ολοκλήρωμα: [image: ].

			◊

			Άσκηση: Να βρεθεί το εμβαδόν της επιφάνειας που περικλείεται από την Cf ,[image: ], τον άξονα x’x και την ευθεία x=3.

			◊

			Άσκηση: Να υπολογιστεί το εμβαδόν Ε(λ) της επιφάνειας που περικλείεται από την Cf : [image: ], x>0, τον άξονα x’x και τις ευθείες x=1, x=λ >0. Στη συνέχεια να βρεθούν τα [image: ]

			◊

			Άσκηση: Να υπολογιστεί το εμβαδόν της επιφάνειας που βρίσκεται μεταξύ των διαγραμμάτων των συναρτήσεων [image: ], [image: ].

			◊

			Άσκηση: Να αποδειχθεί  ότι ισχύει [image: ]. 

			◊

			Άσκηση: Να βρεθεί το [image: ], ν=1,2,3,...

			◊

			Άσκηση: Να λυθεί η εξίσωση: [image: ] αν ν=1,2,...

			◊

			Άσκηση: Να βρεθεί συνεχής συνάρτηση f:R[image: ]R τέτοια ώστε [image: ].

			◊

			Άσκηση: Να βρεθεί συνεχής συνάρτηση f:R[image: ]R τέτοια ώστε: [image: ].

			◊

			4.3 Τα ορισμένα ολοκληρώματα σε Πολικές Συντεταγμένες

			Ιδιαίτερο ενδιαφέρον παρουσιάζει η ορισμένη ολοκλήρωση σε άλλα συστήματα συντεταγμένων.  Στην παράγραφο αυτή θα ασχοληθούμε με την ορισμένη ολοκλήρωση στις πολικές συντεταγμένες.  Να θυμίσουμε πως ένα σύστημα συντεταγμένων επιτρέπει την αντιστοίχιση σε κάθε σημείο ενός χώρου με μία διεύθυνση. Με τον τρόπο αυτό μπορούμε να «δείξουμε», με τρόπο μοναδικό, οποιοδήποτε σημείο του χώρου αυτού. Το σύστημα συντεταγμένων που χρησιμοποιήσαμε μέχρι τώρα ήταν το Καρτεσιανό σύστημα συντεταγμένων.  Η κατανόηση σε βάθος του συστήματος αυτού, μας επιτρέπει να προσεγγίσουμε ευκολότερα άλλα συστήματα συντεταγμένων.

			4.3.1 Οι Καρτεσιανές συντεταγμένες

			Η βάση του Καρτεσιανού συστήματος είναι οι δύο γνωστοί (προσανατολισμένοι) άξονες των x  και των  y.

			[image: ]

			Εικόνα 4.34  Οι συντεταγμένες γραμμές στις Καρτεσιανές συντεταγμένες

			Ουσιαστικά το σύστημα αυτό καλύπτει το επίπεδο με έναν κάναβο ευθειών παράλληλων με τους δύο άξονες.  Από κάθε σημείο του επιπέδου διέρχονται ακριβώς δύο τέτοιες ευθείες, οι οποίες υποδεικνύουν τις συντεταγμένες του σημείου. Οι ευθείες του κάναβου αυτού ονομάζονται συντεταγμένες γραμμές.   Η εξίσωση των συντεταγμένων γραμμών προκύπτει από την εξίσωση της κάθε συντεταγμένης με μια αυθαίρετη σταθερή (c):

			x = c	η εξίσωση των ευθειών που είναι παράλληλες του άξονα των y.

			y = c 	η εξίσωση των ευθειών που είναι παράλληλες του άξονα των x.

			Η εξίσωση x=c δίνει μία ευθεία παράλληλη με τον άξονα των y που τέμνει τον άξονα των x στο σημείο c.  Πράγματι, η ευθεία αυτή είναι ο Γεωμετρικός τόπος των σημείων τα οποία, ανεξαρτήτως της τιμής της συντεταγμένης y, έχουν την  x ίση με το c.

			Όμοια, η εξίσωση y=c αντιστοιχεί σε ευθεία παράλληλη με τον άξονα των x.  Σ’ αυτήν ανήκουν τα σημεία που έχουν οποιοδήποτε x, αλλά το  y τους είναι ίσο με το c.  Έτσι λοιπόν ο κάναβος αυτός αποτελείται από δύο δέσμες (οικογένειες) παραλλήλων ευθειών οι οποίες μεταξύ τους τέμνονται κάθετα.  

			4.3.2 Πολικές συντεταγμένες

			Στις πολικές συντεταγμένες υπάρχει ένας ημιάξονας Οx, στον οποίο ορίζεται η μονάδα μήκους.  Η θέση του κάθε σημείου A του επιπέδου ορίζεται από την απόστασή του (r[image: ]) από την αρχή Ο  και από τη γωνία (θ), που δημιουργείται από τον ημιάξονα Ox  και την επιβατική ακτίνα  ΟA.

			[image: ]

			Εικόνα 4.35  Οι Πολικές συντεταγμένες

			Ένα σημαντικό πρόβλημα που ανακύπτει   είναι  να   υπολογίσουμε  τις Καρτεσιανές συντεταγμένες ενός σημείου A, όταν γνωρίζουμε τις πολικές, και αντίστροφα, τις πολικές συντεταγμένες του A, όταν γνωρίζουμε τις Καρτεσιανές.

			Θεωρούμε γνωστές τις πολικές συντεταγμένες (r,θ), ενός σημείου A.  Οι αντίστοιχες Καρτεσιανές δίνονται από τις παρακάτω σχέσεις (με δεδομένο πως το σημείο τομής (Ο) των αξόνων ταυτίζεται με το Ο του ημιάξονα των πολικών, ενώ ο ημιάξονας των πολικών ταυτίζεται με το θετικό τμήμα του άξονα των x)

			x = rσυνθ     και    y = rημθ

			Αντίστροφα, οι σχέσεις που δίνουν τις πολικές συντεταγμένες, όταν γνωρίζουμε τις Καρτεσιανές είναι οι:

			[image: ]   

			Η απόσταση r ενός σημείου Σ είναι πάντα θετική, ενώ η γωνία θ παίρνει τιμές από 0 έως 2π.  Οι συντεταγμένες γραμμές του συστήματος αυτού  προκύπτουν με τον ίδιο τρόπο που προέκυψαν και στο Καρτεσιανό.  Δηλαδή εξισώνοντας με μία σταθερή την κάθε συντεταγμένη (και θεωρώντας πως η άλλη μεταβάλλεται):

			r = c

			που δημιουργεί ομόκεντρους κύκλους με κέντρο το Ο και ακτίνα το c (διότι η απόσταση παραμένει σταθερή ενώ η γωνία θ μεταβάλλεται). Αντίστοιχα η εξίσωση

			θ = c

			αντιστοιχεί σε δέσμη ημιευθειών με κέντρο το Ο.

			[image: ]

			Εικόνα 4.36  Οι συντεταγμένες γραμμές στις Πολικές συντεταγμένες

			Η συνηθισμένη  μορφή των συναρτήσεων στις πολικές συντεταγμένες είναι η: 

			r = r(θ)

			και οι γραφικές τους παραστάσεις μοιάζουν με αυτή, του επόμενου γραφήματος.

			[image: ]

			Εικόνα 4.37  Η μορφή των συναρτήσεων στις πολικές συντεταγμένες

			4.3.3 Παραδείγματα συναρτήσεων σε πολικές συντεταγμένες

			1ο) Η εξίσωση του κύκλου.  Ως γνωστόν στο Καρτεσιανό σύστημα συντεταγμένων, η εξίσωση του κύκλου ακτίνας R είναι η:

			x2 + y2 = R2

			εκφράζοντας τη σχέση που συνδέει τις συντεταγμένες x  και  y  και προκύπτει από το Πυθαγόρειο Θεώρημα. 

			[image: ]

			 Εικόνα 4.38  Ο κύκλος στις πολικές συντεταγμένες

			Χρησιμοποιώντας τους γνωστούς τύπους μετατροπής:

			x = rσυνθ     και    y = rημθ

			υπολογίζουμε την ακόμη γνωστότερη σχέση  r = R.

			x2 + y2 = R2  [image: ]  r2συν2θ + r2ημ2θ = R2  [image: ]   r2(συν2θ +ημ2θ) = R2  [image: ]  

			r = r(θ) = R

			Φτάνουμε δηλαδή στο συμπέρασμα πως στις πολικές συντεταγμένες, η εξίσωση του κύκλου με κέντρο το Ο (την αρχή του ημιάξονα των πολικών συντεταγμένων) είναι η σταθερή συνάρτηση:  r = c.   Είναι κάτι που θα έπρεπε να το περιμένουμε, μια και αυτού του είδους οι κύκλοι αποτελούν συντεταγμένες γραμμές για τις πολικές (ακριβώς παρόμοιες με τις ευθείες της μορφής  y=c, που είναι οι αντίστοιχες συντεταγμένες γραμμές στο Καρτεσιανό σύστημα).

			◊

			2ο) Η εξίσωση της έλλειψης.   Η εξίσωση της έλλειψης με οριζόντιο ημιάξονα τον a και κατακόρυφο τον b,  στο Καρτεσιανό σύστημα συντεταγμένων, δίνεται από την εξίσωση:

			[image: ]

			[image: ]

			Εικόνα 4.39  Η έλλειψη στις πολικές συντεταγμένες

			Όπως και προηγουμένως βρίσκουμε:

			[image: ]

			[image: ]

			◊

			Άσκηση: Να υπολογισθεί η έκφραση σε πολικές της παραβολής  y=x2-1 και να βεβαιωθείτε πως η σχέση αυτή λειτουργεί για κάθε γωνία πλην της θ=π/2.

			◊

			Παραδείγματα: Υπάρχουν ιδιαίτερα περίπλοκες καμπύλες με πολύ απλή έκφραση στο σύστημα των πολικών συντεταγμένων.  Σαν παράδειγμα να αναφέρουμε::

			•	η σπείρα του Αρχιμήδη  με εξίσωση:	r(θ) = αθ

			•	το καρδιοειδές με εξίσωση:    		r(θ) = α(1+συνθ)

			•	η οκτάφυλλη μαργαρίτα, με εξίσωση:	r(θ) = [image: ]

			με γραφικές παραστάσεις:
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			Εικόνα 4.40  Η σπείρα του Αρχιμήδη, το καρδιοειδές και η οκτάφυλλη μαργαρίτα, για  α=1

			◊

			4.3.4 Ολοκλήρωση συναρτήσεων σε πολικές συντεταγμένες.

			Η βασική ιδέα πάνω στην οποία στηριζόμαστε για να κατανοήσουμε την ορισμένη ολοκλήρωση σε πολικές συντεταγμένες, αφορά στο ότι το ρόλο που παίζει στις Καρτεσιανές συντεταγμένες ο άξονας των x, στις Πολικές εκφράζεται από το σημείο Ο.  

			Επομένως, το ολοκλήρωμα:

			[image: ]

			αφού διαμερίσει το διάστημα [ω , φ] σε ν στοιχειώδεις γωνίες (όπως στο επόμενο γράφημα)

			[image: ]

			 Εικόνα 4.41  Διαμέριση του διαστήματος [ω,φ].

			προσπαθεί να αθροίσει γινόμενα της μορφής:  f(ξj)dθ = f(ξj)(θj-θj-1).  Έχουμε λοιπόν:

			[image: ]

			Για να αντιληφθούμε τη φυσική ερμηνεία του προηγούμενου ολοκληρώματος, θα πρέπει να ερμηνεύσουμε τη σχέση: f(ξj)dθ.  Να θυμίσουμε ότι είδαμε στο 2ο κεφάλαιο πως «στην περίπτωση ενός κύκλου ακτίνας R, το γινόμενο μιας επίκεντρης γωνίας φ επί την ακτίνα R αποδίδει το μήκος του τόξου (ΑΒ), στο οποίο βαίνει η γωνία φ, εφόσον η γωνία φ εκφράζεται σε ακτίνια».  Στην περίπτωση των πολικών συντεταγμένων, όπου η καμπύλη r=f(θ) δεν είναι απαραίτητα κύκλος, μπορούμε να θεωρήσουμε το τμήμα (ΑΒ) της καμπύλης της συνάρτησης σαν ένα στοιχειώδες τμήμα κυκλικού τόξου (όπως, αντίστοιχα, θεωρήσαμε τα τμήματα που ορίζονται από τον άξονα των x και την συνάρτηση f(x), σαν στοιχειώδη παραλληλόγραμμα).

			[image: ]

			Εικόνα 4.42  Μήκος του «τόξου» (ΑΒ).

			 Όσα αναφέρθηκαν, συνδυαζόμενα με το γεγονός ότι η συνάρτηση f(θ) δεν μπορεί να πάρει αρνητικές τιμές, μας οδηγούν στο συμπέρασμα πως το ολοκλήρωμα: 

			[image: ]

			υπολογίζει το συνολικό μήκος της καμπύλης που ορίζει η συνάρτηση r=f(θ), όταν η γωνία μεταβάλλεται από την τιμή ω έως την τιμή φ.

			Παράδειγμα: Να υπολογισθεί το μήκος της περιφέρειας ενός κύκλου, ακτίνας R.

			Λύση: Όπως είδαμε, η εξίσωση του κύκλου σε πολικές συντεταγμένες είναι η r=f(θ)=R.  Έχουμε λοιπόν:

			[image: ]

			καταλήγοντας στον γνωστό τύπο.

			◊

			4.3.5 Υπολογισμός εμβαδών σε πολικές συντεταγμένες.

			Στην προηγούμενη παράγραφο δείξαμε πως μπορούμε να αντικαταστήσουμε τον στοιχειώδη τόπο ΟΑΒ με έναν κυκλικό τομέα, ο οποίος έχει σαν ακτίνα την μέση τιμή της συνάρτησης r = f(θ) στο στοιχειώδη τόπο.  Για να προσεγγίσουμε όμως το πρόβλημα του υπολογισμού του εμβαδού ενός τόπου στις πολικές συντεταγμένες, είναι απαραίτητο να αναφερθούμε στον υπολογισμό του εμβαδού ενός κυκλικού τομέα:

			[image: ]

			Εικόνα 4.43  Κυκλικός τομέας ακτίνας R και γωνίας φ.

			Και πάλι η απλή μέθοδος των τριών δίνει την εύκολη λύση:

			-	Η γωνία 2π αντιστοιχεί σε εμβαδό πR2

			-	H γωνία  φ αντιστοιχεί σε εμβαδό  Ε(φ)

			οπότε

			[image: ]

			Ξαναγυρίζοντας στην Εικόνα 4.40, έχουμε για το εμβαδόν του στοιχειώδους τόπου ΟΑΒ:

			[image: ]

			οπότε το εμβαδό του τόπου που περιγράφεται στην Εικόνα 4.39 δίνεται από τη σχέση:

			[image: ]

			Παράδειγμα: Να υπολογισθεί το εμβαδόν της σπείρας του Αρχιμήδη (r=f(θ)=αθ), σαν συνάρτηση της παραμέτρου α.

			[image: ]

			◊

			Άσκηση: Να υπολογισθεί το εμβαδό του καρδιοειδούς [r(θ) = α(1+συνθ)], σαν συνάρτηση της παραμέτρου α.

			◊

			Άσκηση: Να υπολογισθεί το εμβαδό της οκτάφυλλης μαργαρίτας [r(θ) = [image: ]], επιλέγοντας την τιμή α=1.   

			Υπόδειξη: Για να μην υπάρξουν προβλήματα με την απόλυτη τιμή, υπολογίστε το εμβαδό του πρώτου φύλλου (το οποίο ορίζεται για γωνίες από 0 έως π/4) και πολλαπλασιάστε το επί οκτώ.

			◊
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			Κεφάλαιο 5. Εφαρμογές του Διαφορικού και Ολοκληρωτικού Λογισμού

			Σύνοψη: 

			Στο Κεφάλαιο αυτό αναφερόμαστε στις εφαρμογές του Διαφορικού και (κυρίως) του Ολοκληρωτικού Λογισμού. Όμως το μεγαλύτερο μέρος του ασχολείται με τον υπολογισμό των εντατικών μεγεθών σε ισοστατικούς φορείς, όταν η φόρτιση ορίζεται με τη βοήθεια συναρτήσεων. Πρόκειται για έννοιες που αντιμετωπίζονται στο μάθημα της Τεχνικής Μηχανικής, όμως εδώ προσπαθούμε να γενικεύσουμε την μέθοδο επίλυσής τους. 

			Προαπαιτούμενη γνώση: 

			Το σύνολο των γνώσεων του διαφορικού και ολοκληρωτικού λογισμού. Βασικές γνώσεις γύρω από τον υπολογισμό των εντατικών μεγεθών σε ισοστατικούς φορείς.

			Στο κεφάλαιο αυτό θα αναφερθούμε σε κάποιες εφαρμογές του Διαφορικού και του Ολοκληρωτικού Λογισμού, σε προβλήματα που μπορούν να ομαδοποιηθούν στις παρακάτω κατηγορίες:

			(α) Προβλήματα γενικού ενδιαφέροντος, εν είδη παραδείγματος,  

			(β) θέματα που αφορούν στον υπολογισμό κέντρου βάρους επιφανειών και   

			(γ) προβλήματα που αφορούν στην Επιστήμη του Πολιτικού Μηχανικού.

			5.1 Γενικές  Εφαρμογές

			5.1.1 Υπολογισμός μέσης τιμής

			Ζητούμε τη μέση τιμή (τον αριθμητικό μέσο) των τιμών μιας συνάρτησης στο διάστημα [α,β]. Είναι ένα πρόβλημα που θυμίζει τα όσα ειπώθηκαν στο κεφάλαιο που περιέγραφε την μέθοδο υπολογισμού του Ορισμένου Ολοκληρώματος. Άλλωστε, η λύση που θα δοθεί στην παρούσα παράγραφο δεν είναι παρά μια αντιστροφή του θεωρήματος της Μέσης Τιμής. Το πρόβλημα περιγράφεται από το επόμενο γράφημα:

			[image: ]

			Εικόνα 5.1  Γράφημα για υπολογισμό εμβαδού

			Η μέση τιμή (μ) είναι αυτή που δημιουργεί ένα ορθογώνιο Ε (με ύψος μ και μήκος b-a), το οποίο έχει το ίδιο εμβαδόν με το εμβαδόν του τόπου που ορίζεται από τον άξονα των x, τη (θετική) συνάρτηση f και τις ευθείες x=a και  x=b.  Ως γνωστόν η μέτρηση του εμβαδού αυτού δίνεται από το ορισμένο ολοκλήρωμα:

			[image: ]

			Εξισώνοντας λοιπόν το εμβαδόν του παραλληλογράμμου με το εμβαδόν που υπολογίζεται μέσω του ολοκληρώματος έχουμε:

			[image: ]

			Παρατήρηση: Να συμπληρώσουμε πως ο προηγούμενος τύπος λειτουργεί και στην περίπτωση που η συνάρτηση f παίρνει αρνητικές τιμές στο διάστημα (a,b), όπως και στην περίπτωση όπου οι τιμές της f έχουν εναλλασσόμενο πρόσημο, στηριζόμενος στην ουσία και τις ιδιότητες του ορισμένου ολοκληρώματος.

			5.1.2 Έργο δύναμης

			Θεωρούμε ένα υλικό σημείο που κινείται ευθύγραμμα κάτω από την επίδραση μιας δύναμης, η οποία εξαρτάται από τη θέση του υλικού σημείου.  Η μετακίνηση λαμβάνει χώρα στον άξονα των x, οπότε η δύναμη είναι μια συνάρτηση του x [f(x)],  με διάνυσμα που ανήκει στον άξονα των x.  Το έργο που παράγεται από τη δύναμη f(x), όταν το σημείο εφαρμογής της μετακινείται από το σημείο α του άξονα των x στο σημείο β (δύναμη επί μετατόπιση), δίνεται (όπως είδαμε στην εισαγωγική παράγραφο του Ορισμένου Ολοκληρώματος) από τη σχέση:

			[image: ]

			Παράδειγμα: Υποθέτουμε πως έχουμε ένα ελατήριο πακτωμένο στο ένα άκρο του (έστω το Α). Όταν δεν εξασκείται καμία δύναμη στο άλλο άκρο (το Β), τότε η θέση στην οποία βρίσκεται το άκρο Β ονομάζεται «θέση ισορροπίας Ο».  

			[image: ]

			Εικόνα 5.2  Ελατήριο που ηρεμεί

			 Ένα ελατήριο όταν παραμορφώνεται, μετακινούμενο από τη θέση ισορροπίας του, ασκεί  στο κάθε άκρο του μία δύναμη που είναι ανάλογη του μήκους της απομάκρυνσης του άκρου Β από τη θέση ισορροπίας (εφόσον παραμένει στην ελαστική περιοχή του). 

			Η σχέση που (δεχόμαστε πως) εκφράζει το μέτρο της δύναμης του ελατηρίου είναι η: 

			f(x) = -kx.   

			Η σταθερά k είναι η σταθερά αναλογίας και εκφράζει το μέτρο της εξασκούμενης δύναμης από το ελατήριο,  που αντιστοιχεί σε μοναδιαία παραμόρφωση (x=1).   Τέλος, το πρόσημο μείον δηλώνει πως η φορά της δύναμης είναι αντίθετη της μετατόπισης.  Επομένως, αναφερόμαστε σε ένα «προσημασμένο μέτρο», το οποίο πολλαπλασιασμένο με το μοναδιαίο διάνυσμα της ευθείας, πάνω στην οποία λαμβάνει χώρα η κίνηση, δίνει το διάνυσμα της δύναμης.

			Θα υπολογίσουμε το έργο της δύναμης ενός ελατηρίου, όταν το υλικό σημείο, που είναι πακτωμένο στην άκρη του, μετακινείται από το σημείο a  στο  b (όπως στο επόμενο σχήμα).

			[image: ]

			Εικόνα 5.3  Υπολογισμός του έργου  δύναμης

			Το έργο που παράγεται κατά την προηγούμενη μετακίνηση δίνεται από τη σχέση:

			[image: ]

			Παρατηρήσεις:

			1η) Το τελικό αποτέλεσμα είναι αρνητικό, διότι η μετακίνηση συμβαίνει σε φορά αντίθετη από αυτή της δύναμης του ελατηρίου.  Άλλωστε, η συνάρτηση που ολοκληρώνεται είναι αρνητική σε ολόκληρο το διάστημα ολοκλήρωσης…

			2η) Ας προσπαθήσουμε να λύσουμε το ίδιο πρόβλημα με τη βοήθεια του εμβαδού (Ε) του τόπου που ορίζεται από τον άξονα των x, τη συνάρτηση και τις ευθείες  x=a και  x=b (δηλαδή του τραπεζίου του σχήματος). 

			[image: ]

			5.1.3 Εμβαδόν κύκλου όταν γνωρίζουμε τον τύπο του μήκους της περιφέρειάς του

			Υποθέτουμε πως γνωρίζουμε τον τύπο του μήκους της περιφέρειας ενός κύκλου ακτίνας r (=2πr)  και αναζητούμε τον τύπο του εμβαδού του ίδιου κύκλου.  Για τον λόγο αυτό διαιρούμε το συγκεκριμένο εμβαδόν σε ν – λεπτούς δακτυλίους (όπως στο επόμενο σχήμα).

			[image: ]

			Εικόνα 5.4 Διαίρεση του κυκλικού δίσκου σε στοιχειώδεις δακτυλίους πλάτους dr, που θεωρούνται στοιχειώδη παραλληλόγραμμα

			Θεωρώντας ιδιαίτερα μικρό το πλάτος του κάθε δακτυλίου, αντιστοιχούμε τον κάθε δακτύλιο (για παράδειγμα τον j-οστό δακτύλιο με ακτίνα  rj), με ένα παραλληλόγραμμο μήκους Lj =2πrj και πλάτους drj, συνολικού εμβαδού:

			dEj = 2πrjdrj  

			Επομένως το συνολικό εμβαδόν του κύκλου δίνεται από το άθροισμα:

			[image: ]

			5.1.4  Υπολογισμός του μήκους καμπύλης

			Θέλουμε να υπολογίσουμε το μήκος της καμπύλης της –παραγωγίσιμης- συνάρτησης f(x) που ορίζεται από τα σημεία  (α,f(α)) και  (b,f(b)).   Χωρίζουμε  το διάστημα [α=x0,b=xν] σε ν υποδιαστήματα μήκους Δx, οπότε η συνολική καμπύλη χωρίζεται σε ν τόξα, το καθένα από τα οποία έχει μια χορδή που ενώνει τα άκρα του (όπως φαίνεται στο παρακάτω σχήμα).

			[image: ]

			Εικόνα 5.5  Υπολογισμός  του μήκους  καμπύλης

			Για το τυχαίο (j-οστό) υποδιάστημα έχουμε πως 

			[image: ]

			όπου  [image: ] είναι το μήκος του τόξου  και   [image: ] το μήκος της αντίστοιχης χορδής.  Εύκολα αποδεικνύεται πως ο λόγος τους τείνει στη μονάδα όταν το Δx τείνει στο μηδέν, όταν δηλαδή το πλήθος των υποδιαστημάτων στα οποία χωρίζεται το [α,b] τείνει στο άπειρο.  Έτσι φθάνουμε στη σχέση:

			[image: ]

			Το συνολικό μήκος της καμπύλης, λοιπόν, δίνεται από το άθροισμα των χορδών dsj, το οποίο καταλήγει στο ολοκλήρωμα:

			[image: ]

			◊

			Παράδειγμα: Να υπολογισθεί το μήκος του τόξου ενός κύκλου με ακτίνα R, που αντιστοιχεί στο διάστημα [0,x0]. 

			[image: ]

			Εικόνα 5.6 Μήκος τόξου κύκλου

			Ως γνωστόν, η εξίσωση του κύκλου είναι η  x2+y2=R2, ενώ το άνω ημικύκλιο δίνεται από τη συνάρτηση:

			[image: ]

			της οποίας η παράγωγος δίνεται από τη σχέση:

			[image: ]

			[image: ]

			κι έτσι φθάσαμε στον γνωστό τύπο για το μήκος του τόξου που αντιστοιχεί σε επίκεντρη γωνία φ, ενός κύκλου με ακτίνα R:

			S(φ) = φR

			όταν η γωνία φ μετριέται σε ακτίνια (rad).

			◊

			5.1.5 Επιφανειακή πυκνότητα

			Οι ανάγκες πολλών προβλημάτων της Φυσικής γενικά και της Μηχανικής ειδικότερα, επιβάλλουν την υιοθέτηση της δυνατότητας μία επιφάνεια να «περιέχει» μάζα.  Αυτόματα λοιπόν εισάγεται η έννοια της επιφανειακής πυκνότητας, η οποία δηλώνει την ποσότητα της μάζας που περιέχεται στη μονάδα εμβαδού της επιφάνειας.  Οι μονάδες επιφανειακής πυκνότητας είναι το κλάσμα της μονάδας μάζας προς τη μονάδα επιφάνειας (π.χ.  gr/cm2,  Kg/dm2 κλπ).

			Η επιφανειακή πυκνότητα μπορεί να είναι σταθερή ή συνάρτηση των συντεταγμένων του κάθε σημείου της επιφάνειας.  Στην περίπτωση επιφάνειας με σταθερή επιφανειακή πυκνότητα, η συνολική μάζα δίνεται από το γινόμενο της πυκνότητας επί το εμβαδόν της επιφάνειας.  Προφανώς, το εμβαδόν της επιφάνειας υπολογίζεται με ένα ορισμένο ολοκλήρωμα.  (Προσοχή!  Το ορισμένο ολοκλήρωμα που θα καταστρώσουμε πρέπει να υπολογίζει πραγματικά το ζητούμενο εμβαδόν).

			Αντίθετα, όταν η επιφανειακή πυκνότητα είναι μεταβλητή, τότε διαιρούμε την επιφάνεια σε στοιχειώδεις υποεπιφάνειες, για τις οποίες μπορούμε να υποθέσουμε πως έχουν σταθερή πυκνότητα, οπότε η (στοιχειώδης) μάζα τους ισούται με το εμβαδόν τους επί την «σημειακή» πυκνότητά τους.  Το άθροισμα αυτών των στοιχειωδών μαζών δίνει τη συνολική μάζα της επιφάνειας (μέσω, συνήθως, των διπλών ολοκληρωμάτων).

			◊

			Παράδειγμα: Θέλουμε να υπολογίσουμε την μάζα μιας επιφάνειας (Ε) που ορίζεται από τον άξονα των x, τη συνάρτηση f(x)=2xημ(x2) και τις ευθείες  x=0  και  x=[image: ], όταν 

			α) η επιφανειακή πυκνότητα είναι σταθερή  ρ(x,y)=2,

			β) η επιφανειακή πυκνότητα είναι συνάρτηση του x:  ρ(x,y)=ρ(x)=x2

			Λύση: Αξίζει να έχουμε υπόψη μας τη γραφική παράσταση της συνάρτησης του προβλήματος, πριν ξεκινήσουμε την επίλυση μιας άσκησης:

			[image: ]

			Εικόνα 5.7  Καμπύλη  της συνάρτησης f(x)=2xημx2

			α) Η μάζα της επιφάνειας Ε υπολογίζεται με τον πολλαπλασιασμό του εμβαδού της Ε επί τη σταθερή επιφανειακή πυκνότητα της Ε.   Ο υπολογισμός του εμβαδού της Ε θα γίνει με ένα ορισμένο ολοκλήρωμα.  Έχουμε λοιπόν:

			[image: ]

			◊

			β) Η γενική περίπτωση όπου η πυκνότητα είναι συνάρτηση της θέσης του κάθε σημείου ρ(x,y) λύνεται με τη βοήθεια διπλών ολοκληρωμάτων.   Η ειδική όμως περίπτωση όπου η επιφανειακή πυκνότητα εξαρτάται μόνον από την συντεταγμένη x του σημείου [ρ(x)=x2], μπορεί να λυθεί και με απλό ολοκλήρωμα, το οποίο όμως πρέπει να καταστρώσουμε…

			Ξαναγυρίζουμε λοιπόν στον ορισμό του Ορισμένου Ολοκληρώματος και δημιουργούμε το παρακάτω σχήμα:

			[image: ]

			Eικόνα 5.8  Εύρεση ολοκληρώματος με άθροισμα στοιχειωδών εμβαδών

			Πράγματι, εάν οι τιμές της συνάρτησης είναι θετικές στο διάστημα (a,b), τότε το ολοκλήρωμα υπολογίζει το εμβαδόν, σαν άθροισμα στοιχειωδών εμβαδών ΔΕj, με πλάτος Δxj  και ύψος f(ξj):

			ΔΕj = f(ξj)(xj-xj-1) = f(ξj)Δxj

			Έχοντας σαν δεδομένο πως η πυκνότητα είναι συνάρτηση μόνο του x, αντιλαμβανόμαστε πως η πυκνότητα παραμένει σταθερή στο στοιχειώδες εμβαδόν ΔΕj, και είναι ίση με  ρ(ξj)=ξj2.  Άρα η στοιχειώδης μάζα Δmj είναι ίση με:

			Δmj= ξj2 f(ξj)Δxj  

			Επομένως, η συνολική μάζα της επιφάνειας είναι το άθροισμα των στοιχειωδών μαζών, ξεκινώντας από το x=a   και καταλήγοντας στο  x=b.

			[image: ]

			Λύση του αόριστου ολοκληρώματος.

			[image: ]

			όπου θέσαμε  t=x2.

			Λύση του ορισμένου ολοκληρώματος.

			[image: ]

			◊

			5.1.6 Μάζα ενός κυκλικού δίσκου με επιφανειακή πυκνότητα η οποία είναι συνάρτηση της απόστασης από το κέντρο του κύκλου

			Έχουμε λοιπόν ένα κυκλικό δίσκο με ακτίνα R, του οποίου η επιφανειακή πυκνότητα είναι συνάρτηση της απόστασης r, από το κέντρο Ο:   

			ρ(r) = 1+[image: ]

			Διαιρούμε και πάλι τον δίσκο στους στοιχειώδεις δακτυλίους του σχήματος 5.4.  Έστω δj ο τυχαίος (j-οστός) δακτύλιος, με εσωτερική ακτίνα rj, πλάτος drj, εμβαδό dEj και σταθερή πυκνότητα  p(rj).  Τότε η μάζα του δακτυλίου αυτού θα ισούται με:

			dMj = ρ(rj)dEj = ρ(rj)2πrjdrj = 2πrj(1+[image: ])drj

			Η συνολική μάζα δίνεται από το άθροισμα:

			[image: ]

			      [image: ]

			Παρατήρηση: Εάν θέλαμε να φανταστούμε το τι συμβολίζει μια τέτοια επιφανειακή πυκνότητα, ας φανταστούμε έναν τρισδιάστατο κυκλικό δίσκο, του οποίου το πάχος αυξάνεται όσο απομακρυνόμαστε από το κέντρο του, με μια λογική που ακολουθεί το «νόμο»  [image: ] (όπως στο επόμενο σχήμα):

			[image: ]

			Εικόνα 5.9  Ο κυκλικός δίσκος και μία τομή του (ελαφρά πλάγια) στην κατεύθυνση xx’.

			◊

			Άσκηση: Δίνεται το γράφημα της συνάρτησης: f(x) = x2-4.  

			[image: ]

			Εάν η επιφανειακή πυκνότητα της περιοχής που ορίζεται από την καμπύλη της f και τον άξονα των x είναι ίση με ρ(x,y) = 5,  ζητούνται:

			α) Μία εκτίμηση για το εμβαδό και τη μάζα της εν λόγω περιοχής,

			β) Η ακριβής τιμή για το εμβαδό και τη μάζα της εν λόγω περιοχής.

			5.2 Υπολογισμός του κέντρου βάρους επιφανειών

			5.2.1 Απαραίτητες γνώσεις από τη Στατιστική

			Στη Στατιστική όταν έχουμε κ-κλάσεις Χi , i=1,2,…,κ  των οποίων οι συχνότητες είναι οι f1, f2, …., fκ.   Για παράδειγμα τα ύψη 500 δεκαπεντάχρονων παιδιών (ν=500), όπως εμφανίζονται στον παρακάτω πίνακα συχνοτήτων, και στο παρακάτω γράφημα:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							Χi

						
							
							fi

						
							
							fiXi

						
					

					
							
							145

						
							
							7

						
							
							1015

						
					

					
							
							150

						
							
							24

						
							
							3600

						
					

					
							
							155

						
							
							42

						
							
							6510

						
					

					
							
							160

						
							
							77

						
							
							12320

						
					

					
							
							165

						
							
							82

						
							
							13530

						
					

					
							
							170

						
							
							95

						
							
							16150

						
					

					
							
							175

						
							
							110

						
							
							19250

						
					

					
							
							180

						
							
							35

						
							
							6300

						
					

					
							
							185

						
							
							23

						
							
							4255

						
					

					
							
							190

						
							
							5

						
							
							950

						
					

					
							
							Σύνολο

						
							
							500

						
							
							83880
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			Εικόνα 5.10  Ραβδόγραμμα κατανομής υψών 15χρονων παιδιών

			τότε ο αριθμητικός μέσος ή μέσος όρος (που συχνά καλείται και σταθμισμένος μέσος όρος) δίνεται από τη σχέση:

			[image: ]

			Η εξήγηση του τύπου αυτού είναι απλή.  Ο μέσος όρος 500 τιμών είναι το άθροισμά τους, διαιρεμένο με το 500.  Όμως, αυτό ακριβώς συμβαίνει στον αριθμητή του προηγούμενου κλάσματος:

			•	Προσθέσαμε τα 7 παιδιά που είχαν ύψος 145 cm   [7*145=1015]   (προφανώς δεν είχαν όλα το ίδιο ύψος, όμως η δομή ενός στατιστικού πίνακα σαν τον προηγούμενο δεν επιτρέπει λεπτομερέστερη γνώση), 

			•	τα 24 παιδιά που είχαν ύψος 150   [21*150=3600] 

			•	….

			•	τα 5 παιδιά που είχαν ύψος 190   [5*190=950] 

			Το τελικό άθροισμα περιλαμβάνει τα ύψη και των 500 παιδιών  [=83880]  και ο μέσος όρος των μετρήσεων, έτσι όπως δίνονται από τον Στατιστικό Πίνακα είναι 167,76 cm.    

			Αν, αντίθετα, επιλέγαμε να βρούμε το μέσο όρο των κέντρων των κατηγοριών (το άθροισμα των 10 κέντρων διά του 10), θα κινδυνεύαμε να κάνουμε πολύ μεγάλο σφάλμα, μια και θα θεωρούσαμε ίδιας βαρύτητας την κατηγορία 190 cm που περιέχει 5 παιδιά, με την κατηγορία 175 cm, που περιέχει 110!

			◊

			Παράδειγμα: 

			Δίνεται η βαθμολογία ενός φοιτητή στις Πανελλαδικές Εξετάσεις. Εάν πάρουμε το μέσο όρο των 6 μαθημάτων χωρίς το συντελεστή βαρύτητας, τότε έχουμε μ=17. Αντίθετα, πολλαπλασιάζοντας το βαθμό του κάθε μαθήματος με το συντελεστή βαρύτητας, προσθέτοντας τα γινόμενα αυτά και διαιρώντας με το άθροισμα των συντελεστών (των «βαρών») υπολογίζουμε το σταθμισμένο  μέσο  όρο,  ο οποίος εξακολουθεί να έχει άριστα το 20, βάση το 10 και χαμηλότερο βαθμό το 0. Έχει δηλαδή το ίδιο σύστημα αναφοράς με τον απλό μέσο όρο.  

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							Μάθημα

						
							
							Βαθμός

						
							
							Συντ/στής

						
					

					
							
							Νεοελληνικά

						
							
							15

						
							
							1

						
					

					
							
							Ιστορία

						
							
							20

						
							
							0,7

						
					

					
							
							Μαθηματικά

						
							
							13

						
							
							1,3

						
					

					
							
							Φυσική

						
							
							18

						
							
							0,9

						
					

					
							
							Χημεία

						
							
							16

						
							
							0,7

						
					

					
							
							Βιολογία

						
							
							20

						
							
							0,6

						
					

				
			

			Εφαρμόζοντας τον τύπο του σταθμισμένου μέσου όρου βρίσκουμε:

			μ(σταθμισμένος) = 16,4

			◊

			5.2.2 Συντεταγμένες του κέντρου βάρους ν-υλικών σημείων του επιπέδου

			Ας υποθέσουμε πως έχουμε στο Καρτεσιανό επίπεδο δύο σημειακές μάζες, γνωρίζοντας τις συντεταγμένες των θέσεών τους:   m1 (x1, y1)  και   m2 (x2,y2) (βλέπε επόμενο σχήμα).

			[image: ]

			Εικόνα 5.11  Κέντρο βάρους δύο σημειακών μαζών

			Είναι φανερό πως το κέντρο μάζας τους θα είναι κάποιο σημείο του ευθυγράμμου τμήματος (m1,m2), ενώ θα βρίσκεται πλησιέστερα στην μεγαλύτερη μάζα και μάλιστα διατηρώντας την αναλογία των μαζών.  Οι συντεταγμένες (xk,yk) του κέντρο μάζας υπολογίζονται με τον προηγούμενο τύπο του σταθμισμένου μέσου όρου, όπου όμως το ρόλο του συντελεστή στάθμισης παίζουν οι δύο μάζες.   Καταλήγουμε λοιπόν στον τύπο:

			[image: ]

			και 

			[image: ]

			Αυτοί οι τύποι γενικεύονται και στην περίπτωση ν-μαζών:  :   m1(x1,y1), m2(x2,y2),…, mν(xν,yν)

			[image: ]    και     [image: ]

			◊

			5.2.3 Συντεταγμένες του Κέντρου Βάρους επιπέδου σχήματος, με σταθερή επιφανειακή πυκνότητα 

			Πριν ξεκινήσουμε την ανάγνωση της παραγράφου αυτής, ας ξαναρίξουμε μια ματιά στην παράγραφο 5.1.5 που αφορά στην Επιφανειακή Πυκνότητα.   Στην παράγραφο αυτή θα αναζητήσουμε τον τρόπο υπολογισμού των συντεταγμένων του Κέντρου Βάρους μιας επιφάνειας, που ορίζεται από δύο συναρτήσεις f1(x) και f2(x) και τις ευθείες  x=a  και  x=b, όταν ισχύει η ανίσωση  f1(x)<f2(x) για κάθε x του διαστήματος (a,b). 

			Στα Μαθηματικά, πολύ συχνά, μετατρέπουμε ένα άγνωστο πρόβλημα σε ένα ήδη γνωστό, έτσι ώστε να χρησιμοποιήσουμε τις προηγούμενες γνώσεις μας. Εδώ, αναζητούμε το κέντρο βάρους (μάζας) μιας επιφάνειας, όταν γνωρίζουμε τον τρόπο υπολογισμού των συντεταγμένων του κέντρου μάζας ν-σημειακών μαζών (προηγούμενη παράγραφος). Επομένως, θα προσπαθήσουμε να μεταφέρουμε το νέο πρόβλημα στο παλιό. Δηλαδή, θα διαμερίσουμε την επιφάνεια σε στοιχειώδη εμβαδά με γνωστό βαρύκεντρο (κέντρο βάρους). Στην περίπτωση αυτή θα μπορέσουμε να θεωρήσουμε ολόκληρη τη στοιχειώδη μάζα συγκεντρωμένη στο βαρύκεντρο του στοιχειώδους εμβαδού, μετατρέποντάς την σε σημειακή μάζα και χρησιμοποιώντας τους προηγούμενους τύπους.  

			Η μέχρι τώρα εμπειρία στα ολοκληρώματα μας οδηγεί στο να επιλέξουμε το ορθογώνιο, σαν το ευνοϊκότερο σχήμα για τις στοιχειώδεις επιφάνειες.

			[image: ]

			Εικόνα 5.12  Διαμέριση της επιφάνειας σε στοιχειώδη εμβαδά 

			Χωρίζουμε το διάστημα [α,b] σε ν - υποδιαστήματα,  τα  

			[α=x0,x1],  [x1,x2],  …, [xj-1,xj], … ,  [xv-1,xv=b]

			και διαλέγουμε τα μέσα των διαστημάτων αυτών:  ξ1, ξ2, …, ξj, … , ξν  (κάτι που, όπως είδαμε, δεν είναι ακριβές αλλά για ευκολία το αποδεχόμαστε). Έστω το στοιχειώδες εμβαδόν ΔΕj του  j-ου  υποδιαστήματος, που ορίζεται από τα σημεία  xj-1 και xj, και με κέντρο το σημείο ξj. Θεωρώντας πως το πλάτος του Δxj = xj-xj-1   είναι πολύ μικρό, μπορούμε να δεχθούμε πως ισχύουν τα παρακάτω:

			•	το σχήμα του ΔΕj είναι ένα ορθογώνιο παραλληλόγραμμο πλάτους Δxj  και ύψους  f2(ξj) – f1(ξj), όπου το ξj είναι ένα εσωτερικό σημείο του διαστήματος : (xj-1,xj) – εδώ για ευκολία επιλέξαμε το ξj σαν το μέσον του διαστήματος.

			•	το εμβαδόν και η μάζα του ισούνται με:  

			ΔΕj = [f2(ξj) – f1(ξj)] Δxj       και      Δmj = ρ[f2(ξj) – f1(ξj)] Δxj    

			•	οι συντεταγμένες του κέντρου βάρους του ΔΕj είναι το βαρύκεντρό του: 

			 [image: ]  = ξj      και       [image: ]

			Θεωρώντας το κάθε στοιχειώδες παραλληλόγραμμο σαν σημειακή μάζα συγκεντρωμένη στο βαρύκεντρό του, μπορούμε να εφαρμόσουμε τους τύπους της προηγουμένης παραγράφου:  

			(α) για την συντεταγμένη xk, 

			[image: ]

			όπου θέτουμε στη θέση του xj  το  ξj:

			[image: ]

			όπου η σταθερή πυκνότητα ρ βγήκε έξω από τα δύο ολοκληρώματα και απλοποιήθηκε.  

			(β) Όμοια υπολογίζουμε και την συντεταγμένη yk,

			[image: ]

			θέτοντας στη θέση του yj το

			  [image: ]

			[image: ]

			◊

			Παρατήρηση 1η: Οι τύποι που δίνουν τις συντεταγμένες του κέντρου βάρους είναι ανεξάρτητοι της επιφανειακής πυκνότητας ρ, εφόσον αυτή είναι σταθερή.

			Παρατήρηση 2η: Ο τύπος για το yk είναι διπλός.  Για κάποιες μορφές συνάρτησης βολεύει καλύτερα το γινόμενο του αθροίσματος επί την διαφορά, ενώ σε κάποιες άλλες βολεύει η διαφορά τετραγώνων.

			Παρατήρηση 3η:   Είναι σημαντικό να μπορούμε να βρούμε προσεγγιστικά (με το μάτι, όπως λέγεται) τις συντεταγμένες του κέντρου βάρους μιας επιφάνειας.    Σ’ αυτό μας διευκολύνει ένας απλός πρακτικός κανόνας:  Τραβούμε δύο ευθείες κάθετες μεταξύ τους και παράλληλες με τους άξονες των x και y, φροντίζοντας να μοιράζουμε την δοσμένη επιφάνεια σε δύο ίσα εμβαδά (είτε πάνω-κάτω, είτε δεξιά-αριστερά).  Το σημείο τομής των δύο αυτών ευθειών είναι, προσεγγιστικά, το κέντρο βάρους της επιφάνειας (πάντα εφόσον η επιφανειακή πυκνότητα είναι σταθερή).

			Παράδειγμα: Να βρεθούν οι συντεταγμένες του κέντρου βάρους, με το μάτι (αιτιολογημένα) και ακριβώς, της τριγωνικής επιφάνειας που ορίζεται από τις ευθείες  y=x,  y=3x και  x=3.

			Λύση:

			[image: ]

			Εικόνα 5.13  Αναζήτηση κέντρου βάρους	

			α) Φέρουμε τις δύο (παράλληλες με τους άξονες) ευθείες (κόκκινες και διακεκομμένες), έτσι ώστε να δημιουργούνται (σε κάθε περίπτωση) δύο ίσα εμβαδά (είτε πάνω-κάτω, είτε δεξιά-αριστερά).   Με τον τρόπο αυτό εκτιμούμε:

			xk = 2      yk = 4

			β) Χρησιμοποιώντας τους τύπους έχουμε:

			[image: ]

			[image: ]

			Να παρατηρήσουμε πως το ολοκλήρωμα των παρονομαστών των δύο κλασμάτων είναι ίδιο και δεν χρειάζεται να υπολογισθεί για δεύτερη φορά.

			◊

			Παράδειγμα: Να βρεθούν οι συντεταγμένες του κέντρου βάρους, «με το μάτι» (αιτιολογημένα) και ακριβώς, της επιφάνειας που ορίζεται από τις ευθείες  y=0  και  x=9  και τη συνάρτηση

			[image: ]

			Λύση:

			[image: ]

			Εικόνα 5.14  Γράφημα της συνάρτησης f(x)=[image: ]

			α) Φέρουμε τις δύο (παράλληλες με τους άξονες) ευθείες (κόκκινες και διακεκομμένες), έτσι ώστε να δημιουργούνται (σε κάθε περίπτωση) δύο ίσα εμβαδά (είτε πάνω-κάτω, είτε δεξιά-αριστερά).   Με τον τρόπο αυτό εκτιμούμε:

			xk = 5,5      yk = 1,2

			β) Στην περίπτωση αυτή όπου η συνάρτηση f1(x)=0, στους τύπους απλά η εν λόγω συνάρτηση δεν εμφανίζεται.

			[image: ]

			[image: ]

			◊

			Άσκηση: Εάν η επιφάνεια που ορίζεται από την καμπύλη της συνάρτησης f(x) = x3-6x2+9x και τον άξονα των x, έχει σταθερή πυκνότητα ρ(x,y) = 3, να υπολογισθεί η μάζα της και οι συντεταγμένες του κέντρου μάζας της  (α) «με το μάτι» (γεωμετρική προσέγγιση)  και (β) αλγεβρικά (με τη βοήθεια ολοκληρωμάτων).

			[image: ]

			Εικόνα 5.15  Γραφική παράσταση της περιοχής που αναζητείται η μάζα της και η θέση του Κέντρου Μάζας .

			◊

			5.3  Εφαρμογές σε θέματα της Επιστήμης του Πολιτικού Μηχανικού (Υπολογισμός Εντατικών Μεγεθών σε Ισοστατικούς Φορείς)

			Στο υποκεφάλαιο αυτό διαπραγματευόμαστε προβλήματα τα οποία είναι αρκετά γνωστά σε αναγνώστες που σπουδάζουν Πολιτικοί Μηχανικοί.  Ο λόγος που αναφερόμαστε σε αυτά είναι γιατί συνήθως αντιμετωπίζονται με μεθόδους αριθμητικές, ενώ στις παραγράφους που ακολουθούν θα προσπαθήσουμε να τα αναπτύξουμε με τη χρήση συναρτήσεων.  Για τον λόγο αυτό θα αναφερθούμε λακωνικά στα μεγέθη που θα χρησιμοποιήσουμε.  Άλλωστε, μια τέτοια προσπάθεια ξεφεύγει από τους στόχους του συγγράμματος αυτού ενώ, από την άλλη, υπάρχει πληθώρα πολύ καλών βιβλίων Τεχνικής Μηχανικής που τα διαπραγματεύονται άριστα.

			5.3.1 Δυο λόγια για φορτία

			[image: ]

			Εικόνα 5.16  Φορτία εφαρμοζόμενα σε δοκό

			Στο σχήμα παρατηρούμε ένα τμήμα μιας δοκού. Παράλληλα με τη δοκό τοποθετούμε τον άξονα των x, όπου μετρούνται οι αποστάσεις με αρχή (συνήθως) το αριστερό άκρο της δοκού. Από το ίδιο άκρο διέρχεται και ο κατακόρυφος άξονας του καρτεσιανού συστήματος στον οποίο μπορούμε να μετρούμε διάφορα μεγέθη (αλλάζοντας προφανώς τις μονάδες κατά περίσταση).

			Πάνω στη δοκό επιδρούν (εφαρμόζονται) διάφορα φορτία:

			•	Σημειακά.  

			Επιδρούν σε ένα μόνο σημείο, στο σημείο εφαρμογής του διανύσματος του φορτίου και έχουν την διεύθυνση και τη φορά του διανύσματος του σημειακού φορτίου.   Στο σχήμα για παράδειγμα, το σημειακό φορτίο Ρ των 5 ΚΝ επιδρά στο σημείο L1 με την κατεύθυνση και τη φορά του διανύσματος Ρ. 

			•	Κατανεμημένα. 

			Τα φορτία αυτά ορίζονται με τη βοήθεια συναρτήσεων (όπως η q(x) στο σχήμα).  Αρχικά να δηλώσουμε πως αυτά τα φορτία φορτίζουν τον φορέα τους σε μία κατεύθυνση κάθετη προς αυτόν.  Όμως η τιμή που παίρνει η συνάρτηση q(x) σε ένα σημείο, δεν δηλώνει το μέγεθος του σημειακού φορτίου με το οποίο επιβαρύνεται το σημείο εκείνο (στην περίπτωση αυτή το συνεχές φορτίο θα συσσώρευε στο φορέα ένα φορτίο άπειρου μεγέθους, λόγω της απειρίας των σημείων).   Αντίθετα η συνάρτηση q(x) λειτουργεί σαν Συνάρτηση Πυκνότητας Φορτίου, με αποτέλεσμα να ορίζει (με τη βοήθεια του εμβαδού που «δημιουργεί» πάνω από τον φορέα) ένα φορτίο που αντιστοιχεί σε ένα διάστημα, γι’ αυτό και οι μονάδες στις οποίες εκφράζεται είναι KN/m.  Προφανώς, το φορτίο που αντιστοιχεί σε ένα διάστημα υπολογίζεται με ολοκληρώματα (πάλι…).

			Φορτίο στο διάστημα (a,b) = [image: ]  

			Άρα, [φορτίο σε ένα σημείο (x=a)] = [image: ] 

			5.3.2 Δυο λόγια για την Αμφιέριστη Δοκό

			[image: ]

			Εικόνα 5.17  Αμφιέριστη Δοκός

			Μία αβαρής δοκός που στηρίζεται στα δύο άκρα της, στο Α με στήριξη (δεν μπορεί να μετακινηθεί δεξιά-αριστερά) και στο Β με κύλιση (μπορεί να μετακινηθεί δεξιά-αριστερά) λέγεται Αμφιέριστη Δοκός.  Επομένως, κάθε οριζόντιο φορτίο παραλαμβάνεται μόνο από το άκρο που έχει τη στήριξη (αν δεν αναφέρεται ρητά θα είναι το Α) και ουδέποτε από το άκρο που έχει την κύλιση (εδώ το Β).  Με τον όρο «παραλαμβάνεται από το άκρο της στήριξης» εννοούμε πως το άκρο εκείνο εμφανίζει (δημιουργεί) την αναγκαία αντίδραση, έτσι ώστε να υπάρχει ισορροπία.  Τα κατακόρυφα φορτία παραλαμβάνονται από τα δύο άκρα Α και Β, στα οποία εμφανίζονται οι κατάλληλες αντιδράσεις (στο σχήμα οι Αy και By).   

			Η βασική ιδιότητα μιας αμφιέριστης δοκού είναι το γεγονός πως ισορροπεί (δεν κινείται).  Άρα το άθροισμα όλων των δυνάμεων (φορτίων και αντιδράσεων) και όλων των ροπών που επενεργούν σε αυτή είναι ίσο με το μηδέν.  Αυτό συχνά εκφράζεται μέσω των επόμενων τριών εξισώσεων ισορροπίας:

			(α)   για το άθροισμα των οριζόντιων δυνάμεων

			[image: ]

			(β)   για το άθροισμα των κατακόρυφων δυνάμεων

			[image: ]

			(γ)   για το άθροισμα των ροπών, ως προς ένα σημείο της δοκού (ή του φορέα, γενικότερα)

			[image: ]

			Αυτές οι τρεις εξισώσεις επιτρέπουν τον υπολογισμό όλων των αντιδράσεων που επενεργούν στη δοκό (η οποία, για τον λόγο αυτό, ονομάζεται ισοστατικός φορέας).

			Η ύπαρξη σημειακών φορτίων (Ρ), των οποίων η κατεύθυνση δεν είναι κάθετη στον φορέα, μας υποχρεώνει να αναλύσουμε το φορτίο Ρ:   

			(i)	 σε μία συνιστώσα κάθετη στο φορές (κατακόρυφη, στην περίπτωση όπου ο φορέας είναι οριζόντιος (την Py)), η οποία  είναι ένα εγκάρσιο φορτίο και πρέπει να προσμετρηθεί στον υπολογισμό των κατακόρυφων αντιδράσεων στα δύο άκρα (Α και Β),  και  

			(ii)	 σε μία διαμήκη (οριζόντια συνιστώσα (την Px), στην περίπτωση όπου ο φορέας είναι οριζόντιος) που είναι ένα διάμηκες φορτίο και θα δημιουργήσει μια ίση και αντίθετη αντίδραση στο άκρο που έχει την στήριξη (συνήθως στο αριστερό).

			5.3.3 Δυο λόγια για τον πρόβολο

			[image: ]

			Εικόνα 5.18  Πρόβολος

			Ο πρόβολος είναι ένα φορέας που στηρίζεται στο ένα μόνο άκρο του (συνήθως στο Α), όπου η αντίδραση Αy είναι ίση και αντίθετη με τη συνισταμένη όλων των κατακόρυφων φορτίων του προβόλου.  Για να μην «πέσει» ο πρόβολος, είναι πακτωμένος στο άκρο όπου στηρίζεται, με αποτέλεσμα την ύπαρξη μιας ροπής πάκτωσης (ΜΑ στην εικόνα 5.18) που ισορροπεί την συνισταμένη των ροπών που δημιουργούνται.  

			Συνήθως η ροπή πάκτωσης ορίζει την αρνητική φορά των ροπών, αν και η θετική φορά μπορεί να επιλεγεί κατά βούληση, αρκεί η φορά όλων των υπόλοιπων ροπών να ορίζεται ανάλογα.

			5.3.4 Δυο λόγια για τα εντατικά μεγέθη σε ένα φορέα

			[image: ]

			Εικόνα 5.19  Ισοστατικός φορέας 

			Στο πιο πάνω σχήμα υπάρχει ένας ισοστατικός φορέας (χωρίς να μας ενδιαφέρει αυτή τη στιγμή εάν είναι αμφιέριστη δοκός ή πρόβολος).   Προσπαθούμε να υπολογίσουμε τα μεγέθη τα οποία φορτίζουν το τυχαίο σημείο x0, που βρίσκεται κάπου ανάμεσα στα δύο άκρα Α και Β.

			Στο σημείο x0 εμφανίζονται τάσεις διαμήκεις (οριζόντιες) που οφείλονται στην ύπαρξη οριζόντιων δυνάμεων και εξισορροπούνται από την αντίδραση του σημείου στήριξης ή πάκτωσης, ανάλογα με τη φύση του φορέα.  Δεν θα αναφερθούμε περισσότερο σε διαμήκεις (εφελκυστικές-θλιπτικές) δυνάμεις μια και στη συνέχεια θα ασχοληθούμε, κατά βάση, με κατακόρυφα φορτία.

			Στο σημείο x0 εμφανίζεται μία διατμητική τάση, που οφείλεται στην ύπαρξη κατακόρυφων φορτίων και αντιδράσεων, που τείνουν να σπάσουν τον φορέα στο σημείο x0.  Η συνολική τέμνουσα δύναμη που αντιστοιχεί στο x0 είναι ίση με το αλγεβρικό άθροισμα όλων των κατακόρυφων φορτίων και όλων των αντιδράσεων που εμφανίζονται από την αρχή του φορέα (από το άκρο Α), μέχρι το σημείο x0.   Είναι λανθασμένο να πιστέψει κάποιος πως με τον τρόπο αυτό αγνοούνται όλα τα υπόλοιπα φορτία και οι αντιδράσεις, δεξιότερα του σημείου x0, διότι όλα αυτά συνδιαμόρφωσαν τις αντιδράσεις στο σημείο Α (αντίδραση Αy και (πιθανά) ροπή πάκτωσης).

				Στο σημείο x0 εμφανίζεται επίσης μία ροπή, που τείνει να κάμψει τον φορέα και λέγεται καμπτική ροπή.  Η συνολική ροπή που αντιστοιχεί στο x0 είναι ίση με το αλγεβρικό άθροισμα όλων των ροπών (σημειακών και της –ενδεχόμενης- ροπής πάκτωσης)  που εμφανίζονται από την αρχή του φορέα (από το άκρο Α), μέχρι το σημείο x0.   

			Τέλος, η τιμή όλων των εντατικών μεγεθών (αξονικές - τέμνουσες δυνάμεις και ροπές) θα πρέπει, υποχρεωτικά, να μηδενίζεται στο έτερο άκρο (στο Β αν ξεκινούμε από το Α).  Αλλιώς θα έπρεπε να υπάρχει κάποιος άλλος τρόπος για να παραληφθεί το μη μηδενισμένο εντατικό μέγεθος.

			Παρατήρηση:  Οι μονάδες των μεγεθών που αναφέρονται, στα πλαίσια της Τεχνικής Μηχανικής, είναι:

			Μήκος (L):  1 Μέτρο (m)

			Δύναμη (F), Φορτίο, Τέμνουσα και αξονική δύναμη: 1 Kilonewton (ΚΝ)

			Ροπή, Καμπτική ροπή (Μ): 1 kilonewton επί μέτρο (KNm)

			Βασική ιδιότητα: Χωρίς απόδειξη αναφέρουμε πως η πρώτη παράγωγος της συνάρτησης ροπής είναι η συνάρτηση της τέμνουσας δύναμης.

			5.3.5 Αντιδράσεις και Εντατικά Μεγέθη σε Αμφιέριστη Δοκό υπό την επίδραση σημειακών φορτίων

			Έχουμε μία αμφιέριστη δοκό ΑΒ (στο Α υπάρχει η στήριξη) μήκους L, στην οποία εμφανίζεται ένα σημειακό φορτίο Ρ στη θέση LP (0<LP<L), σύμφωνα με το σχήμα που ακολουθεί.   

			[image: ]

			Εικόνα 5.20  Αμφιέριστη δοκός

			Να υπολογισθούν:

			i) 	Οι αντιδράσεις στα άκρα Α και Β

			ii) 	Η συνάρτηση της αξονικής δύναμης

			iii) 	Η συνάρτηση της τέμνουσας δύναμης

			iv) 	Η συνάρτηση της καμπτικής ροπής

			v) 	Μία αριθμητική εφαρμογή με τα δεδομένα:  L=4 (m), LP=1 (m), P=10 (KN)  και  φ=60ο.

			Λύση: Αρχικά  θα αναλύσουμε το σημειακό φορτίο Ρ σε δύο συνιστώσες, μία κατακόρυφη και μία οριζόντια:

			[image: ]

			i) Αντιδράσεις

			(α) Υπολογισμός της αντίδρασης Αx.

			[image: ]

			(β) Υπολογισμός των αντιδράσεων Αy  και  Βy.

			Στην περίπτωση αυτή η εξίσωση ισορροπίας  

			[image: ]

			δεν αρκεί για να καθορισθούν οι τιμές των δύο αντιδράσεων  Αy και  By.   Για τον λόγο αυτό θα χρειαστούμε και την εξίσωση ισορροπίας των ροπών (προσέχοντας πάντα το πρόσημο που καθορίζει τη φορά της κάθε ροπής).   Όμως, για να γραφεί η εξίσωση αυτή, χρειαζόμαστε κι ένα σημείο ως προς το οποίο υπολογίζονται οι ροπές (και μηδενίζεται το άθροισμά τους).  Μπορούμε να επιλέξουμε οποιοδήποτε σημείο πάνω στο φορέα, καταστρώνοντας μια 2η σχέση που να συνδέει τις δύο άγνωστες αντιδράσεις.   

			Για παράδειγμα, μπορούμε να επιλέξουμε το σημείο LP. Θεωρώντας σαν θετική φορά αυτή που αντιστοιχεί στη φορά των δεικτών του ρολογιού, έχουμε:

			[image: ]

			η οποία είναι μία σχέση που περιέχει και τις δύο άγνωστες αντιδράσεις.  Έτσι καταλήγουμε σε ένα σύστημα δύο εξισώσεων με δύο αγνώστους.

			Όμως, εάν επιλέξουμε σαν σημείο υπολογισμού των ροπών ένα από τα δύο άκρα (οπότε μηδενίζεται η ροπή στο ένα από τα δύο άκρα), καταλήγουμε σε μία εξίσωση που περιέχει μόνο τη μία από τις δύο άγνωστες αντιδράσεις.  Ας επιλέξουμε λοιπόν το άκρο Α, σαν σημείο υπολογισμού των ροπών και ας γράψουμε την εξίσωση ισορροπίας:

			[image: ]

			Αυτή η τελευταία σχέση, η οποία θα χρησιμοποιηθεί κατ’ επανάληψη στη συνέχεια, διατυπώνεται ολοκληρωμένα ως εξής:

			Η ανάλυση ενός κατακόρυφου σημειακού φορτίου στις αντιδράσεις των δύο άκρων μιας αμφιέριστης δοκού δίνεται από τις σχέσεις:

			[image: ]

			[image: ]

			Εικόνα 5.21 

			και συμπυκνώνονται στην επόμενη φράση:

			Όταν ένα κατακόρυφο σημειακό φορτίο αναλύεται στις αντιδράσεις των δύο άκρων μιας αμφιέριστης δοκού, τότε στο κάθε άκρο πηγαίνει ένα κλάσμα του αναλυόμενου φορτίου, το οποίο έχει στον παρονομαστή το μήκος L της δοκού, και στον αριθμητή την απόσταση το άλλου άκρου από το σημείο εφαρμογής του φορτίου.

			ii) Συνάρτηση αξονικής δύναμης

			Στο τυχαίο σημείο x0 της δοκού που ανήκει στο διάστημα (L,LP), η αξονική δύναμη ισούται με την αντίδραση  Αx.  Αντίθετα, στο τυχαίο σημείο x0 της δοκού που ανήκει στο διάστημα (LP,L), η αξονική δύναμη μηδενίζεται, μια και από το σημείο LP και δεξιότερα, η αντίδραση Αx εξουδετερώνεται από την (ίση και αντίθετη) Px.  Άρα η συνάρτηση αξονικής δύναμης είναι

			[image: ]

			iii) Συνάρτηση τέμνουσας δύναμης

			Στο τυχαίο σημείο x0 της δοκού που ανήκει στο διάστημα (L,LP), η τέμνουσα δύναμη ισούται με την αντίδραση  Αy.  Αντίθετα, στο τυχαίο σημείο x0 της δοκού που ανήκει στο διάστημα (LP,L), η τέμνουσα δύναμη γίνεται το αλγεβρικό άθροισμα της αντίδρασης και του σημειακού φορτίου Ρ.  Τέλος, στο σημείο Β, στο προηγούμενο (αλγεβρικό) άθροισμα προστίθεται (πάντα αλγεβρικά) η αντίδραση Βy.   Άρα η συνάρτηση τέμνουσας δύναμης είναι

			[image: ]

			iv) Συνάρτηση Καμπτικής Ροπής

			Στο τυχαίο σημείο x0 της δοκού που ανήκει στο διάστημα (L,LP), η καμπτική ροπή ισούται με το γινόμενο της αντίδρασης  Αy, επί την απόσταση του σημείου x0 από τη σημείο Α, που είναι ίση με το x0.   Αντίθετα, στο τυχαίο σημείο x0 της δοκού που ανήκει στο διάστημα (LP,L), η ροπή γίνεται το αλγεβρικό άθροισμα της ροπής του συνόλου των φορτίων που βρίσκονται στα αριστερά του σημείου x0, ως προς το x0.  Σ’ αυτή την περίπτωση, στην (θετική) ροπή  x0Ay  προστίθεται η (αρνητική) ροπή -(x0-LP)Py. Άρα η συνάρτηση τέμνουσας δύναμης είναι:

			[image: ]

			[image: ]

			Εικόνα 5.22 

			v) Αριθμητική εφαρμογή

			Έχουμε τα δεδομένα:  L=4 (m), LP=1 (m), P=10 (KN)  και  φ=60ο.  Οι αντιδράσεις και τα εντατικά μεγέθη παίρνουν τις επόμενες τιμές:

			α) Αντιδράσεις.

			[image: ]

			[image: ]

			β) Συνάρτηση αξονικής δύναμης

			[image: ]

			γ) Συνάρτηση τέμνουσας δύναμης

			[image: ]  [image: ]

			δ) Συνάρτηση Καμπτικής Ροπής

			[image: ]

			Παρατηρήσεις

			1η) Όπως ειπώθηκε προηγουμένως, τα εντατικά μεγέθη πρέπει να μηδενίζονται στο δεξιό άκρο της δοκού, εφόσον αυτό είναι το άκρο όπου υπάρχει κύλιση (στην αμφιέριστη δοκό), ή εφόσον είναι το απέναντι από το άκρο όπου υπάρχει πάκτωση (σε πρόβολο).   Στο παράδειγμά μας ισχύει πως  V(5)=0 και M(5)=0.

			2η) Στην Τεχνική Μηχανική είναι γνωστό πως η συνάρτηση της τέμνουσας δύναμης είναι η παράγωγος της συνάρτησης της καμπτικής ροπής, ή αντίστροφα, η συνάρτηση της καμπτικής ροπής είναι το ολοκλήρωμα (από το 0 έως το x0) της συνάρτησης της τέμνουσας δύναμης.   Αυτό το τελευταίο αξίζει να το εξετάσουμε και στις δύο κατευθύνσεις

			(α) [image: ]

			Παρατηρούμε πως η συνάρτηση της καμπτικής ροπής δεν παραγωγίζεται στο σημείο αλλαγής σκέλους (x0=1), ενώ δεν δίνει την τιμή της τέμνουσας στο δεξί άκρο (x0=1), όπου πρέπει να προσθέσουμε (αλγεβρικά) την τιμή της αντίδρασης By.

			(β) Πριν ξεκινήσει ο αναγνώστης τη μελέτη της λύσης του επόμενου ολοκληρώματος ας ξαναδεί το υποκεφάλαιο  «4.2.7 Ορισμένα Ολοκληρώματα με μεταβλητή σε ένα όριο»  και ιδιαίτερα την παράγραφο που αναφέρεται στην ολοκλήρωση συνάρτησης με περισσότερα του ενός σκέλη.

			 [image: ]

			[image: ]
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			ε) Διαγράμματα: 

			[image: Kallipos_Eik_6_22a]

			[image: Kallipos_Eik_6_22b]
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			Εικόνα 5.23  Διαγράμματα

			Παρατήρηση: Επειδή στην Τεχνική Μηχανική υπάρχει η επιθυμία στα γραφήματα οι καμπύλες να αντιστοιχούν στο φυσικό φαινόμενο που περιγράφουν, επιλέγεται στην περίπτωση του γραφήματος της συνάρτησης καμπτικής ροπής ο κατακόρυφος άξονας να αυξάνεται προς τα κάτω.  Με τον τρόπο αυτό γίνεται πιο κατανοητή η κατεύθυνση προς την οποία επιχειρεί να κάμψει τη δοκό η καμπτική ροπή.

			◊

			5.3.6 Η συνάρτηση ροπής που ορίζεται σε ένα σημείο x0 από κατανεμημένο φορτίο

			Αρχικά, θα ασχοληθούμε με τη συνάρτηση ροπής που ορίζεται σε ένα σημείο x0, από κατανεμημένο φορτίο (ορισμένο από τη συνάρτηση q(x)), όταν το σημείο x0 ανήκει στο διάστημα στο οποίο ορίζεται το κατανεμημένο φορτίο, όπως φαίνεται στο παρακάτω σχήμα:

			[image: ]

			Εικόνα 5.24  Η συνάρτηση ροπής σε σημείο x0 εντός του διαστήματος του κατανεμημένου φορτίου

			Να θυμίσουμε πως το κατανεμημένο φορτίο που αντιστοιχεί σε ένα διάστημα της δοκού ισούται με το εμβαδόν που ορίζει η συνάρτηση q(x), πάνω από το διάστημα αυτό.  Άρα, το φορτίο δίνεται από τη σχέση:

			[image: ]

			 Πρέπει να υπολογίσουμε τη ροπή που δημιουργεί το κατανεμημένο φορτίο q(x), από την αρχή του (εδώ θεωρούμε πως είναι το σημείο Α, το οποίο αντιστοιχεί στο x=0), μέχρι το τυχαίο x0, και η ροπή να υπολογίζεται ως προς το ίδιο το x0.   Αυτό θα μπορούσε να γίνει με την εξής μέθοδο: 

			•	να υπολογίσουμε το κέντρο βάρους (xk) του κατανεμημένου φορτίο ([image: ] από το 0 έως το x0) 

			•	να θεωρήσουμε το εν λόγω κατανεμημένο φορτίο σαν σημειακό στο σημείο xk  

			•	να πολλαπλασιάσουμε το [image: ] επί την απόσταση (x0-xk).

			Όμως εμείς θα προτιμήσουμε να καταστρώσουμε το ολοκλήρωμα που υπολογίζει τη ζητούμενη καμπτική ροπή κατά τα γνωστά:   Διαμερίζουμε το διάστημα από Ο έως το x0  και υπολογίζουμε την καμπτική ροπή του τυχαίου στοιχειώδους (j-οστού) φορτίου, ως προς το σημείο x0 (βλ. Εικόνα 5.24). Με ολοκλήρωση αθροίζουμε αυτές τις στοιχειώδεις ροπές.

			•	J-οστό στοιχειώδες φορτίο:  [image: ]

			•	Στοιχειώδης ροπή του [image: ]: [image: ]

			•	Συνολική ροπή: [image: ]

			[image: ]

			Εάν τώρα το σημείο x0 βρίσκεται εκτός του διαστήματος που καλύπτεται από το κατανεμημένο φορτίο, τότε δουλεύουμε ως εξής:

			[image: ]

			Εικόνα 5.25  Η συνάρτηση ροπής σε σημείο x0 εκτός του διαστήματος του κατανεμημένου φορτίου

			•	Υπολογισμός του συνολικού κατανεμημένου φορτίου:   [image: ]

			•	Υπολογισμός της συντεταγμένης xk του κέντρου βάρους του κατανεμημένου φορτίου:

			[image: ]

			•	Η καμπτική ροπή λόγω του κατανεμημένου φορτίου (μόνο)= xk[image: ] 

			Βέβαια, μπορεί να ισχύσει και ο προηγούμενος τύπος που υπολογίζει την καμπτική ροπή, ελαφρά παραλλαγμένη:

			[image: ]

			Παράδειγμα: Να υπολογισθούν οι αντιδράσεις και τα εντατικά μεγέθη της αμφιέριστης δοκού του σχήματος:

			[image: ]

			Εικόνα 5.26  

			α) Συνολικό κατανεμημένο φορτίο:

			[image: ] (KN)

			Αυτό ακριβώς θα ήταν το αποτέλεσμα εάν χρησιμοποιούσαμε γεωμετρικό υπολογισμό του συνολικού κατανεμημένου φορτίου (τραπέζιο με βάσεις q(0)=16, q(8)=8  και ύψος 4)

			β) Η συντεταγμένη xk του K.B. του Q(καταν.):

			[image: ]

			γ) Οι αντιδράσεις Αy και   By:

			Ουσιαστικά έχουμε να «μοιράσουμε» στις δύο αντιδράσεις, δύο σημειακά φορτία: 

			•	Αυτό που αντιστοιχεί στο κατανεμημένο φορτίο, είναι ίσο με 48 ΚΝ και (θεωρούμε πως) εφαρμόζεται στο σημείο  x=1,778 και 

			•	το Ρ=5 ΚΝ  και εφαρμόζεται στο σημείο  x=2.

			[image: ]

			Παρατηρούμε πως το άθροισμα των δύο αντιδράσεων ισούται με το σύνολο των φορτίων της δοκού (53 ΚΝ).

			δ) Συνάρτηση τέμνουσας δύναμης:

			[image: ]

			Παρατηρήσεις 

			1η) Εδώ χρησιμοποιήθηκε κάτι προφανές: Στο τυχαίο σημείο x0 η τέμνουσα δύναμη δίνεται από τη σχέση:

			[image: ]

			Εικόνα 5.27 

			[image: ]

			 2η) Παρατηρούμε πως εάν θέσουμε x0=4 στο 2ο σκέλος της συνάρτησης, βρίσκουμε την τιμή

			 	V(4-) = -23.8333 (KN), 

			μία τιμή ίση και αντίθετη με την αντίδραση Βy.

			ε) Η συνάρτηση της καμπτικής ροπής

			[image: ]

			[image: ]

			[image: ]

			όπου και πάλι ισχύει η δοκιμή  M(4)=0.

			◊

			Άσκηση (για τον αναγνώστη): Να υπολογιστεί τη συνάρτηση της καμπτικής ροπής, ολοκληρώνοντας τη συνάρτηση της τέμνουσας δύναμης.

			στ) Διαγράμματα

			[image: Kallipos_Eik_6_27]

			[image: Kallipos_Eik_6_27b]

			Εικόνα 5.28  Διαγράμματα

			◊

			5.3.7 Τα Εντατικά Μεγέθη στην περίπτωση Προβόλου

			Οι υπολογισμοί των εντατικών μεγεθών στον πρόβολο είναι παρόμοιοι με αυτούς της αμφιέριστης δοκού, με δύο διαφορές:

			•	Κατακόρυφη αντίδραση υπάρχει μόνο στο άκρο που υπάρχει η πάκτωση, η οποία είναι ίση κατά μέτρο και αντίθετη κατά φορά με τη συνισταμένη όλων των κατακόρυφων φορτίων.

			•	Υπάρχει, στο άκρο της πάκτωσης, η ροπή πάκτωσης, που επιτρέπει την ισορροπία του προβόλου.

			◊

			Παράδειγμα: Να υπολογισθούν οι αντιδράσεις και τα εντατικά μεγέθη του προβόλου του σχήματος:

			[image: ]

			Εικόνα 5.29  Πρόβολος

			α) Συνολικό κατανεμημένο φορτίο:

			[image: ] (KN)

			β) Η συντεταγμένη xk του K.B. του Q(καταν.):

			[image: ]

			Πρόκειται για αποτέλεσμα αναμενόμενο, λόγω του συμμετρικού σχήματος του κατανεμημένου φορτίου.

			γ) Η αντίδραση Αy και η ροπή πάκτωσης  ΜΑ:

			[image: ]

			Να θυμίσουμε πως είπαμε ότι είθισται η φορά της ροπής πάκτωσης να ορίζει την αρνητική φορά.  Για τον λόγο αυτό υπάρχει το πρόσημο μείον.

			δ) Συνάρτηση τέμνουσας δύναμης:

			[image: ]

			ε) Η συνάρτηση της καμπτικής ροπής

			Στην περίπτωση του προβόλου, η συνάρτηση της καμπτικής ροπής ξεκινάει με την (αρνητική) ροπή πάκτωσης  ΜΑ.

			[image: ]

			Πιστεύουμε πως είναι χρήσιμο να υπολογίσουμε και πάλι την συνάρτηση της καμπτικής, ολοκληρώνοντας τη συνάρτηση της τέμνουσας δύναμης, χωρίς όμως να ξεχάσουμε να προσθέσουμε τη ροπή πάκτωσης.

			[image: ]

			στ) Διαγράμματα

			[image: Kallipos_Eik_6_29a]

			[image: Kallipos_Eik_6_29b]

			Εικόνα 5.30  Διαγράμματα

			Παρατήρηση: Το μέγεθος της ροπής στο σημείο της πάκτωσης δείχνει πόσο ενισχυμένη πρέπει να είναι η κατασκευή στο σημείο αυτό αλλά και στα γειτονικά προς αυτό σημεία του προβόλου.

			◊

			Άσκηση: Το συνεχές φορτίο της αμφιέριστης δοκού, μήκους L=6 , του επόμενου γραφήματος δίνεται από τη σχέση:

			 	q(x) = 9 – x 

			[image: ]

			Εάν το σημειακό φορτίο είναι ίσο με 10 KN και εφαρμόζεται στο σημείο x=3 m, nα υπολογίσετε:

			•	Το συνολικό φορτίο (κατ’ εκτίμηση και ακριβώς).

			•	Την οριζόντια συντεταγμένη του «κέντρου βάρους» (κατ’ εκτίμηση και ακριβώς).

			•	Τις αντιδράσεις Αy (αριστερά) και Βy (δεξιά).

			•	Την συνάρτηση που εκφράζει την τέμνουσα δύναμη.

			•	Τη συνάρτηση που εκφράζει την καμπτική ροπή.     

			•	Να δείξετε πως το ολοκλήρωμα της συνάρτησης της τέμνουσας δύναμης είναι η συνάρτηση της καμπτικής ροπής.

			◊

			Άσκηση: Δίνεται ο επόμενος πρόβολος (πάκτωση αριστερά στο Α), με μήκος L=3 m, με συνεχές φορτίο που δίνεται από την συνάρτηση q(x) = 5x2+5 κι ένα σημειακό Ρ=30 KN, στο σημείο Lp=2 m.  

			[image: ]

			Ζητούνται:

			•	Το συνολικό φορτίο (συνεχές + σημειακό), κατ’ εκτίμηση –αιτιολογημένα- και ακριβώς.

			•	Την οριζόντια συντεταγμένη του «κέντρου βάρους» του συνεχούς φορτίου (κατ’ εκτίμηση –πάντα αιτιολογημένα-  και ακριβώς).

			•	Την αντίδραση Αψ (αριστερά) και την Ροπή ΜΑ.

			•	Την συνάρτηση που εκφράζει την τέμνουσα δύναμη.

			•	Τη συνάρτηση που εκφράζει την καμπτική ροπή.

			•	Να δείξετε πως η συνάρτηση ροπής είναι το ολοκλήρωμα της τέμνουσας δύναμης, με την προϋπόθεση να προστεθεί η ροπή πάκτωσης.

			◊

			Άσκηση: Δίνεται ο παρακάτω πρόβολος (πάκτωση αριστερά στο Α), με μήκος L=π (m), με κατανεμημένο φορτίο που δίνεται από την συνάρτηση:  q(x)=5ημ(x/2).  

			[image: ]

			Ζητούνται:

			•	Το συνολικό φορτίο, κατ’ εκτίμηση –αιτιολογημένα– και ακριβώς.

			•	Την οριζόντια συντεταγμένη του «κέντρου βάρους» του συνεχούς φορτίου (κατ’ εκτίμηση –πάντα αιτιολογημένα-  και ακριβώς).

			•	Την αντίδραση Αψ (αριστερά) και την Ροπή ΜΑ.

			•	Την συνάρτηση που εκφράζει την τέμνουσα δύναμη. 

			•	Τη συνάρτηση που εκφράζει την καμπτική ροπή.             

			◊
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			Βιντεοδιαλέξεις

			Εισαγωγή

			Δύο λόγια για τους Πίνακες διάστασης (νxμ), Ορίζουσα Τετραγωνικού Πίνακα, Ιδιότητες και μέθοδοι υπολογισμού.

			http://eclass.opencourses.teicm.gr/eclass/modules/video/play.php?course=TMB102&id=205

			http://eclass.opencourses.teicm.gr/eclass/modules/video/play.php?course=TMB102&id=206

			Πίνακες και πράξεις - Αντίστροφος πίνακας

			Αναλυτική παρουσίαση των Πινάκων, Πράξεις Πινάκων και Ιδιότητες. Αντίστροφος Τετραγωνικού Πίνακα. Ιδιότητες και μέθοδοι αντιστροφής.
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			http://eclass.opencourses.teicm.gr/eclass/modules/video/play.php?course=TMB102&id=208

			Γραμμικά Συστήματα 

			Μη Ομογενή Γραμμικά Συστήματα. Μέθοδοι επίλυσης. Αόριστα και Αδύνατα Γραμμικά Συστήματα. Μέθοδοι λύσης στο Excel.

			http://eclass.opencourses.teicm.gr/eclass/modules/video/play.php?course=TMB102&id=209

			http://eclass.opencourses.teicm.gr/eclass/modules/video/play.php?course=TMB102&id=43

			Γραμμικοί Μετασχηματισμοί - Ιδιοτιμές και Ιδιοδιανύσματα

			Οι Γραμμικοί Μετασχηματισμοί σαν εργαλείο αντιστοίχισης ενός διανύσματος με ένα άλλο με την διαμεσολάβηση ενός τετραγωνικού πίνακα. Αναζήτηση κατευθύνσεων των οποίων τα διανύσματα αντιστοιχίζονται σε άλλα συγγραμμικά διανύσματα, οδηγούμενοι στην έννοια της Ιδιοτιμής και του Ιδιοδιανύσματος.

			http://eclass.opencourses.teicm.gr/eclass/modules/video/play.php?course=TMB102&id=210

			http://eclass.opencourses.teicm.gr/eclass/modules/video/play.php?course=TMB102&id=211

			Σύνολα αριθμών, Πολυωνυμικές Συναρτήσεις, Ιδιότητες.

			Τα σύνολα των Αριθμών (Φυσικοί, Ακέραιοι, Ρητοί, Πραγματικοί, Φανταστικοί, Μιγαδικοί). Πράξεις και ιδιότητες των Μιγαδικών. Αντιστοιχίσεις. Συναρτήσεις μιας πραγματικής μεταβλητής, Αναλυτική παρουσίαση των Πολυωνυμικών συναρτήσεων.

			http://eclass.opencourses.teicm.gr/eclass/modules/video/play.php?course=TMB102&id=44

			http://eclass.opencourses.teicm.gr/eclass/modules/video/play.php?course=TMB102&id=212

			Τριγωνομετρικές και Αντίστροφες Κυκλικές, Εκθετικές και Λογαριθμικές συναρτήσεις

			Εξοικείωση των φοιτητών με τις Τριγωνομετρικές και Αντίστροφες Κυκλικές, Εκθετικές και Λογαριθμικές συναρτήσεις. Ιδιαίτερη έμφαση στις γραφικές παραστάσεις.

			http://eclass.opencourses.teicm.gr/eclass/modules/video/play.php?course=TMB102&id=45

			http://eclass.opencourses.teicm.gr/eclass/modules/video/play.php?course=TMB102&id=46
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			http://eclass.opencourses.teicm.gr/eclass/modules/video/play.php?course=TMB102&id=50

			http://eclass.opencourses.teicm.gr/eclass/modules/video/play.php?course=TMB102&id=51

			Όριο και συνέχεια συνάρτησης, Παράγωγος.

			Η έννοια του ορίου συνάρτησης και ορισμός της συνέχειας μιας πραγματικής μεταβλητής. Η έννοια του παράγωγου αριθμού και της παραγώγου συνάρτησης μιας πραγματικής μεταβλητής. Ορισμοί, τύποι και ιδιότητες. Γεωμετρική ερμηνεία με τη βοήθεια γραφικών παραστάσεων.

			http://eclass.opencourses.teicm.gr/eclass/modules/video/play.php?course=TMB102&id=213

			http://eclass.opencourses.teicm.gr/eclass/modules/video/play.php?course=TMB102&id=214

			Παράγωγος συναρτήσεων. Θεωρήματα, Εφαρμογές

			Παράγωγος σύνθετης συνάρτησης, Παράγωγος αντιστρόφων συναρτήσεων, Παράγωγοι ανώτερης τάξης και βασικά Θεωρήματα (Μονοτονίας, Rolle, Μέσης Τιμής, Κανόνας του De l Hopital, Συμπεράσματα για την f(x) που αντλούνται από την 1η και 2η παράγωγο, Ακρότατα). Ερμηνεία των εννοιών αυτών με τη βοήθεια γραφικών παραστάσεων

			http://eclass.opencourses.teicm.gr/eclass/modules/video/play.php?course=TMB102&id=52

			http://eclass.opencourses.teicm.gr/eclass/modules/video/play.php?course=TMB102&id=53

			http://eclass.opencourses.teicm.gr/eclass/modules/video/play.php?course=TMB102&id=54

			http://eclass.opencourses.teicm.gr/eclass/modules/video/play.php?course=TMB102&id=55

			http://eclass.opencourses.teicm.gr/eclass/modules/video/play.php?course=TMB102&id=215

			Αόριστη Ολοκλήρωση

			Αόριστη Ολοκλήρωση, Ορισμός, Βασικοί τύποι και Ιδιότητες. Μέθοδοι Ολοκλήρωσης («Παιχνίδια με το διαφορικό», Μέθοδος Αντικατάστασης)

			http://eclass.opencourses.teicm.gr/eclass/modules/video/play.php?course=TMB102&id=56

			http://eclass.opencourses.teicm.gr/eclass/modules/video/play.php?course=TMB102&id=57

			http://eclass.opencourses.teicm.gr/eclass/modules/video/play.php?course=TMB102&id=58

			http://eclass.opencourses.teicm.gr/eclass/modules/video/play.php?course=TMB102&id=59

			http://eclass.opencourses.teicm.gr/eclass/modules/video/play.php?course=TMB102&id=216

			Μέθοδοι Αόριστης Ολοκλήρωσης ( Μέθοδος κατά παράγοντες, Ολοκλήρωση ρητών συναρτήσεων)

			http://eclass.opencourses.teicm.gr/eclass/modules/video/play.php?course=TMB102&id=60

			http://eclass.opencourses.teicm.gr/eclass/modules/video/play.php?course=TMB102&id=60

			http://eclass.opencourses.teicm.gr/eclass/modules/video/play.php?course=TMB102&id=65

			http://eclass.opencourses.teicm.gr/eclass/modules/video/play.php?course=TMB102&id=217

			Ορισμένη Ολοκλήρωση

			Ορισμένη Ολοκλήρωση (Ορισμός, Τύποι, Ιδιότητες), Υπολογισμός Εμβαδού επίπεδου τόπου. Ερμηνεία με τη βοήθεια φυσικών μεγεθών (Έργο δύναμης) και γεωμετρική ερμηνεία με τη βοήθεια γραφικών παραστάσεων

			http://eclass.opencourses.teicm.gr/eclass/modules/video/play.php?course=TMB102&id=67

			http://eclass.opencourses.teicm.gr/eclass/modules/video/play.php?course=TMB102&id=68

			http://eclass.opencourses.teicm.gr/eclass/modules/video/play.php?course=TMB102&id=69

			Εφαρμογή της Ορισμένης Ολοκλήρωσης σε θέματα Φυσικής και Μηχανικής. 

			Συντεταγμένες του κέντρου βάρους επίπεδου τόπου.

			http://eclass.opencourses.teicm.gr/eclass/modules/video/play.php?course=TMB102&id=218

			Εφαρμογή της Ορισμένης Ολοκλήρωσης σε θέματα της Επιστήμης του Πολιτικού Μηχανικού. 

			Εντατικά μεγέθη σε ισοστατικούς φορείς, υπό τυχαία κατανεμημένη φόρτιση.

			http://eclass.opencourses.teicm.gr/eclass/modules/video/play.php?course=TMB102&id=70
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